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Аннотация. В настоящей статье рассматриваются такие неголономные механические
системы, как конек Чаплыгина, неоднородные сани Чаплыгина и шар Чаплыгина, дви-
жущиеся в поле силы тяжести по колеблющейся плоскости с углом наклона, меняю-
щимся по периодическому закону. Явным интегрированием уравнений движения конь-
ка Чаплыгина и неоднородных саней Чаплыгина получены аналитические выражения
скоростей и траекторий точки контакта. Найдены числовые параметры периодического
закона, по которому должен изменяться угол наклона, чтобы скорость конька Чаплы-
гина была неограничена, то есть имело место ускорение. В случае неоднородных саней,
наоборот, найдены числовые параметры периодического закона, при которых скорость
ограничена и отсутствует дрейф саней, в то время как при равных прочих параметрах
и начальных условиях при движении по горизонтальной или наклонной с постоянным
углом наклона плоскости скорость и траектория точки контакта неограничены, то есть
имеет место дрейф саней. Аналогичная задача решается для шара Чаплыгина, траек-
тории строятся на основе численного интегрирования. Результаты проиллюстрированы
графически. Для обсуждения предлагается управление углом наклона плоскости, зави-
сящее от момента импульса шара. Такое управление независимо от начальных условий
почти всегда может предотвратить дрейф шара в одном из направлений.
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Abstract. This paper considers such nonholonomic mechanical systems as Chaplygin skate,
inhomogeneous Chaplygin sleigh and Chaplygin sphere moving in the gravity field along an
oscillating plane with a slope varying with the periodic law. By explicit integration of the
equations of motion, analytical expressions for the velocities and trajectories of the contact
point for Chaplygin skate and Chaplygin sleigh are obtained. Numerical parameters of the
periodic law for the inclination angle change are found, such that the velocity of Chaplygin
skate will be unbounded, that is, an acceleration will take place. In the case of inhomogeneous
Chaplygin sleigh, on the contrary, numerical parameters of the periodic law of the inclination
angle change are found, for which the sleigh velocity is bounded and there is no drift of the
sleigh. For similar numerical parameters and initial conditions, when the sleigh moves along
a horizontal or inclined plane with the constant slope, the velocity and trajectory of the
contact point are unbounded, that is, there is a drift of the sleigh. A similar problem is
solved for the Chaplygin sphere; its trajectories are constructed on the basis of numerical
integration. The results are illustrated graphically. The control of the slope of the plane,
depending on the angular momentum of the sphere, is proposed for discussion. Regardless of
the initial conditions, such control can almost always prevent the drift of the sphere in one
of the directions.
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1. Введение

Вопросам динамики неголономных систем на горизонтальной плоскости и их управ-
лению посвящено достаточное количество работ. Самыми известными и хорошо изучен-
ными системами являются сани Чаплыгина [1], [2], [3], шар Чаплыгина [4], [5], [6], [7],
волчок Чаплыгина [8], [9]. Здесь указаны только некоторые работы, хотя на самом деле,
этот список может быть гораздо шире.
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В научной литературе можно встретить исследования динамики этих систем на
наклонной плоскости. В работах [10], [11] исследовано поведение шара Чаплыгина, ко-
торый катится без проскальзывания по наклонной плоскости в поле силы тяжести.
В этих работах уравнения движения шара на наклонной плоскости сводятся к урав-
нениям движения шара Чаплыгина на горизонтальной плоскости с использованием
соответствующей замены координат и времени, но разными способами. Движение са-
ней Чаплыгина по наклонной плоскости исследовано в [1], указаны асимптотики для
прямолинейных скольжений саней вдоль линии наибольшего ската.

В данной работе на примере конька Чаплыгина, уравновешенных неоднородных са-
ней Чаплыгина и шара Чаплыгина, движущихся по плоскости в поле силы тяжести,
мы продемонстрируем, как изменяя угол наклона опорной плоскости, можно влиять на
их динамику. Мы явно покажем, что при скольжении уравновешенных саней Чаплы-
гина или конька Чаплыгина [12] (уравнения движения эквивалентны) по плоскости,
угол наклона которой меняется по периодическому закону, можно подобрать числовые
параметры, при которых линейная скорость конька будет неограничена. В таком слу-
чае будем говорить, что имеет место ускорение. Для сравнения, при отличной от нуля
угловой скорости движение конька как по горизонтальной, так и по наклонной плоско-
сти происходит с ограниченной скоростью. Также для всех рассмотренных систем мы
проанализируем характер траекторий точки контакта. Если обе координаты точки кон-
такта механической системы являются ограниченными функциями, то будем говорить,
что траектория ограничена. Если хотя бы одна из координат является неограничен-
ной функцией, то будем говорить, что траектория неограничена и имеет место дрейф
конька (саней, шара).

Непосредственным обобщением саней Чаплыгина являются неоднородные сани Ча-
плыгина, в которых конек или острое колесико может быть заменено на пневматическое
колесико [13]. Если для конька Чаплыгина (саней Чаплыгина) неголономное ограниче-
ние имеет вид

(v,n) = 0,

где v – вектор скорости, n – нормаль к плоскости (конька) колесика, то для неодно-
родных саней неголономное ограничение принимает вид

(v,n) = const

и интерпретируется как увод колеса [14]. В [13] выполнено явное интегрирование урав-
нений движения неоднородных саней Чаплыгина на горизонтальной плоскости и прове-
дено достаточно полное исследование динамики. В данной работе мы выполним явное
интегрирование уравнений движения уравновешенных неоднородных саней Чаплыгина
на плоскости с постоянным и периодическим углом наклона и покажем, что, подобрав
соответствующим образом параметры управления углом наклона, можно добиться дви-
жения саней с ограниченной скоростью по ограниченной траектории, в то время как
при аналогичных начальных условиях движение саней по горизонтальной или наклон-
ной плоскости происходит с неограниченной скоростью и имеет место дрейф саней.

Аналогичная задача решается и для шара Чаплыгина. С помощью численных рас-
четов мы строим траектории точки контакта для иллюстрации сделанных выводов и
подтверждения гипотез.

В качестве обсуждения рассматривается управление углом наклона опорной плоско-
сти, зависящее от кинетического момента шара. В этом случае всегда можно подобрать
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параметры управления таким образом, что уравнения движения при достаточно боль-
ших временах будут эквивалентны уравнениям движения шара Чаплыгина на горизон-
тальной плоскости и фазовые кривые управляемой системы будут лежать в сколько
угодно малой окрестности инвариантных торов системы, соответствующей свободному
движению шара Чаплыгина по горизонтальной плоскости.

2. Конек Чаплыгина

Рассмотрим конек Чаплыгина (уравновешенные сани Чаплыгина – эквивалентная
система) на плоскости. Выберем на опорной плоскости некоторую точку O и введем
систему координат Oxy. Исследуем динамику конька на горизонтальной плоскости; на
плоскости, находящейся под постоянным вдоль оси Ox углом к горизонту; на колеблю-
щейся плоскости, с периодически меняющимся вдоль оси Ox углом наклона.

В случае движения по плоскости, находящейся под постоянным углом χ вдоль оси
Ox к горизонту, динамика конька описывается системой

v̇ = −µ cosϕ, ω̇ = 0, ϕ̇ = ω,
ẋ = v cosϕ, ẏ = v sinϕ,

(2.1)

где µ = g sinχ, v –линейная скорость центра масс конька, ω – угловая скорость конька,
ϕ – угол между осью конька и положительным направлением оси Ox, x, y – координаты
точки контакта конька на опорной плоскости.

Динамика на горизонтальной плоскости конька Чаплыгина довольно тривиальна.
Он демонстрирует равномерное движение по прямой или равномерное движение по
окружности.

Пусть χ 6= 0. В случае ω0 = 0 система (2.1) имеет решение

v = −µ cosϕ0 · t+ v0, ω = 0, ϕ = ϕ0,

x = x0 + v0 cosϕ0 · t−
µ

4
t2 − µ cos 2ϕ0

4
t2, y = y0 + v0 sinϕ0 · t−

µ sin 2ϕ0

4
t2,

то есть конек в зависисмости он начальных условий скользит по прямой равномерно
или равноускоренно.

Замечание. Здесь и далее нижним индексом «0» будем обозначать начальное зна-
чение функции в момент времени t = 0.

В случае ω0 6= 0 решения системы (2.1) задаются аналитическими выражениями

v = c− µ

ω0
sinϕ, ω = ω0, ϕ = ω0t+ ϕ0, c = v0 +

µ

ω0
sinϕ0,

x = x0 +
c

ω0
(sinϕ− sinϕ0) +

µ

4ω2
0

(cos 2ϕ− cos 2ϕ0) ,

y = y0 −
µ

2ω0
· t− c

ω0
(cosϕ− cosϕ0) +

µ

4ω2
0

(sin 2ϕ− sin 2ϕ0) .

Система демонстрирует хорошо известный эффект – дрейф конька с периодической
скоростью вдоль оси Oy, несмотря на то, что плоскость имеет наклон по оси Ox.

Уравнения движения, описывающие динамику конька Чаплыгина на плоскости с
периодическим углом наклона

χ(t) = arcsin (δ sinΩt) ∈ [− arcsin δ, arcsin δ] ⊂ [−π/2, π/2], Ω 6= 0, (2.2)
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имеют вид
v̇ = −σ sinΩt cosϕ, ω̇ = 0, ϕ̇ = ω,

ẋ = v cosϕ, ẏ = v sinϕ.
(2.3)

где σ = gδ. Считаем, что δ достаточно мало и отрыва тела от опорной плоскости не
происходит. Динамика такой системы более разнообразна. Классифицируем ее по двум
признакам: ограниченность-неограниченность линейной скорости v и ограниченность-
неограниченность траекторий (наличие-отсутствие дрейфа).

1. ω = ω0 = 0.

Тогда линейная скорость ограничена

v =
σ

2Ω
(cos(Ωt+ ϕ0) + cos(Ωt− ϕ0)) + d, d = v0 −

σ

Ω
cosϕ0.

Траектория определяется следующими образом:

x = x0 +
σ cosϕ0

2Ω2
(sin(Ωt+ ϕ0) + sin(Ωt− ϕ0)) + d cosϕ0 · t,

y = y0 +
σ sinϕ0

2Ω2
(sin(Ωt+ ϕ0) + sin(Ωt− ϕ0)) + d sinϕ0 · t.

(2.4)

При d = 0 траектория, как и скорость, ограничена и носит периодический харак-
тер, при d 6= 0 имеет место дрейф конька.

2. ω = ω0 6= 0

• В случае Ω = ±ω0 имеем

v = v0 ± et∓ σ

2ω0
sinω0t sinϕ, ϕ = ω0t+ ϕ0,

x = x0 +
v0
ω0

(sinϕ− sinϕ0)±
(

e

ω0
t sinϕ+

e

ω2
0

(cosϕ− cosϕ0)

)

±

± σ

24ω2
0

(−3 sin(2ϕ− ω0t) + sin(2ϕ+ ω0t) + 2 sin 2ϕ0) ,

y = y0 −
v0
ω0

(cosϕ− cosϕ0)±
(

− e

ω0
t cosϕ+

e

ω2
0

(sinϕ− sinϕ0)

)

±

± σ

24ω2
0

(3 cos(2ϕ− ω0t)− cos(2ϕ+ ω0t)− 2 cos 2ϕ0)±
σ

4ω2
0

(cosω0t− 1).

где e =
σ

2
sinϕ0. Очевидно, что при e 6= 0 имеет место неограниченное ворас-

тание абсолютной скорости и неограниченность траектории. Иначе скорость
v и координаты x, y снова являются ограниченными и периодическими.

• В случае Ω 6= ±ω0 скорость ограничена и задается формулой

v = h+
σ

2(ω0 +Ω)
cos((ω0 +Ω)t+ ϕ0)−

σ

2(ω0 − Ω)
cos((ω0 − Ω)t+ ϕ0),

где h = v0 +
σΩ

ω2
0 − Ω2

cosϕ0. Далее возможны следующие случаи.

– Ω 6= ±2ω0. Траектории периодические, в силу их громоздкости не будем
прводить здесь явных формул.

– Ω = ±2ω0 Траектории неограниченные. Имеет место дрейф конька.

На Рис. 2.1 приведены траектории и график линейной скорости конька при движе-
нии по колеблющейся плоскости для различных значений механических параметров.
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a) ω0 = 1, Ω = 1

b) ω0 = 1, Ω = 2

c) ω0 = 2, Ω = 1

d) ω0 = 1, Ω = 1.8

Рис. 2.1. Траектория и график линейной скорости конька Чаплыгина при
σ = 1, начальных условиях v0 = 2, ϕ0 = π/6, ω = ω0 и различных значениях

параметра Ω

Fig 2.1. Trajectory and graph of a linear velocity of the Chaplygin skate with
σ = 1, the initial conditions v0 = 2, ϕ0 = π/6, ω = ω0 and different value of the Ω
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Таким образом, при ω0 6= 0 конек движется по наклонной (с постоянным углом
наклона) или горизонтальной плоскости с ограниченной скоростью. Справедливо сле-
дующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 2.1. Сколь угодно малыми колебаниями плоскости
|δ| > 0, в результате которых ее угол наклона меняется по периодическому закону
χ = ± arcsin(δ sinω0t), где ω0 6= 0 – угловая скорость конька, и при начальном условии
ϕ0 6= πk, k ∈ Z можно разогнать конек Чаплыгина, в результате чего будет иметь
место неограниченное возрастание абсолютного значения линейной скорости.

Это утверждение проиллюстрировано на Рис. 2.1 (a).

3. Неоднородные сани Чаплыгина

Рассмотрим уравновешенные неоднородные сани Чаплыгина, которые отличаются
от классических саней Чаплыгина (конька Чаплыгина) тем, что вместо конька (острого
колесика) установлено пневматическое колесо, способное скользить в перпендикуляр-
ном своей плоскости направлении [13].

Введем еще одну систему координат O1x1y1, связанную с центром колесика, и осями
O1x1, направленной вдоль оси саней, и O1y1, перпендикулярной плоскости колесика.
Пусть v = (v, u) – вектор скорости центра масс колесика или конька в подвижной
системе координат O1x1y1. В отличие от конька Чаплыгина, на которое накладывается
неголономное ограничение

u = 0,

неголономное ограничение в случае неоднородных саней Чаплыгина имеет вид

u = u0 = const. (3.1)

Уравнения движения уравновешенных (центр масс саней совпадает с центром пнев-
матического колесика) неоднородных саней на плоскости, находящейся под углом χ
вдоль оси Ox к горизонту, принимают вид

v̇ = u0ω − µ cosϕ, ω̇ = 0, ϕ̇ = ω,
ẋ = v cosϕ− u0 sinϕ, ẏ = v sinϕ+ u0 cosϕ,

(3.2)

где µ = g sinχ. Считаем, что u0 6= 0. Справедливы следующие очевидные утверждения.

П р е д л о ж е н и е 3.1. При ω = ω0 = 0 проекция скорости на ось O1x1
и координаты точки контакта неодородных саней Чаплыгина и конька Чаплыгина
связаны равенствами

vнеод = vк,
xнеод = xк − u0 sinϕ0 · t,
yнеод = yк + u0 cosϕ0 · t,

где vнеод, vк – проекции вектора скорости на ось O1x1 неоднородных саней Чаплыгина
и конька Чаплыгина, (xнеод, yнеод) – координаты точки контакта неоднородных саней
Чаплыгина, (xк, yк) – координаты точки контакта конька Чаплыгина, найденные при
прочих равных параметрах и начальных условиях.
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П р е д л о ж е н и е 3.2. При ω = ω0 6= 0 проекция скорости на ось O1x1
и координаты точки контакта неодородных саней Чаплыгина и конька Чаплыгина
связаны равенствами

vнеод = vк + u0ω0t,

xнеод = xк + u0 sinϕ · t+ 2u0
ω0

(cosϕ− cosϕ0) ,

yнеод = yк − u0 cosϕ · t+ 2u0
ω0

(sinϕ− sinϕ0)

где vнеод, vк – проекции вектора скорости на ось O1x1 неоднородных саней Чаплыгина
и конька Чаплыгина, (xнеод, yнеод) – координаты точки контакта неоднородных саней
Чаплыгина, (xк, yк) – координаты точки контакта конька Чаплыгина, найденные при
прочих равных параметрах и начальных условиях.

Рассмотрим далее задачу о возможности подбора режима колебаний опорной плос-
кости с периодически меняющимся углом наклона (2.2), позволяющим ограничить ско-
рость и предотвратить дрейф неоднородных саней, который имеет место при движении
саней по горизонтальной или наклонной плоскости.

Пусть ω = ω0 6= 0. Явные выражения для скорости v и траектории саней на плос-
кости с постоянным углом наклона χ, согласно Предложению (3.2), имеют вид:

v = c+ u0ω0t−
µ

ω0
sinϕ, ϕ = w0t+ ϕ0, c = v0 +

µ

ω0
sinϕ0

x = x0 + u0 sinϕ · t+ c

ω0
(sinϕ− sinϕ0)+

+
2u0
ω0

(cosϕ− cosϕ0) +
µ

4ω2
0

(cos 2ϕ− cos 2ϕ0) ,

y = y0 −
(

u0 cosϕ+
µ

2ω0

)

t− c

ω0
(cosϕ− cosϕ0)+

+
2u0
ω0

(sinϕ− sinϕ0) +
µ

4ω2
0

(sin 2ϕ− sin 2ϕ0) .

Видим, что скорость v и траектория точки контакта всегда неограничены.
Теперь будем изменять угол наклона плоскости по закону (2.2), где Ω = ω0. Урав-

нения движения саней имеют вид (3.2), где µ = σ sinΩt, σ = gδ. Тогда функции v, x, y,
согласно Предложению (3.2), запишутся в виде

v = (u0ω0 + e)t+ fv(t),

x =
e+ u0ω0

ω0
t sinϕ+ fx(t),

y = −e+ u0ω0

ω0
t cosϕ+ fy(t).

где e =
σ

2
sinϕ0, fv(t), fx(t), fy(t) – периодические функции времени. Тогда, если вы-

полнены условия
Ω = ω0, e+ u0Ω = 0, (3.3)

то скорость v и траектория точки контакта ограничены, в то время как при движении
по горизонтальной или наклонной плоскости, но при прочих одинаковых параметрах
и начальных условиях, скорость v и траектория точки контакта будут неограничены.
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Аналогичные рассуждения будут иметь место в случае Ω = −ω0. Если выполнены
условия

Ω = −ω0, e+ u0Ω = 0, (3.4)

то скорость v и траектория точки контакта также будут ограничены.
Иллюстрация приведенных выше результатов дана на Рис. 3.1 при заданных пара-

метрах u0 = 0.245, g = 9.8 и начальных условиях v0 = 2, ϕ0 = π/6, ω0 = Ω. Траектория,
изображенная на Рис. 3.1(c) соответствует условию (3.3). Как видим, скорость и тра-
ектория являются ограниченными.

a) Ω = −1, χ = 0

b) Ω = −1, χ = arcsin 0.1

c) Ω = −1, χ = arcsin(0.1 sinΩt)
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d) Ω = −2, χ = arcsin(0.1 sinΩt)

Рис. 3.1. Траектории неоднородных саней Чаплыгина и графики cкоростей v
при числовых параметрах u0 = 0.2, g = 9.8 и начальных условиях

v0 = 2, ϕ0 = π/6, ω0 = Ω

Fig 3.1. Trajectories of the inhomogeneous Chaplygin sleigh and graphs of
velocities with the numerical parameters u0 = 0.2, g = 9.8 and the initial conditions

v0 = 2, ϕ0 = π/6, ω0 = Ω

4. Шар Чаплыгина

Уравновешенный шар Чаплыгина массой m и радиусом R катится без проскальзы-
вания в поле силы тяжести по плоскости, которая находится под углом χ вдоль оси Ox
к горизонту. Ось Oz перпендикулярна опорной плоскости, ось Oy параллельна линии
горизонта. Введем еще одну систему координат O1x1y1z1, связанную с геометрическим
центром O1 шара, оси которой совпадают с главными осями инерции шара.

Пусть угол наклона χ опорной плоскости меняется по закону (2.2). Не ограничивая
общности, будем считать, что Ω > 0.

Проекции координатных векторов α,β,γ осей Ox, Oy, Oz на оси системы координат
O1x1y1z1 образуют ортогональную матрицу перехода от системы координат Oxyz к
системе координат O1x1y1z1:

Q =





α1 β1 γ1
α2 β2 γ2
α3 β3 γ3



 ∈ SO(3).

Полная система уравнений движения, определяющая ориентацию шара, имеет вид

Ṁ = M × ω − q sinΩt · β,
ω = AM +AγZ, Z =

(AM ,γ)

d−1 − (Aγ,γ)
,

α̇ = α× ω, β̇ = β × ω, γ̇ = γ × ω.

(4.1)

где q = mgRδ, d = mR2, mg – вес шара, A = (I+ dE)
−1

= diag(a1, a2, a3), I – централь-
ный тензор инерции шара, ω – вектор угловой скорости шара, заданный в системе
координат O1x1y1z1. Координаты точки контакта шара (x, y) на плоскости Oxy опре-
деляются из уравнений

ẋ = R(ω,β), ẏ = −R(ω,α). (4.2)
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Уравнения (4.1) обладают шестью геометрическими интегралами

(α,α) = 1, (β,β) = 1, (γ,γ) = 1,
(α,β) = 0, (β,γ) = 0, (γ,α) = 0,

и тремя линейными по ω интегралами

(M ,α) = cα, (M ,β)− q

Ω
cosΩt = cβ (M ,γ) = cγ ,

где cβ = (M0,β0) −
q

Ω
, cα = (M0,α0), cγ = (M0,γ0). Тогда момент M можно разло-

жить по базису системы координат Oxyz:

M = cαα+ µβ + cγγ,

где µ = µ(t) =
q

Ω
cosΩt+ cβ, откуда следует (M ,M) = c2α + µ2 + c2γ .

Выражая угловую скорость

ω = µA

(

β +
γ(Aβ,γ)

d−1 − (Aγ,γ)

)

+ cαA

(

α+
γ(Aα,γ)

d−1 − (Aγ,γ)

)

+ cγAγ
d−1

d−1 − (Aγ,γ)
,

перепишем уравнения (4.2) в виде

ẋ = RµΦ1 +RcαΦ2 +RcγΦ3,
ẏ = −RµΦ2 − RcαΦ4 −RcγΦ5,

Φ1 = (Aβ,β) +
(Aβ,γ)2

d−1 − (Aγ,γ)
> 0,

Φ2 = (Aα,β) +
(Aγ,β)(Aα,γ)

d−1 − (Aγ,γ)
,

Φ3 =
d−1(Aγ,β)

d−1 − (Aγ,γ)
,

Φ4 = (Aα,α) +
(Aα,γ)2

d−1 − (Aγ,γ)
> 0,

Φ5 =
d−1(Aγ,α)

d−1 − (Aγ,γ)
.

(4.3)

Для динамически симметричного шара (a1 = a2 = a3 = a), уравнения (4.3) принимают
простую форму

ẋ = Raµ, ẏ = −Racα. (4.4)

Как известно, почти все траектории точки контакта динамически несимметричного
шара Чаплыгина на горизонтальной плоскости являются неограниченными [4]. Фазо-
вое пространство системы (4.1) рассливается на трехмерные торы. В работе [15] были
сформулированы и доказаны теоремы о среднем по траектории при движении по тору.
С учетом этих теорем и формул (4.3), сформулируем следующую гипотезу.

Гипотеза. При движении динамически несимметричного шара Чаплыгина по
плоскости, угол наклона которой меняется по закону (2.2) с параметрами δ,Ω таки-
ми, что cβ = 0, почти всегда отсутствует дрейф шара вдоль оси Ox. При движении
на нулевом уровне интеграла cα почти всегда отсутствует дрейф шара вдоль оси Oy.
При движении на нулевых уровнях интегралов cα = cβ = 0 почти все траектории
точки контакта ограничены.
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Очевидно, что при движении динамически симметричного шара Чаплыгина траек-
тория находится аналитически и на нулевом уровне интеграла cβ = 0, всегда отсут-
ствует дрейф шара вдоль оси Ox.

На Рис. 4.1-4.2 проиллюстрированы траектории динамически несимметричного ша-
ра Чаплыгина для различных значений параметров на колеблющейся плоскости.

c ca b=-1    =0

c        ca b=-2    =-2

c ca b=1 =3

c ca b=0    =2

Рис. 4.1. Типовые траектории шара Чаплыгина для различных
значений cα и cβ

Fig 4.1. Typical trajectories of the Chaplygin sphere with different values
of cα and cβ

a) cα = 0, cβ = 0, cγ = 6

0

b) cα = 0, cβ = 0, cγ = 4
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c) cα = 0, cβ = 0, cγ = 2

Рис. 4.2. Примеры типовых траекторий шара Чаплыгина для заданных cα, cβ ,
cγ и Ω = 1, R = 1, q = 2, A = diag (0.4, 0.5, 0.6)

Fig 4.2. Examples of typical trajectories of the Chaplygin sphere with the given cα,
cβ , cγ and Ω = 1, R = 1, q = 2, A = diag (0.4, 0.5, 0.6)

5. Обсуждение

Для обсуждения, рассмотрим интересное управление углом наклона плоскости, по
которой катится без проскальзывания шар Чаплыгина:

χ = arcsin

(

δ (M ,β)
√

(M ,M) + 1

)

, δ ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]. (5.1)

Тогда уравнения движения приннимают вид

Ṁ = M × ω − qβ (M ,β)
√

(M ,M) + 1
, q = mgRδ,

ω = AM +AγZ, Z =
(AM ,γ)

d−1 − (Aγ,γ)
,

α̇ = α× ω, β̇ = β × ω, γ̇ = γ × ω,

(5.2)

Считаем, что δ достаточно мало и отрыва шара от опорной плоскости не происходит.
Функция µ = (M ,β) является решением дифференциального уравнения

µ̇ = − qµ
√

(M ,M) + 1
, (5.3)

где (M ,M) = µ2 + c2α + c2γ , которое может быть проинтегрировано как численно, так
и аналитически. При начальном условии µ0 = 0 имеем классическую задачау о шаре
Чаплыгина на горизонтальной плоскости. Пусть µ0 6= 0. Тогда при t→ +∞

– µ неограничена, если q < 0;
– µ демонстрирует асимптотическое поведение µ→ 0, если q > 0.
Если µ2 + c2α = 0, то M ‖ γ и уравнения движения системы (5.2) эквивалентны со-

ответствующим уравнениям движения шара Чаплыгина на горизонтальной плоскости:

Ṁ = M × γ, γ̇ = γ × ω. (5.4)
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Если µ2
0 + c2α 6= 0, то M ∦ γ . Разложим векторы α,β по неортогональному базису

(γ,M ,M × γ):
α = scγγ − sM + rM × γ,
β = pγ + rM + sM × γ,

p = − µcγ
µ2 + c2α

, r =
µ

µ2 + c2α
, s = − cα

µ2 + c2α
.

(5.5)

Тогда уравнения (5.2) сводятся к уравнениям в переменных M ,γ:

Ṁ = M × ω − qµ2 (M − cγγ)

∆
+
qcαµ (M × γ)

∆
,

γ̇ = γ × ω,
(5.6)

где ∆ = ∆(µ, cα, cγ) = (µ2 + c2α)
√

µ2 + c2α + c2γ + 1 и функция µ является решением

уравнения (5.3).
Тогда справедливо следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 5.1. Если q > 0, то для произвольных cα, cγ , µ0 6= 0, начи-
ная с некоторого момента времени t̃, фазовая траектория системы (5.6) остается в
сколько угодно малой окрестности инвариантного тора системы (5.4).

Имеет место следующая гипотеза.
Гипотеза. При движении динамически несимметричного шара Чаплыгина по

плоскости с меняющимся по закону (5.1) с числовым параметром q > 0 углом на-
клона почти всегда отсутствует дрейф вдоль оси Ox. Если cα = 0, то почти всегда
траектория точки контакта ограничена.

Очевидно, что при движении динамически симметричного шара Чаплыгина по плос-
кости с меняющимся по закону (5.1) с числовым параметром q > 0 углом наклона
всегда отсутствует дрейф вдоль оси Ox. Если cα = 0,то при t→ +∞

x→ x0 = const, y = y0.
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