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Аннотация. В статье проводится исследование метода перидинамики – альтернатив-
ного подхода к решению задач разрушения, основанного на интегральных уравнениях.
Предполагается, что частицы в континууме взаимодействуют друг с другом на конеч-
ном расстоянии, как в молекулярной динамике. Повреждение является частью теории
на уровне взаимодействия двух частиц, поэтому нахождение повреждения и разруше-
ние происходит при решении уравнения движения. В ходе проделанной работы были
описаны перидинамические модели разрушения на основе связи и на основе состояний,
используемые в Сандийской лаборатории, и реализованы в рамках комплекса программ
молекулярной динамики MoDyS. В модели, основанной на связи, определяющим соотно-
шением является функция жесткости связи, которая корректирует силу взаимодействия
частиц и накладывает ограничение на использование коэффициента Пуассона. Модель
на основе состояний обобщает подход на основе связи и применяется для материалов
с любым коэффициентом Пуассона. Определена связь моделей, показана сходимость
на примере одномерной задачи упругости и возможность применения реализованных
моделей для задач разрушения. Внедрение макромасштабного метода перидинамики
в комплекс программ молекулярной динамики MoDyS позволит в дальнейшем осуще-
ствить идею гибридного моделирования.
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Abstract. The article investigates the method of peridynamics, which is an alternative
approach to solving destruction problems based on integral equations. It is assumed that
particles in a continuum interact with each other at a finite distance, as in molecular
dynamics. Damage is part of the theory at the level of two-particle interactions, so damage
finding and destruction occurs when solving the equation of motion. During this work, bond-
based and state-based peridynamics models of destruction used in the Sandia Laboratory
were described and implemented within the framework of the MoDyS molecular dynamics
software package. In the bond-based model, the defining relationship is the bond stiffness
function, which corrects the force of particle-particle interaction and imposes a restriction on
the use of the Poisson’s ratio. The state-based model generalizes the bond-based approach
and may be applied to materials with any Poisson’s ratio. The relationship of both models is
ascertained. Calculation convergence is demonstrated on the example of a one-dimensional
elasticity problem. The possibility of using the implemented models for fracture problems is
also shown.
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1. Введение

Многие задачи в механике твердого тела приводят к формированию и развитию
трещин. При численном решении подобных задач в классической теории возникает
сложность, которая связана с использованием дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Для уравнений сплошной среды необходимы пространственные про-
изводные, которые не существуют на поверхности разрыва трещины. Поэтому любой
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численный метод для решения уравнений в частных производных сталкивается с про-
блемами при моделировании трещин.

Метод перидинамики – альтернативный подход к решению задач разрушения, ос-
нованный на интегральных уравнениях, а не дифференциальных. Перидинамическая
теория, введенная Силингом [1], является нелокальным представлением механики твер-
дого тела, которая заключается в задании основных уравнений движения таким обра-
зом, чтобы они применялись всюду в твердом теле вне зависимости от наличия разры-
вов. Предполагается, что макрочастицы в континууме взаимодействуют друг с другом
на конечном расстоянии, как в молекулярной динамике. Повреждение является частью
теории на уровне взаимодействия двух частиц, поэтому нахождение повреждения и раз-
рушение происходит при решении уравнения движения. На данный момент существует
несколько различных моделей разрушения, которые представлены в справочниках по
перидинамике [2; 3]. В данной статье рассматриваются модели на основе связи и на
основе состояний.

В модели, основанной на связи, используется парное взаимодействие, поэтому она
применима только для материалов с коэффициентом Пуассона 1/4 [4]. Задание силы
межчастичного взаимодействия происходит посредством жесткости связи [5]. Для более
точного определения жесткости связи необходимо учитывать длину связи, как пред-
ставлено в работе [6]. Для этого вводится функция влияния. Силинг и др. [7] показали,
что функция влияния должна удовлетворять определенным условиям непрерывности.
В [8] рассмотрены некоторые способы задания функции жесткости связи для 1D слу-
чая.

Модель на основе состояния, которая представлена в [9], является обобщением мо-
дели на основе связи. В ней значение силы, действующей на каждую частицу в связи,
зависит от положения частицы в пределах ее горизонта через относительное смещение.
Такая модель применяется для материалов с любым коэффициентом Пуассона благо-
даря функции влияния. Эта функция используется в перидинамике для ограничения
силы, действующей на частицу, и корректировки прочности связи [10]. Ее роль в пе-
ридинамической теории рассматривается в работе [11]. Селесон показал связь между
моделями на основе связи и на основе состояния через сферическую функцию влияния
[12].

Цель исследования, проведенного в рамках данной работы, заключается в реали-
зации перидинамических моделей разрушения Сандийской лаборатории [13]. В силу
того, что уравнения перидинамики очень похожи на уравнения молекулярной динами-
ки (МД), реализация перидинамических моделей осуществляется в рамках комплекса
программ молекулярной динамики MoDyS (Molecular Dynamic Simulation) [14]. Впер-
вые совместная реализация этих разномасштабных методов была произведена Силин-
гом в пакете программ LAMMPS [15].

Оба метода являются нелокальным представлением сплошной среды, но в разных
масштабах. Внедрение метода перидинамики в MoDyS позволит в дальнейшем осуще-
ствить идею гибридного моделирования [16], которая даст возможность понять поведе-
ние материалов на разных масштабных уровнях при разрушениях. Реализация периди-
намических моделей в комплексе программ MoDyS сводится к замене процедуры, ответ-
ственной за вычисление сил. Задачами исследования являлись изучение перидинамиче-
ского метода на примере PMB (Prototype Microelastic Brittle) и LPS (Linear Peridynamic
Solid) моделей, реализация алгоритмов из [13] в комплексе программ MoDyS и тести-
рование на примере простых задач упругости и задач разрушения.
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2. Метод перидинамики

Твердое тело в перидинамической теории представляется набором частиц. Физиче-
ское взаимодействие между частицами осуществляется посредством связи, т. е. влияние
частиц друг на друга происходит на конечном расстоянии внутри замкнутого гори-
зонта. Перидинамика основана на интегральных уравнениях, благодаря чему избегает
пространственные производные, которые не существуют на поверхностях разрыва в
классической механике сплошных сред.

Для дискретной модели каждая частица (с номером i) наделена параметрами (мас-
сой — mi, плотностью — ρi, начальными координатами — ~r 0

i

(
x0
i , y

0
i , z

0
i

)
) и является

макрообъектом. Движение деформируемой среды характеризуется дискретным векто-
ром смещений ~ui (u

x
i , u

y
i , u

z
i ).

Аппроксимационные свойства метода определяются заданием векторов относитель-
ного положения частиц ~ξi = ~rk −~ri и относительного смещения ~ηi = ~uk−~ui на дискрет-
ном множестве частиц, удовлетворяющих условию |~ξi| < δ.

Уравнение движения частицы ~ri (xi, yi, zi) задается в виде

ρiü (~ri, t) =

∫

H~ri

~fi (~uk − ~ui, ~rk − ~ri) dV~rk +~b (~ri, t) , (2.1)

где H~ri — множество соседей частицы ~ri; ~b — граничные условия; ~fi — силы, опреде-
ляющие взаимодействие частиц i и k.

Построение дискретной модели начинается с задания плотности энергии деформи-
рования:

Wi =
1

2

∫

H~ri

~w
(

~ηi, ~ξi

)

dV~ξi
, (2.2)

где ~w = ~w
(

~ξi, ~ηi

)

— энергия связи между частицами.

Сила межчастичного взаимодействия в общем виде определяется дифференцирова-
нием энергии связи:

~fi

(

~ξi, ~ηi

)

=
∂ ~w

∂~ηi

(

~ξi, ~ηi

) ~ξi + ~ηi

|~ξi + ~ηi|
∀ ~ηi, ~ξi. (2.3)

Соотношения (2.3) и уравнение движения (2.1) образуют замкнутую систему урав-
нений перидинамики.

3. PMB модель перидинамики

Данная модель основана на связях. Такие модели определяют силу взаимодействия
двух частиц, основываясь на «истории» этих частиц (например, начальное и текущее
положения). Сила задается уравнением

~fi

(

~ξi, ~ηi

)

= csµ
(

~ri, t, ~ξi

) ~ξi + ~ηi

|~ξi + ~ηi|
, (3.1)
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где c — упругая константа, задающая жесткость связи; s — деформация связи:

s =
|~ξi + ~ηi| − |~ξi|

|~ξi|
, (3.2)

а µ — скалярная функция положения материальной точки, которая принимает значе-
ния 1 или 0 и определяется формулой:

µ
(

~ri, t, ~ξi

)

=







1, s
(

t
′

, ~ξi

)

< s0 ∀ 0 ≤ t
′ ≤ t,

0, s
(

t
′

, ~ξi

)

≥ s0 ∀ 0 ≤ t
′ ≤ t,

(3.3)

где s0 — критическое удлинение разрыва связи (в настоящей работе полагается кон-
стантой).

Введение разрыва на уровне связи позволяет точно выразить идею локального по-
вреждения, которое определяется формулой:

φi (~ri, t) = 1−

∫

H~ri

µ
(

~ri, t, ~ξi

)

dV~rk

∫

H~ri

dV~rk

. (3.4)

Повреждение принимает значения в диапазоне 0 ≤ φi ≤ 1, где 0 означает, что
материал целый, а 1 означает завершенный разрыв связей частицы со всеми частицами,
с которыми она изначально взаимодействовала.

4. Жесткость связи

Сила межчастичного взаимодействия (3.1) связана со смещением через жесткость
связи между частицами. Для однородных деформаций в трехмерных задачах значе-
ние жесткости связи выводится в работе[4]. Такая жесткость пропорциональна модулю
объемного сжатия

c =
18K

πδ4
. (4.1)

Силинг и др. [8] предполагают, что возможны и другие виды функции жесткости
связи, выбор которой влияет только на деформации внутри горизонта взаимодействия
частицы и не оказывает влияния на решение задач упругости при стремлении горизонта
к нулю.

5. Функция влияния

Жесткость связи (4.1) одинакова для всех связей внутри горизонта взаимодействия.
Для более точного ее определения необходимо учитывать расстояние между частица-
ми. В общем случае, жесткость связи – это функция, зависящая от длины связи и
горизонта взаимодействия. Она должна удовлетворять определенным условиям непре-
рывности [7]. Чтобы учесть расстояние между частицами, функция жесткости связи
записывается в виде

c (|ξi|, δ) = cω (|ξi|, δ) , (5.1)

D. A. Shishkanov, M.V. Vetchinnikov, Yu. N. Deryugin. Peridynamics method for problems solve of solids . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2022. Т. 24, № 4. 457

где ω (|ξi|, δ) — функция влияния, корректирующая устойчивость нелокальных взаимо-
действий двух частиц.

Рассмотрим примеры функций жесткости связи для одномерного случая [7]:

c (|ξi|, δ) =
{

c0, |ξi| ≤ δ,
0, |ξi| ≥ δ,

(5.2)

c (|ξi|, δ) =
{

c1

(

1− |ξi|
δ

)

, |ξi| ≤ δ,

0, |ξi| ≥ δ,
(5.3)

c (|ξi|, δ) =







c2

(

1−
(

|ξi|
δ

)2
)2

, |ξi| ≤ δ,

0, |ξi| ≥ δ.

(5.4)

Константы c0, c1, c2 получаются, используя энергию связи между точками w из
(2.3) и (3.1) и, сравнением плотности энергии деформации (2.2) с упругой плотностью

энергии в классической теории W =
Es2

2
, где E — модуль Юнга. Как видно на рисунке

5.1, введенная функция влияния в (5.1) позволяет уменьшать жесткость взаимодей-
ствия частиц при увеличении длины связи. Для функций типа (5.3) и (5.4) c (ξ) → 0
при ξ → δ. Это дает более точное описание нелокального взаимодействия.

Рис. 5.1. Примеры функции жесткости связи c (ξ): 1 — треуольная (5.3), 2 —
квадратичная (5.4), 3 — постоянная (5.2)

Fig 5.1. Examples of the bond stiffness function c (ξ): 1 — triangular (5.3), 2 —
quadratic (5.4), 3 — constant 5.2)

6. LPS модель

Данная модель представляет собой обобщение подхода, основанного на связях [17].
Сила взаимодействия частиц является функцией полного набора частиц в нелокальных
окрестностях этих частиц. Другими словами значение силы, действующей на каждую
частицу в связи, зависит от положения частиц в пределах ее горизонта через отно-
сительное смещение θ, что позволяет избавиться от ограничений, возникающих при
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использовании подхода на основе связи [9]. Плотность энергии деформирования зада-
ется в виде

Wi =
1

2
Kθ2 +

1

2
α

∫

H~ri

ωε2dV~rk . (6.1)

Сила, действующая на частицу ti, определяется выражениями

~ti =
1

2
~fi, (6.2)

~ti =
dKθ

mi
ω|~ξi|+ αωε. (6.3)

где K — модуль объёмного сжатия; θ — относительное смещение; ε — девиатор тензора
деформации; α — константа; ω — функция влияния; d — размерность пространства;
mi — массовый объем частицы, который определяется следующей формулой

mi =

∫

H~rk

ω|~ξi|2dV~rk . (6.4)

Коэффициент
1

2
в (6.2) показывает, что сила в LPS модели распределяется на каж-

дую частицу связи, в отличие от PMB, где вычисленная сила (3.1) одинаково действует

на каждую частицу связи. Другими словами для PMB модели ~ti = ~fi.
Тензор деформации e представляется в виде суммы шаровой и девиаторной части:

e = ei + ε, ei =
θ|~ξi|
3

, θ [~ri, t] =
d

mi

∫

H~rk

ω|~ξi|e [~ri, t] dV~rk . (6.5)

Константа α пропорциональна модулю сдвига G, ее значение вычисляется из срав-
нения энергии (6.1) с энергией классической теории [18]. Для трехмерных задач при-
нимает значение

a =
15G

m
. (6.6)

7. Связь LPS и PMB моделей

Для PMB модели ν =
1

4
, G =

3

5
K. Тогда силу межчастичного взаимодействия (6.3)

запишем в виде

~ti =
9K

mi
ω|~ξi|s. (7.1)

Для связи LPS и PMB моделей используется сферическая функция влияния

ω =
1

|~ξi|
. (7.2)

Используя (7.2), массовый объем (6.4) mi = πδ4. Таким образом, уравнение (7.1)
запишем в следующем виде

~ti =
9K

πδ4
s =

1

2

(
18K

πδ4

)

s, (7.3)
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~fi =

(
18K

πδ4

)

s = cs. (7.4)

Значение силы (7.4) совпадает со значением силы в PMB модели (3.1) при исполь-

зовании функции жесткости связи (4.1). Таким образом, при ν =
1

4
и выбранной сфе-

рической функции влияния (7.2) LPS модель полностью совпадает с PMB [12].

8. Тестовые расчеты

Перидинамика является нелокальной теорией, содержащей масштаб длины – гори-
зонт взаимодействия. В [19] показано, что если деформации, определяющие модель,
и какие-либо неоднородности, достаточно гладкие, то тензор напряжений дискретной
модели в этом предельном случае переходит в тензор Пиолы-Кирхгофа, а уравнения пе-
ридинамики превращаются в уравнения теории упругости. Соответственно, предельные
численные решения этих уравнений (при измельчении сетки для механики сплошной
среды и при увеличении числа частиц для дискретной модели) также будут совпадать.
Однако при конечных размерах сетки и при конечном числе частиц результаты рас-
четов могут различаться, т. к. для уравнений механики сплошной среды и уравнений
перидинамики используются разные численные методы.

Результаты расчетов также могут различаться в зависимости от способа задания
жесткости связи и выбора функции влияния. В расчетах использовались функции
жесткости связи (5.2) – (5.4).

Для оценки точности реализованных моделей PMB и LPS использовались достаточ-
но простые задачи, имеющие аналитическое решение.

9. Прохождение гармонических волн в тонком стержне

Рассмотрим прохождение упругих волн по цепочке частиц, которые представляют
собой тонкий стержень.

Геометрия задачи: 0 < x < 2L, −h < y < h, −h < z < h, h =
L

N
при L = 1 см,

N = 100.
Свойства материала: модуль Юнга E = 200 ГПа, коэффициент Пуассона ν = 1

4 ,

плотность ρ = 7.85
г

см3
, модуль упругости K = 133.333 ГПа, G = 80 ГПа.

Начальные условия: w (x, 0) = εL sin πx
2L , σ (x, 0) = E επ

2 cos πx
2L , u (x, 0) = 0, ε =

= 0.001.
Граничные условия: u (0, t) = 0, u (2L, t) = 0.
В этой задаче представляет интерес исследование фазовой ошибки на достаточ-

но большом временном интервале при использовании PMB модели. Конец счета

tk = 50 · 10−5 сек соответствует
tk
4L

√
E

ρ
≈ 60 волновым периодам.

В первой серии расчетов число частиц фиксировано N = 200. Сходимость в пре-
дельном случае δ → 0 наблюдается при использовании постоянной функции жесткости
связи (5.2) (Рис. 9.1). В расчетах с использованием треугольной (5.3) и квадратичной
(5.4) функций жесткости связи накапливается фазовая ошибка.
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a) b)

c) d)

e) f)

Рис. 9.1. Зависимость смещения от времени в сечении x = L (PMB модель,
N = 200, функция жесткости связи (5.2)) на начальном временном интервале:

a) δ = 5.015 dx; b) δ = 3.015 dx; c) δ = 2.015 dx; d) δ = 1.015 dx;
и конечном временном интервале: e) δ = 2.015 dx; f) δ = 1.015 dx

Fig 9.1. The dependence of the offset on time in the cross section x = L (PMB
model, N = 200, function of the bond stiffness (5.2)) at the initial time interval: a)

δ = 5.015 dx; b) δ = 3.015 dx; c) δ = 2.015 dx; d) δ = 1.015 dx;
and at a finite time interval: e) δ = 2.015 dx; f) δ = 1.015 dx

Во второй серии расчетов варьируется число частиц N = 100, N = 1 000, N = 10 000
и фиксируется горизонт взаимодействия δ = 3.015 (Рис. 9.2).

D. A. Shishkanov, M.V. Vetchinnikov, Yu. N. Deryugin. Peridynamics method for problems solve of solids . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2022. Т. 24, № 4. 461

a) b)

c)

e) f)

Рис. 9.2. Зависимость смещения от времени в сечении x = L (PMB модель,
δ = 3.015 функция жесткости связи (5.2)) на начальном временном интервале:
a) N = 100; b) N = 1 000; c) N = 10 000; и на конечном временном интервале:

e) N = 1 000; f) N = 10 000
Fig 9.2. The dependence of the offset on time in the cross section x = L (PMB
model, δ = 3.015 function of the bond stiffness (5.2)) at the initial time interval:

a) N = 100; b) N = 1 000; c) N = 10 000; and at a finite time interval: e)
N = 1 000; f) N = 10 000

Результаты, представленные на Рис. 9.2 для N = 10 000, совпадают с аналитиче-
ским решением на всем временном интервале. Cходимость для различных горизонтов
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взаимодействия достигается увеличением числа частиц. Скорость сходимости увеличи-
вается при уменьшении горизонта взаимодействия, как было показано в первой серии
расчетов. В то же время точность результатов зависит от выбора функции жесткости
связи. Для данной задачи оптимально использовать постоянную функцию жесткости
связи. При использовании треугольной или квадратичной функции жесткости связи
в численном решении накапливается фазовая ошибка.

10. Соударение двух идентичных гибких стержней

Рассматривается соударение двух идентичных деформируемых стержней. Поста-
новка задачи взята из [3].

Геометрия задачи: −L < x < L, −h < y < h, −h < z < h, L = 5 см, h = 0.5 см.

Свойства материала: модуль Юнга E = 75 ГПа, коэффициент Пуассона ν =
1

4
,

плотность ρ = 2.7 г
см3 , модули упругости: K = 50 ГПа, G = 30 ГПа.

Начальные условия: скорости стержней ux = ±10 м
сек.

Расстояние между материальными точками dx = 0.001 м, шаг интегрирования
∆t = 9.3184 · 10−8 сек, конец счета t = 4.985 · 10−5 сек.

Расчеты проведены с использованием постоянной функции жесткости связи и гори-
зонтом взаимодействия частиц δ = 1.015 dx.

Для сравнения с результатами, полученными в [3], в процессе счета отслеживалось
осевое смещение в центрах стержней (±2.5, 0, 0). Предельное значение деформации свя-
зи s0 полагалось равным 0.002.

На Рис. 10.1 представлено сравнение результатов. Видно, что результаты, полу-
ченные по PMB модели перидинамики, реализованной в рамках комплекса программ
MoDyS, согласуются с результатами из [3].

a) b)

Рис. 10.1. Графики зависимости смещения частиц от времени:
а) [3]; b) PMB модель перидинамики

Fig 10.1. Dependence graphs of particle displacement on time:
а) [3]; b) PMB model of peridynamics
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11. Эксперимент Калтхофа-Винклера

Рассматривается распространение трещины в задаче о столкновении жесткого ци-
линдрического ударника со стальной пластиной, имеющей две насечки (эксперимент
Калтхофа-Винклера [20]). Постановка задачи выполнена в соответствии с [3] (Рис. 11.1).

Рис. 11.1. Геометрия эксперимента Калтхофа-Винклера
Fig 11.1. Geometry of the Kalthoff-Winkler experiment

Геометрия задачи: −l < x < l, −b < y < b, −h < z < h, l = 20 см, b = 10 см,
h = 0.9 см.

Параметры насечек: расстояние между насечками d = 5 см, длина насечки
a0 = 5 см, ширина насечки h0 = 0.15 см.

Свойства пластины: модуль Юнга E = 191 ГПа, коэффициент Пуассона ν =
1

4
,

плотность ρ = 8
г

см3
, модули упругости: K = 127.333 ГПа, G = 76.4 ГПа.

Свойства ударника: диаметр D = 5 см, высота H = 5 см, масса M = 1.57 кг, скорость
u0 = 0.032 км

сек .
Расстояние между материальными точками dx = 0.001 м, горизонт взаимодействия

частиц δ = 3.015 dx, предельное значение деформации связи s = 0.01, шаг интегриро-
вания ∆t = 8.7 · 10−8 сек, конец счета t = 1.17 · 10−4 сек.

На Рис. 11.2 представлена растровая картина численного моделирования экспери-
мента Калтхофа-Винклера. Угол отклонения образовавшихся трещин от вертикальной
оси составляет 67o. Полученный результат согласуется с экспериментальными данными
[20].
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Рис. 11.2. Растровая картина повреждения в задаче Калтхофа-Винклера на
конечный момент времени

Fig 11.2. Raster picture of damage in the Kalthoff-Winkler problem at a finite time

12. Заключение

Результаты тестирования перидинамической модели разрушения PMB показали,
что для простых задач упругости и задач хрупкого разрушения оптимально исполь-
зовать постоянную функцию жесткости связи. Сходимость достигается увеличением
числа частиц или уменьшением горизонта взаимодействия. Необходимо провести до-
полнительное исследование способов задания функции влияния, т. к. она корректирует
силу взаимодействия частиц при определении жесткости связи.
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