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Аннотация. Решение нелинейных дифференциальных уравнений с внешними сила-
ми имеет важное значение для понимания резонансных явлений в физике колебаний.
В статье эта проблема анализируется на примере обыкновенного дифференциального
уравнения второго порядка маятникового типа, когда нелинейность описывается си-
нусоидальным слагаемым. Построена фазовая плоскость такого осциллятора и изу-
чены ее периодические траектории. Показано, что ограниченная нелинейность играет
роль только на промежуточных амплитудах. Возбуждение нелинейного осциллятора
осуществляется с помощью ограниченной двухкомпонентной силы; одна из ее компо-
нент соответствует колебанию на резонансной частоте линейного осциллятора, а вторая
представляет собой ограниченную функцию с переменной частотой. Показывается, что
при соответствующем выборе внешней силы можно получить неограниченное усиление
колебаний в осцилляторе маятникового типа с амплитудой, линейно пропорциональной
времени. Спектральный состав внешней силы исследуется с помощью оконного преобра-
зования Фурье. Демонстрируется, что для поддержания резонансного режима частота
внешней силы должна непрерывно расти. Выполнены энергетические оценки внешней
силы и колебаний осциллятора в зависимости от времени. Рассмотренный пример ва-
жен для понимания резонансных условий в нелинейных задачах.
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Abstract. Solving nonlinear differential equations with external forces is important for
understanding resonant phenomena in the physics of oscillations. The article analyzes this
problem basing on example of an ordinary second-order differential equation of the pendulum
type, where the nonlinearity is described by a sinusoidal term. The phase plane of such an
oscillator is constructed and its periodic trajectories are studied. It is illustrated that bounded
nonlinearity matters only at intermediate amplitudes. The excitation of a nonlinear oscillator
is carried out using a limited two–component force; the first its component corresponds to an
oscillation at the resonant frequency of a linear oscillator, and the second is a limited function
with a variable frequency. It is shown that with the appropriate choice of an external force,
it is possible to obtain unlimited amplification of oscillations in a pendulum-type oscillator
with amplitude linearly proportional to time. Spectral composition of the external force is
investigated using short-time Fourier transform. It is demonstrated that in order to maintain
the resonant mode, the frequency of the external force must continuously increase. Energy
estimates of the external force and oscillator fluctuations depending on time are performed.
The considered example is important for understanding resonant conditions in nonlinear
problems.
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1. Введение

Резонанс в линейном осцилляторе является хорошо изученным явлением. Так, на-
пример, чтобы возбудить линейный математический маятник необходимо воздейство-
вать на него гармонической внешней силой той же частоты, что и его собственная

E. N. Pelinovsky, I. E. Melnikov. Resonance in bounded nonlinear pendulum-type systems



Журнал Средневолжского математического общества. 2022. Т. 24, № 3. 291

частота колебаний [1]. Однако в случае нелинейных систем такой способ уже не рабо-
тает.

С проблемой нелинейного резонанса столкнулись в середине прошлого века при
попытке разгона заряженых частиц в циклотроне. Линейная математическая модель,
которая описывает движение частиц в циклотроне [2], не учитывает, что при достаточно
больших скоростях из-за релятивистских эффектов происходит изменение их периода
обращения, и гармоническое изменение напряжения на дуантах, которое генерирует
электрическое поле (благодаря чему возникает резонанс), уже не приносит должного
эффекта.

Нелинейные резонансы также возникают во многих других физических системах
[3–5]. Эта проблема встречается для всех нелинейных систем, частота собственных ко-
лебаний которых зависит от амплитуды колебаний. Данную проблему можно решить,
непрерывно изменяя частоту внешней силы и делая ее все время резонансной [6]. Та-
кой подход помог справиться с получением нелинейного резонанса в циклотроне [7].
Один из таких примеров рассмотрен в работе [8] на примере вынужденных колебаний
математического маятника

d2u

dt2
+ sinu = ε cosϕ(t).

Важно подчеркнуть, что, меняя частоту внешней силы по линейному закону, как это
предложено в работе [8], невозможно достичь значительного усиления, потому что ча-
стота нелинейного осциллятора сложным образом зависит от амплитуды, и колебания
становятся несинусоидальными. Целью данной работы является исследование резонан-
са в нелинейных системах маятникового типа, когда ограниченной несинусоидальной
силой можно возбудить синусоидальное колебание с растущей амплитудой.

2. Нелинейный осциллятор маятникового типа

Резонанс в линейной колебательной системе математического маятника без затуха-
ния [9] описывается уравнением (2.1)

d2x

dt2
+ ω2

0x = P cos(ω0t), (2.1)

где ω0 – частота его колебаний. В уравнении (2.1) удобно перейти к безразмерным

величинам, а именно положить u =
x

P
и τ = ω0t, тогда уравнение (2.1) запишем в виде:

d2u

dτ2
+ u = cos τ.

Рассмотрим здесь осциллятор с ограниченной нелинейностью маятникового типа,
движения которого описывается следующим уравнением:

d2u

dt2
+ u+Q sin2Du = 0, (2.2)

где Q ∈ R, D ∈ R – некоторые константы. Для простоты Q и D будем считать по-
ложительными. Нелинейность F (u) = Q sin2Du, которая отличает уравнение (2.2) от
уравнения математического маятника, является ограниченной и малой в малой окрест-
ности колебаний, т. е. F (0) = 0 и F (u) → µu2 при u → 0, µ ∈ R (параметры Q, D и µ
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связаны соотношением µ = QD2). Данные условия позволяют при малых амплитудах
колебаний, воздействуя на систему косинусоидальной внешней силой на единичной ча-
стоте, получить линейный резонанс, поскольку при этом нелинейный член будет o(u).

Исследуем собственную динамику данной системы. Состояния равновесия находят-
ся из уравнения

u+Q sin2Du = 0. (2.3)

Один из корней этого уравнения легко находится: u = 0, и он соответствует центру.
Остальные состояния равновесия определяются из трансцендентного уравнения

1

QD
=

−sin2v

v
,

где v = Du. Отсюда видно, что все остальные корни отрицательны, и они существуют
только при QD > 1, 379. В области 1, 379 < QD < 4, 651 появляются два корня (боль-
ший по модулю – центр, а меньший – седло). При еще больших значениях параметра
QD происходит рождение еще двух корней и т. д. Эти бифуркации видны на серии
фазовых портретов, представленных на Рис. 2.1.

a) b)

c) d)

Рис. 2.1. Фазовая плоскость уравнения (2.2) со следующими параметрами:
a) Q = 1, D = 1; b) Q = 3, D = 1; c) Q = 6, D = 1; d) Q = 10, D = 1

Fig 2.1. Phase plane of equation (2.2) with the following parameters: a) Q = 1,
D = 1; b) Q = 3, D = 1; c) Q = 6, D = 1; d) Q = 10, D = 1
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Ограниченная нелинейность играет роль только на промежуточных амплитудах,
поскольку при больших амплитудах мы видим искривленные эллипсы со смещенным
центром. Следует отметить, что периодическое движение возможно в сущности при
любой амплитуде, хотя при небольших амплитудах возможно движение и по сепара-
трисе.

3. Резонанс в нелинейном осцилляторе маятникового типа

Предположим, что в системе, описываемой уравнение (2.2), возможно получение
резонанса как и в линейном случае, то есть получение решения

u(t) = t sin t (3.1)

благодаря воздействию некоторой внешней силы 2cost + f(t). Для того чтобы найти
внешнюю силу, которая возбуждает резонанс, подставим (3.1) в следующее уравнение:

d2u

dt2
+ u+Q sin2Du = 2 cos t+ f(t). (3.2)

Получим выражение для f(t):

f(t) = Q sin2(Dt sin t). (3.3)

Исследуем, как будет изменяться спектр внешней силы f(t) вида (3.3) с течением
времени для этого воспользуемся оконным преобразование Фурье [10]

x(ω, τ) =

∫ +∞

−∞

w(t − τ)f(t)e−iωtdt,

где w(t− τ) – некоторая оконная функция; τ – период времени.
При дальнейшем анализе будем использовать оконную функцию Ханна [11]

w(n) = 0.5

(

1− cos

(
2πn

N − 1

))

, (3.4)

где n ∈ {0, 1, ..., N − 1}; N – ширина окна.
Для построения спектрограмм использовался пакет MatLab. Частота дискретиза-

ции бралась равным 100 отсчётом за одну безразмерную секунду, а ширина окна – 32
отсчетам, т. е. 0.32 безразмерные секунды, области перекрывания 30 отсчётов. Соответ-
ственно, в процессе вычисления оконного преобразования Фурье на каждом шаге окно
будет сдвигаться на 2 отсчёта. Полученные спектрограммы приведены на рис. 3.1 a–b.

Поскольку преобразование Фурье является линейным, то параметр Q определяет
только амплитуду спектра, так что без ограничения общности его можно положить
равным единице. Как видно из Рис. 3.1 a–b, более важным оказывается параметр D,
определяющий ширину спектра сигнала.
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a) b)

Рис. 3.1. Спектрограмма функции f(t): a) Q = D = 1; b) Q = 1, D = 3
Fig 3.1. Spectrogram of the function f(t): a) Q = D = 1; b) Q = 1, D = 3

Проанализировав спектрограммы, мы можем сделать вывод, что для того, чтобы
нелинейная система находилась в состоянии резонанса, внешняя сила должна стано-
виться все более и более высокочастотной.

Определим, какое количество энергии сообщает системе (3.2) сила f(t) за время T .
Энергию, добавляемую осциллятору силой f(t), будем вычислять по формуле

E(T ) =

∫ T

0

f2(t)dt =

∫ T

0

Q2sin4(Dt sin t)dt.

График энергии E(T ) приведен на Рис. 3.2.

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
T

0

2

4

6

8

E

E(T)

Рис. 3.2. График энергии E(T ), получаемая осциллятором с учетом силы f(t),
при значении параметров: Q = D = 1

Fig 3.2. The graph of the energy E(T ) obtained by the oscillator taking into
account the force f(t), with the value of the parameters: Q = D = 1
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Из графика, изображенного на Рис. 3.2, видно, что количество энергии, которую
необходимо сообщить системе, будет приблизительно прямо пропорционально времени
нахождения системы в резонансе.
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