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Аннотация. В настоящей работе изучаются антиэндоморфизмы некоторых конечных
группоидов. Ранее были введены специальные группоиды S(k, q) с порождающим мно-
жеством из k элементов и порядком k(1 + k). Ранее исследовались вопросы поэлемент-
ного описания моноида всех эндоморфизмов данного группоида (в частности, автомор-
физмов). Было показано, что всякий конечный моноид изоморфно вложим в моноид
всех эндоморфизмов подходящего группоида S(k, q). В данной статье приводится поэле-
ментное описание множества всех антиэндоморфизмов группоида S(k, q). Установлено,
что в зависимости от группоида S(k, q) множество всех его антиэндоморфизмов мо-
жет быть замкнутым или не замкнутым относительно композиции отображений. Для
поэлементного описания антиэндоморфизмов изучается действие произвольного анти-
эндоморфизма на порождающих элементах группоида. При данном подходе антиэндо-
морфизм попадает в один из трех классов. Антиэндоморфизмы из двух полученных
классов будут являться эндоморфизмами данного группоида. Оставшийся класс анти-
эндоморфизмов в зависимости от конкретного группоида S(k, q) может состоять или не
состоять из эндоморфизмов. В данной работе исследуются эндоморфизмы некоторых
конечных группоидов G с порядком, удовлетворяющим некоторому неравенству. По-
строены некоторые эндоморфизмы таких группоидов и показано, что всякий конечный
моноид изоморфно вкладывается в моноид всех эндоморфизмов подходящего группо-
ида G. Для доказательства данного результата существенно используется обобщение
теоремы Кэли на случай моноидов (полугрупп с единицей).
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Abstract. In this paper, we study anti-endomorphisms of some finite groupoids. Previously,
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1. Введение

Пусть A – некоторое множество и (∗) – бинарная алгебраическая операция, опре-
деленная на множестве A. Тогда пару A = (A, ∗) называем группоидом (также рас-
пространен термин магма). Для каждого группоида определены эндоморфизмы и ав-
томорфизмы. Множество всех эндоморфизмов группоида A традиционно обозначают
символом End(A), а множество всех автоморфизмов – символом Aut(A). Хорошо из-
вестно, что относительно композиции двух эндоморфизмов множество End(A) образует
моноид (Aut(A), образует подгруппу в моноиде End(A)). При этом следует упомянуть,
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что каждый эндоморфизм, например, моноида будет являться эндоморфизмом соот-
ветствующего группоида, обратное не всегда верно.

Данная работа посвящена изучению эндоморфизмов и антиэндоморфизмов неко-
торых конечных группоидов, которые в общем случае не являются полугруппой или
квазигруппой. Основные результаты работы сформулированы в виде теоремы 1 и тео-
ремы 2. Прежде чем перейти к формулировке и обсуждению основных результатов
дадим необходимые определения и рассмотрим примеры работ, имеющих отношение
к теме исследования.

Приведем определение антиэндоморфизма группоида.

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть A = (A, ∗) – некоторый группоид. Тогда
антиэндоморфизмом группоида A называем отображение ϕ : A→ A, если для любых
x, y ∈ A выполняется равенство

(x ∗ y)ϕ = yϕ ∗ xϕ. (1.1)

Если антиэндоморфизм ϕ является биекцией множества A на множество A, то ϕ
называют антиавтоморфизмом группоида A.

В данной работе множество всех антиэндоморфизмов группоида A будем обозна-
чать символом Aend(A), а множество всех антиавтоморфизмов обозначим символом
Aaut(A). Данные обозначения получаются из сокращения английских терминов «Anti-
automorphism» и «Anti-endomorphism», полученных стандартным образом (см., напри-
мер, работы [1–3] и др.).

Эндоморфизмы различных группоидов часто становятся объектом исследований.
Большое количество исследований посвящено случаем, когда группоид является ква-
зигруппой или полугруппой. Активно изучаются эндоморфизмы полугрупп (например,
см. [4–6] и др.) и квазигрупп (см. [7] и др.). В частности, в работе [4] получена классифи-
кация всех эндоморфизмов полугруппы Gn(R) (n ≥ 3), состоящей из матриц с неотри-
цательными коэффициентами из линейно упорядоченного кольца R с обратимой двой-
кой. Близкие объекты изучаются в работе [5]. Ранее в [8] изучались автоморфизмы и
антиавтоморфизмы полугруппы Gn(R) (n ≥ 2), когда R – линейно упорядоченное тело.
Каждый автоморфизм там был разложен в произведения трех или четырех сомножи-
телей специального вида.

Отметим, что результаты исследований неассоциативных группоидов могут быть ис-
пользованы в криптографии (см., например, [9]). Автоморфизмы и антиавтоморфизмы
различных систем (в т. ч., группоидов) часто используются в криптографии, в част-
ности как техническое средство для проведения выкладок и построения новых алгеб-
раических систем (с нужными свойствами). Антиэндоморфизмы различных объектов
также используются в приложениях, например, в работе [10].

В работе [11] исследовались автоморфизмы конечноопределенных квазигрупп и бы-
ло установлено, что всякая конечная группа изоморфна группе всех автоморфизмов
подходящей конечноопределенной квазигруппы. Последний результат по структуре
схож с результатами Г. Биркгофа и Д. Гроота, которые представили произвольную
группу группами всех автоморфизмов некоторой алгебры (Г. Биркгоф, [12]) и некото-
рого кольца (Д. Гроот, [13]).

В работе [14] были введены группоиды S(k, q) порядка k+k2 и порождающим мно-
жеством из k элементов. Там же изучались автоморфизмы этих группоидов. В част-
ности, было установлено, что всякая конечная группа G будет изоморфна некоторой
подгруппе группы всех автоморфизмов подходящего группоида S(|G|, q).
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Аналогичные результаты были получены в работе [15] для группоидов

G = G(k,m,M1, ...,Mm) = (V, ∗),

порожденных n элементами и порядком |V |, удовлетворяющим неравенствам

n+ 1 ≤ |V | < n2 + n.

В работе [16] исследовались эндоморфизмы группоидов S = S(k, q). Было получено
поэлементное описание множества End(S), установлены некоторые структурные свой-
ства моноида End(S) и показано, что всякий конечный моноид может быть изоморфно
вложен в моноид End(S) для подходящего группоида S.

Основные задачи исследования. Таким образом, всякую конечную группу мож-
но изоморфно вложить в группу всех автоморфизмов подходящих группоидов S(k, q)
и G, а произвольный конечный моноид изоморфно вложить в моноид всех эндоморфиз-
мов группоида S(k, q). В связи с этим и результатами работ [11–13] возникает интерес
к следующей задаче.

Задача 1. Выяснить, можно ли произвольный конечный моноид изоморфно вло-
жить в моноид всех эндоморфизмов подходящего группоида G(k, 1,M1)?

Положительный ответ на вопрос из задачи 1 дает теорема 2.2 (см. следующий раз-
дел). Данный результат представляет особый интерес, в частности, потому, что группо-
иды G(k, 1,M1) определяются явно (см. определение 3 в данной работе) и не зависят от
контекста задачи 1. Следует отметить, что хорошо известно, что всякий моноид мож-
но изоморфно вложить в моноид всех эндоморфизмов некоторой алгебраической си-
стемы. Однако вопросы изоморфного вложения произвольного моноида в моноид всех
эндоморфизмов алгебраической системы из фиксированного класса алгебраических си-
стем являются, в общем случае, нетривиальными. Нетривиальность связана с тем, что
данные вопросы требуют в каждом конкретном случае рассматривать эндоморфизмы
конкретных алгебраических систем.

Иногда вопросы о вложении бывают тривиальными. Так, вложение произвольного
моноида в моноид всех эндоморфизмов некоторого подходящего группоида из клас-
са всех группоидов не вызывает никаких проблем и является простым упражнением,
которое можно встретить в учебной литературе.

В связи с результатами работ [14] и [16] возник интерес к вопросу о классификации
всех антиэндоморфизмов группоида S(k, q). В данной работе решается следующая

Задача 2. Привести поэлементное описание множества Aend(S(k, q)).
Решение этой задачи изложено в виде теоремы 2.1 (см. следующий раздел).
Хорошо известно, что множество всех антиэндоморфизмов некоторого группоида не

обязано быть замкнутым относительно операции композиции. Например, f2 не обязано
быть антиэндоморфизмом группы G, когда f : x → x−1 (x ∈ G). Проведем рассуж-
дения. Пусть A = (G, ∗) – некоторый произвольный группоид. Справедлива цепочка
равенств

(x ∗ y)ϕ1·ϕ2 = (yϕ2 ∗ xϕ2)ϕ1 = (xϕ2)ϕ1 ∗ (yϕ2)ϕ1 = xϕ1·ϕ2 ∗ yϕ1·ϕ2 (1.2)

(x, y ∈ G, ϕ1, ϕ2 ∈ Aend(A)),

которая показывает, что произведение двух антиэндоморфизмов является эндоморфиз-
мом.

При этом если для φ ∈ Aend(A) ·Aend(A) образ

Gφ := {gφ | g ∈ G}
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является коммутативным группоидом, то φ ∈ Aend(A). Последнее утверждение триви-
ально следует из равенства (1.2).

Когда A = S(k, q), множество Aend(S(k, q)) может содержать подмножество X,
такое что X ⊆ End(S(k, q)) и X – замкнуто относительно композиции двух антиэндо-
морфизмов (см. Пример 3.1).

При этом группоид S(k, q) можно выбрать так, что множество Aend(S(k, q)) будет
содержать антиэндоморфизм, который не является эндоморфизмом. Кроме того, в этом
случае множество Aend(S(k, q)) будет не замкнутым относительно композиции двух
отображений (см. Пример 3.2).

Естественно, возникает вопрос, может ли множество Aend(S(k, q)) быть замкнутым
относительно композиции. Ответ положительный. Самый простой пример дает второй
пункт теоремы 2.1. При k = 1 выполняется равенство

Aend(S(1, q)) = End(S(1, q)).

В данном случае q = (I, I). Данный пример не единственный.
Для k = 2 можно построить кортеж q такой, что множество Aend(S(2, q)) будет

замкнутым относительно композиции и состоять из эндоморфизмов группоида S(2, q)
(см. Пример 3.3).

В примерах 3.2 и 3.3 используется теорема 2.1.

2. Определения и формулировка основных результатов

Приведем определения и обозначения, необходимые для формулировки теорем 2.1
и 2.2.

Обозначения, связанные с симметрической полугруппой. Симметрическую полу-
группу всех отображений множества {1, ..., n} в себя будем обозначать символом In.
Как обычно, символом Sn обозначаем симметрическую группу перестановок множе-
ства из n элементов. Композицию двух отображений из In будем обозначать (◦). Если
x – произвольный элемент из {1, ..., n} и α – произвольное отображение из In, то α(x) –
образ элемента x под действием отображения α. Если α, β ∈ In и x ∈ {1, ..., n}, то
полагаем (α ◦ β)(x) := α(β(x)).

Группоиды S(k, q) и теорема 2.1. Приведем определение 1 группоида S(k, q) из
[14].

О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть определены следующие объекты:

1) k – некоторое натуральное число;

2) попарно различные символы a1, ..., ak и bij (i, j = 1, ..., k);

3) множества

M := {a1, ..., ak}, V :=M ∪ {bij | i, j ∈ {1, ..., k}},

Smk := {(ε1, ..., εm) | εi ∈ Sk, i = 1, ...,m};

4) кортеж q = (β1, ..., βk, β
′
1, ..., β

′
k) ∈ S2k

k ;
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5) бинарная алгебраическая операция (∗) на множестве V , такая что справедливы
равенства:

ai ∗ aj = bij , as ∗ bij = bβs(i),βs(j), (2.1)

bij ∗ as = bβ′
s(i),β

′
s(j)

, bmv ∗ bij = bmj (m, v, s, i, j ∈ {1, ..., k}).

Тогда через
S(k, q) = (V, ∗)

обозначим группоид с множеством носителем V и бинарной алгебраической операцией
(∗), которую задают равенства (2.1).

В работе [16] вводятся отображения ϕγ , ζ[buv], ρ[as,M ′] и доказывается (см. Теорема
1 из [16]), что они (при некоторых ограничениях на свои параметры) являются эндо-
морфизмами группоида S(k, q). Для удобства читателя определим эти отображения
ниже.

Полагаем, что определен группоид S(k, q), следовательно, задан кортеж

q = (β1, ..., βk, β
′
1, ..., β

′
k).

В множестве Ik выделим подмножество Ae(q) преобразований γ таких, что для любых
s, i ∈ {1, ..., k} выполняются равенства

βγ(s)(γ(i)) = γ(βs(i)), β′
γ(s)(γ(i)) = γ(β′

s(i)). (2.2)

Для каждого γ ∈ Ae(q) введем отображение

ϕγ : ai → aγ(i), (ai ∈M); bij → bγ(i),γ(j) (bij ∈M ∗M). (2.3)

Для всякого элемента buv из M ∗M вводится отображение ζ[buv], переводящее все
элементы множества–носителя V в элемент buv:

ζ[buv] : ai → buv, (ai ∈M); bij → buv, (bij ∈M ∗M). (2.4)

Пусть as ∈ M , такой что βs(s) = β′
s(s) = s и M ′ – произвольное не пустое подмно-

жество M , отличное от M . Тогда введем отображение

ρ[as,M
′] : ai → as (ai ∈M ′), ar → bss (r ∈M \M ′); (2.5)

bij → bss, (bij ∈M ∗M).

Доказано (см. леммы 1, 5 и 6 из [16]), что отображения ϕγ , ζ[buv] и ρ[as,M ′] являются
эндоморфизмами группоида S(k, q) при указанных ограничениях на свои параметры
γ, buv, as и M ′. Отметим, что отображения ρ[as,M ′] определены не для всех группоидов
S(k, q).

В множестве End(S(k, q)) выделим подмножества:

1. E1(S(k, q)), состоящее из всевозможных эндоморфизмов ϕγ ;

2. E2(S(k, q)), состоящее из всевозможных эндоморфизмов ζ[buv] и тождественного
эндоморфизма;

3. E3(S(k, q)), состоящее из всевозможных эндоморфизмов ρ[as,M ′] (если они суще-
ствуют) и тождественного эндоморфизма.
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Обозначения, связанные с действием эндоморфизмов и антиэндоморфизмов. По-
лагаем, что x ∈ V и ϕ ∈ End(S(k, q)) (или ϕ ∈ Aend(S(k, q))). Тогда xϕ – об-
раз элемента x под действием эндоморфизма (или антиэндоморфизма) ϕ. Компози-
цию двух эндоморфизмов (антиэндоморфизмов) будем обозначать символом (·). Если
ϕ1, ϕ2 ∈ End(S(k, q)) (аналогично, Aend(S(k, q))) и x ∈ V , то xϕ1·ϕ2 := (xϕ2)ϕ1 .

В работе [16] было установлено (см. теорема 1) равенство

End(S(k, q)) = E1(S(k, q)) · E2(S(k, q)) · E3(S(k, q)). (2.6)

Ниже определим множества AE1(S(k, q)), AE2(S(k, q)) и AE3(S(k, q)), которые
необходимы для описания множества Aend(S(k, q)).

Символом Aaend(q) обозначим множество отображений α ∈ Ik, таких что для любых
s, u ∈ {1, ..., k} выполняются равенства

α(βs(u)) = β′
α(s)(α(u)), α(β′

s(u)) = βα(s)(α(u)). (2.7)

Для каждого γ ∈ Aaend введем отображение

ϕ′γ : ai → aγ(i), (ai ∈M); bij → bγ(j),γ(i) (bij ∈M ∗M). (2.8)

Множество всевозможных отображений ϕ′γ обозначим символом AE1(S(k, q)).
Единичный эндоморфизм будем обозначать символом I. Вводим множества

AE2(S(k, q)) := E2(S(k, q)) \ {I}, AE3(S(k, q)) := E3(S(k, q)) \ {I}.

В данной работе доказывается

Т е о р е м а 2.1. Справедливы утверждения:

1) для любого натурального k > 1 справедливо равенство

Aend(S(k, q)) = AE1(S(k, q)) ∪AE2(S(k, q)) ∪AE3(S(k, q));

2) для k = 1 справедливы равенства

Aend(S(k, q)) = End(S(k, q)) = {I, ζ[b11]};

3) справедливо включение Aaut(S(k, q)) ⊂ AE1(S(k, q)).

Доказательство этой теоремы приводится в разделе 2. Видно, что результат первого
пункта из теоремы 2.1 напоминает равенство (2.6). При этом справедливы включения

AEi(S(k, q)) ⊂ Ei(S(k, q)), i = 2, 3.

В общем случае множества AE1(S(k, q)) и E1(S(k, q)) могут иметь непустое пересече-
ние (например, при k = 1 их пересечение равно {I}, см. теорему 2.1), но отображения
ϕγ и ϕ′γ строятся различными способами (см. (2.3) и (2.8)), как и параметризирующие
их множества отображений из Ik (см. (2.2) и (2.7)). Таким образом, это принципиально
различные множества.

Группоиды G и теорема 2.2. Далее сформулируем основные определения и ре-
зультаты, касающиеся группоидов G(k,m,M1, ...,Mm) из работы [15].
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О п р е д е л е н и е 2.2. Полагаем, что определены следующие объекты:

1) k и m – натуральные числа, такие что k больше единицы и верно неравенство
2m ≤ k2;

2) попарно различные элементы a1, ..., ak, c1, ..., cm, bij (i, j = 1, ..., k);

3) множества

Uk,m := {a1, ..., ak, c1, ..., cm} ∪ {bij | i, j = 1, ..., k}, M := {a1, ..., ak};

4) кортеж (M1,M2, ...,Mm), состоящий из m попарно непересекающихся подмно-
жеств множества M ×M , мощности ≥ 2;

Вводим обозначения:

D := (M ×M) \
m⋃
i=1

Mi, B := {bij ∈ Uk,m | (ai, aj) ∈ D}.

Задаем множество V := M ∪ {c1, ..., cm} ∪ B. На множестве V вводим бинарную
алгебраическую операцию (∗) такую, что справедливы равенства

ai ∗ aj = cq, если (ai, aj) ∈Mq; ai ∗ aj = bij , если (ai, aj) ∈ D; (2.9)

aq ∗ bij = bij , bij ∗ aq = bij , ci ∗ aj = aj ∗ ci = ci;

bij ∗ bvw = bij ; ci ∗ cj = ci; bij ∗ cw = bij ; cw ∗ bij = cw.

Символами
G = G(k,m,M1, ...,Mm) = (V, ∗)

обозначаем группоид с множеством носителем V и алгебраической операцией (∗), ко-
торую задают равенства (2.9).

З а м е ч а н и е 2.1. Далее символы ai, buv,M, V, k будут относиться к объ-
екту G, введенному определением 3. Путаницы не возникнет. В самом деле, до кон-
ца этого раздела речь будет идти только о группоидах G(k,m,M1, ...,Mm), в разде-
ле 3 речь идет только о группоидах G(k, q), а в четвертом – только о группоидах
G(k,m,M1, ...,Mm).

В данной работе доказывается следующая ниже теорема.

Т е о р е м а 2.2. Для любого конечного моноида G существует группоид
G(k, 1,M1), такой что число k > |G| и моноид G изоморфен некоторому подмоноиду
моноида End(G(k, 1,M1)).

Теорема 2.2 доказывается конструктивно. Для каждого конечного моноида строится
подходящий группоид G(k, 1,M1). В работе строятся эндоморфизмы (в явном виде), ко-
торых достаточно для доказательства теоремы 2.2. Ниже приведем эти эндоморфизмы
(см. (2.11)). Но вначале дадим необходимые определения.

Пусть X – некоторое подмножество множества M ×M . Тогда будем использовать
следующее обозначение:

Xα := {(aα(i), aα(j)) | (ai, aj) ∈ X}.
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О п р е д е л е н и е 2.3. Полагаем, что задан группоид G(k,m,M1, ...,Mm).
В множестве Ik выделим множество Ae(M1, ...,Mm) отображений α, таких что
выполняется включение

Dα ⊆ D (2.10)

и для каждого номера q ∈ {1, ...,m} существует номер d ∈ {1, ...,m}, такой что
справедливо включение Mα

q ⊆Md.
Если α ∈ Ae(M1, ...,Mm), то на множестве {1, ...,m} можно определить отобра-

жение lα : {1, ...,m} → {1, ...,m}, такое что lα(i) = j тогда и только тогда, когда
Mα
i ⊆Mj . Отметим, что lα – отображение из Im.

Пусть α – отображение из Ae(M1, ...,Mm). Тогда отображение

µα : ai → aα(i) (1 ≤ i ≤ k), buv → bα(u),α(v) ((au, av) ∈ D), (2.11)

cq → cq′ , q′ = lα(q) (1 ≤ q ≤ m)

является эндоморфизмом системы G (доказывается в лемме 4.2).

3. Доказательство теоремы 2.1

Для доказательства теоремы 2.1 докажем

Л е м м а 3.1. Всякое отображение ϕ из множества

AE1(S(k, q)) ∪AE2(S(k, q)) ∪AE3(S(k, q)) (3.1)

является антиэндоморфизмом группоида S(k, q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Далее будем показывать, что для любого ϕ из объединения
(3.1) элементы (x∗y)ϕ и yϕ∗xϕ совпадают (т. е. показывать, что выполняется равенство
(1.1)).

1. Пусть ϕ := ϕ′α – некоторый произвольный антиэндоморфизм из AE1(S(k, q)).
Далее проводим вычисления

(ai ∗ aj)ϕ = (bij)
ϕ = bα(j),α(i), aϕj ∗ a

ϕ
i = aα(j) ∗ aα(i) = bα(j),α(i);

(bij ∗ buv)ϕ = (biv)
ϕ = bα(v),α(i), bϕuv ∗ b

ϕ
ij = bα(v),α(u) ∗ bα(j),α(i) = bα(v),α(i);

(ai ∗ buv)ϕ = (bβi(u),βi(v))
ϕ = bα(βi(v)),α(βi(u)),

bϕuv ∗ a
ϕ
i = bα(v),α(u) ∗ aα(i) = bβ′

α(i)
(α(v)),β′

α(i)
(α(u))

В силу (2.7) получаем равенства

β′
α(i)(α(v)) = α(βi(v)), β′

α(i)(α(u)) = α(βi(u)),

следовательно, выполняется равенство

bβ′
α(i)

(α(v)),β′
α(i)

(α(u)) = bβ′
α(i)

(α(v)),β′
α(i)

(α(u)).

Равенство
(buv ∗ ai)ϕ = aϕi ∗ b

ϕ
uv

A.V. Litavrin. Endomorphisms and anti-endomorphisms of some finite groupoids



Журнал Средневолжского математического общества. 2022. Т. 24, № 1. 85

проверяется аналогично.
Таким образом, мы показали, что множество AE1(S(k, q)) состоит из антиэндомор-

физмов.
2. Пусть ϕ := ζ[buv] – произвольный эндоморфизм из AE2(S(k, q)). Этот эндомор-

физм переводит любой элемент в элемент buv. Пусть x, y – два произвольных элемента
из V . Тогда справедливы равенства:

(x ∗ y)ϕ = buv, yϕ ∗ xϕ = buv ∗ buv = buv.

Таким образом, AE2(S(k, q)) – подмножество множества всех антиэндоморфизмов.
3. Пусть ϕ := ρ[as,M

′] – произвольный эндоморфизм из AE3(S(k, q)). Эндоморфизм
ϕ действует на V следующим образом:

(M ′)ϕ = {as}, (M ∗M)ϕ = {bss}, (M \M ′)ϕ = {bss}.

Полагаем, что

x1, y1 ∈ (M ∗M), x2 ∈M \M ′, y2 ∈ (M ∗M), x3 ∈M ′, y3 ∈ (M ∗M),

x4, y4 ∈M ′, x5, y5 ∈M \M ′.

Тогда справедливы равенства

(x1 ∗ y1)ϕ = bss, yϕ1 ∗ xϕ1 = bss ∗ bss = bss;

(x2 ∗ y2)ϕ = bss, yϕ2 ∗ xϕ2 = bss ∗ bss = bss;

(y2 ∗ x2)ϕ = bss, xϕ2 ∗ yϕ2 = bss ∗ bss = bss;

(y3 ∗ x3)ϕ = bss, xϕ3 ∗ yϕ3 = as ∗ bss = bβs(s),βs(s) = bss;

(x3 ∗ y3)ϕ = bss, yϕ3 ∗ xϕ3 = bss ∗ as = bβ′
s(s),β

′
s(s)

= bss;

(x2 ∗ x2)ϕ = bss, xϕ2 ∗ xϕ2 = bss ∗ bss = bss;

(x3 ∗ x3)ϕ = bss, xϕ3 ∗ xϕ3 = as ∗ as = bss;

(x2 ∗ x3)ϕ = bss, xϕ3 ∗ xϕ2 = as ∗ bss = bβs(s),βs(s) = bss;

(x3 ∗ x2)ϕ = bss, xϕ2 ∗ xϕ3 = bss ∗ as = bβ′
s(s),β

′
s(s)

= bss;

(x4 ∗ y4)ϕ = bss, yϕ4 ∗ xϕ4 = as ∗ as = bss;

(x5 ∗ y5)ϕ = bss, yϕ5 ∗ xϕ5 = bss ∗ bss = bss.

Таким образом, AE3(S(k, q)) – подмножество множества всех антиэндоморфизмов.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Для упрощения восприятия доказательства теоремы 2.1 приведем общую схему до-
казательства.

Общая схема доказательства первого утверждения теоремы 2.1. Зафиксируем
произвольный антиэндоморфизм ϕ и рассмотрим два случая (совокупность которых
дает альтернативу)

Mϕ ⊆M и Mϕ ∩ (M ∗M) ̸= ∅.
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В первом случае покажем, что ϕ – антиэндоморфизм из AE1(S(k, q)). Во втором случае
будет рассмотрена альтернатива:

Mϕ ∩ (M ∗M) ̸= ∅, Mϕ ∩M ̸= ∅ либо Mϕ ∩ (M ∗M) ̸= ∅, Mϕ ∩M = ∅.

Получим, что если Mϕ ∩ (M ∗M) ̸= ∅, то ϕ – антиэндоморфизм из

AE2(S(k, q)) ∪AE3(S(k, q)).

Рассмотрим более подробно.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. 1.
1. Полагаем, что k > 1. Случай k = 1 будет рассмотрен отдельно (в конце). Лемма

3.1 дает включение

AE1(S(k, q)) ∪AE2(S(k, q)) ∪AE3(S(k, q)) ⊆ Aend(S(k, q)). (3.2)

Далее ϕ – произвольный антиэндоморфизм из Aend(S(k, q)).
Рассмотрим случай, когда Mϕ ⊆ M . Поскольку Mϕ ⊆ M , то ϕ определяет отобра-

жение α : {1, ..., k} → {1, ..., k}, которое определяется эквиваленцией

α(i) = j ⇔ aϕi = aj .

Полагаем, что bij – произвольный элемент из M ∗M . Вычислим его ϕ – образ

bϕij = (ai ∗ aj)ϕ = aϕj ∗ a
ϕ
i = aα(j) ∗ aα(i) = bα(j),α(i). (3.3)

Вычисляя левые и правые части в равенствах

(as ∗ bij)ϕ = bϕij ∗ a
ϕ
s , (bij ∗ as)ϕ = aϕs ∗ b

ϕ
ij ,

получаем, что для α выполняются условия (2.7), следовательно, α ∈ Aaend(q). Значит,
ϕ – антиэндоморфизм из AE1(S(k, q)).

2. Рассмотрим случай Mϕ ∩ (M ∗ M) ̸= ∅. В этом случае существуют ai ∈ M

и buv ∈M ∗M , такие что aϕi = buv.
Выполняется включение

(M ∗M)ϕ ⊆M ∗M. (3.4)

В самом деле, пусть bij – произвольный элемент изM∗M . Тогда справедливы равенства
и включение

bϕij = (ai ∗ aj)ϕ = aϕj ∗ a
ϕ
i ∈M ∗M.

Мы воспользовались простотой элементов из M (это следует из определения операции
(∗)).

В силу включения (3.4) существуют преобразования δ1 и δ2 множества {1, ..., k},
такие что для любого bsd ∈M ∗M справедливы равенства

bϕsd = bδ1(s,d),δ2(s,d).

Для любых s, d ∈ {1, ..., k} должно выполняться равенство

(ai ∗ bsd)ϕ = bϕsd ∗ a
ϕ
i .
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Вычисляем правую и левую часть этого равенства

bϕsd ∗ a
ϕ
i = bδ1(s,d),δ2(s,d) ∗ buv = bδ1(s,d),v,

(ai ∗ bsd)ϕ = (bβi(s),βi(d))
ϕ = bδ1(βi(s),βi(d)),δ2(βi(s),βi(d)).

Отсюда получаем
bδ1(βi(s),βi(d)),δ2(βi(s),βi(d)) = bδ1(s),v.

Последнее равенство выполняется для любых s, d ∈ {1, ..., k} . Поскольку βi является
перестановкой, то

{(βi(s), βi(d)) | s, d ∈ {1, ..., k}} = {1, ..., k}2.

Значит, δ2(s, d) = v при любом (s, d) ∈ {1, ..., k}2.
Проводя аналогичные рассуждения для равенства

(bsd ∗ ai)ϕ = aϕi ∗ b
ϕ
sd,

можно показать, что δ1(s, d) = u при любом (s, d) ∈ {1, ..., k}.
Таким образом, мы показали, что

(M ∗M)ϕ = {buv}. (3.5)

Пусть aj ∈ M , такой что aϕj ∈ M ∗M . Тогда aϕj = buv. Предположим противное
aϕj = bgh, тогда по доказанному получаем

(M ∗M)ϕ = {buv}, (M ∗M)ϕ = {bgh},

что является противоречием. Таким образом, мы показали включение

Mϕ ∩ (M ∗M) = {buv}. (3.6)

3. Полагаем, что Mϕ ∩ (M ∗M) ̸= ∅, Mϕ ∩M ̸= ∅. Далее buv – фиксированный
элемент из п. 2 (т. е. aϕi = buv). В этом случае в множестве M существует непустое под-
множество M ′ := {aq1 , ..., aqd}, такое что (M ′)ϕ ⊆ M . Пусть теперь as – произвольный
элемент из M ′ и (as)

ϕ = as′ . Тогда справедливы равенства

buv = (bss)
ϕ = (as ∗ as)ϕ = as′ ∗ as′ = bs′s′ .

Следовательно, s′ = u = v. Поскольку u = v, то обозначим их индексом u. Из произ-
вольности элемента as из M ′ получаем, что для любого элемента as ∈M ′ справедливо
равенство (as)

ϕ = au.
Равенства

buu = (as ∗ buu)ϕ = bϕuu ∗ aϕs = buu ∗ au = bβ′
u(u),β

′
u(u)

,

buu = (buu ∗ as)ϕ = aϕs ∗ bϕuu = au ∗ buu = bβu(u),βu(u)

показывают, что βu(u) = β′
u(u) = u.

Мы показали, что если ϕ – образ элемента as – лежит в M , то (as)
ϕ = au, где

au – фиксированный элемент, не зависящий от s, и справедливы равенства

buu = buv, βu(u) = β′
u(u) = u.
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Учитывая равенство (3.6), получаем, что ϕ – это антиэндоморфизм ρ[as,M
′] из

AE3(S(k, q)).
4. Полагаем, что Mϕ ∩ (M ∗M) ̸= ∅, Mϕ ∩M = ∅. В этом случае Mϕ ⊆ M ∗M .

Тогда в силу (3.6) получаем, что антиэндоморфизм ϕ – это антиэндоморфизм ζ[buv] из
AE2(S(k, q)).

5. Если ϕ – такой, что выполняется неравенство Mϕ∩ (M ∗M) ̸= ∅, то выполняются
посылки либо пункта 3, либо 4. Поэтому справедливо включение

ϕ ∈ AE2(S(k, q)) ∪AE3(S(k, q)).

Учитывая, что обязательно выполнится один из случаев Mϕ ⊆ M либо Mϕ ∩ (M∗
∗M) ̸= ∅, получаем, что при k > 1 всякий ϕ ∈ Aend(S(k, q)) будет лежать в объедине-
нии

AE1(S(k, q)) ∪AE2(S(k, q)) ∪AE3(S(k, q)).

Мы показали, что

Aend(S(k, q)) = AE1(S(k, q)) ∪AE2(S(k, q)) ∪AE3(S(k, q)) (k > 1).

При k = 1 простой перебор показывает, что выполняются равенства

Aaut(S(k, q)) = Aut(S(k, q)) = {I}, Aend(S(k, q)) = End(S(k, q)) = {I, ζ[b11]}.

Последнее утверждение данной теоремы следует из того, что отображения из мно-
жеств AE2(S(k, q)) и AE3(S(k, q)) не являются обратимыми.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. 1. з а в е р ш е н о.

П р и м е р 3.1. Далее в множестве Aend(S(k, q)) выделим подмножества X1

и X2, такие что X1 и X2 – подполугруппы в моноиде всех эндоморфизмов группоида
S(k, q).

1. Построим X1. Пусть G = (G, ∗) – некоторый группоид, содержащий идемпотенты,
и I(G) – множество всех идемпотентов в группоиде G. Тогда для каждого a ∈ I(G) мож-
но определить отображение fa, которое все элементы группоида G переводит в элемент
a. Отображения fa (a ∈ I(G)) являются эндоморфизмами (эндоморфизмами в смысле
группоида) и антиэндоморфизмами. Это следует из равенств

(g1 ∗ g2)fa = a, gfa1 ∗ gfa2 = a ∗ a = a;

(g1 ∗ g2)fa = a, gfa2 ∗ gfa1 = a ∗ a = a.

В этом случае множество {fa | a ∈ I(G)} образует сингулярную по первому аргу-
менту полугруппу в множествах End(G) и Aend(G). Действительно,

gfa·fb = (gfb)fa = bfa = a = gfa , (a, b ∈ I(G)),

где g – произвольный элемент из G.
Если G = S(k, q), то I(G) =M ∗M и fa = ζ[buv], где a = buv. Таким образом,

X1 = {fa | a ∈ I(G)} = AE2(S(k, q)).

2. Полагаем, что X2 = AE2(S(k, q)) ∪ AE3(S(k, q)). По определению множества
AE2(S(k, q)) и AE3(S(k, q)) состоят из эндоморфизмов. Замкнутость в X2 следует из
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теоремы 1 в работе [16]. Также из теоремы 1 в [16] следует, что AE2(S(k, q)) – двухсто-
ронний идеал в моноиде всех эндоморфизмов. Поэтому

AE2(S(k, q)) ·AE3(S(k, q)), AE3(S(k, q)) ·AE2(S(k, q)) ⊆ AE2(S(k, q)).

Таким образом, X2 – замкнуто.

П р и м е р 3.2. Группоид S(k, q) можно выбрать так, что множество всех
антиэндоморфизмов будет содержать антиэндоморфизм, который не является эндо-
морфизмом. В самом деле, пусть k > 1 и q – кортеж, составленный из единичных
перестановок. Определим отображение

ϕ : ai → ai; bij → bji (i, j ∈ {1, ..., k}).

Несложно увидеть, что данное отображение является антиавтоморфизмом, но не явля-
ется автоморфизмом. Действительно, последнее утверждение следует из равенств

aϕi = ai, aϕj = aj , (ai ∗ aj)ϕ = bϕij = bji, aϕj ∗ a
ϕ
i = aj ∗ ai = bji.

Произведение ϕ · ϕ равно тождественному отображению I множества V . Из тео-
ремы 2.1 следует, что I /∈ Aend(S(k, q)), следовательно, в этом случае множество
Aend(S(k, q)) не является замкнутым относительно композиции двух отображений.
В самом деле, поскольку I – биекция V , то I не может попасть в множества AE2(S(k, q))
и AE3(S(k, q)) (отсутствует биекция). Однако и в множество AE1(S(k, q)) при k > 1
оно тоже не попадает (см. (2.8) – общий вид отображений из множества AE1(S(k, q))).

П р и м е р 3.3. Построим пример группоида S(k, q), такого что мно-
жество Aend(S(k, q)) замкнуто относительно композиции двух антиэндоморфизмов
и Aend(S(k, q)) ⊆ End(S(k, q)). Через I обозначим тождественное преобразование
из Ik.

1. Из теоремы 2.1 следует, что при k = 1 будет выполняться равенство

Aend(S(k, q)) = End(S(k, q)).

2. Пусть k = 2 и q = (β1, β2, β
′
1, β

′
2), где

β1 = β2 = I, β′
1 = β′

2 = (1, 2).

В данном случае AE3(S(k, q)) = ∅. В самом деле, нет as ∈M , такого что βs(s) = s
и β′

s(s) = s.
В данном случае I2 = {I, (2, 1), α1, α2}, где α1(x) = 1 и α2(x) = 2 (константы) для

любого x ∈ {1, 2}.
Прямая проверка показывает, что условия (2.7) не выполняются ни при каком отоб-

ражении из I2. Поэтому множество AE1(S(k, q)) = ∅. Таким образом, в силу теоремы
2.1 получаем равенства

Aend(S(k, q)) = AE2(S(k, q)) = {ζ[b11], ζ[b22], ζ[b12], ζ[b21]} ⊂ End(S(k, q)).
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4. Доказательство теоремы 2.2

Для доказательства теоремы 2.2 докажем леммы 4.1 и 4.2.

Л е м м а 4.1. Пусть α1, α2 ∈ Ae(M1, ...,Mm). Тогда α1 ◦ α2 ∈ Ae(M1, ...,Mm)
и справедливо равенство

lα1·α2
(i) = lα1

(lα2
(i)) (i ∈ {1, ...,m}). (4.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, пусть α1, α2 ∈ Ae(M1, ...,Mm). Покажем,
что композиция α1 ◦ α2 лежит в Ae(M1, ...,Mm). Справедливы равенства и включения

j = lα2
(i), s = lα1

(j), Mα1◦α2
i = (Mα2

i )α1 ⊆Mα1
j ⊆Ms.

Поскольку Dα2 ⊆ D и Dα1 ⊆ D, то Dα1◦α2 ⊆ D. Таким образом, мы показали включе-
ние α1 ◦ α2 ∈ Ae(M1, ...,Mm).

Далее пусть q – произвольный индекс из {1, ...,m}. Тогда выполняются условия

Mα2
q ⊆Mu ⇒ lα2

(q) = u;

Mα1
u ⊆Mv ⇒ lα1

(u) = v;

Mα1◦α2
q = (Mα2

q )α1 ⊆ (Mu)
α1 ⊆Mv ⇒ lα1◦α2(q) = v.

Наконец, равенства lα2(q) = u и lα1(u) = v приводят к равенствам

lα1◦α2
(q) = v = lα1

(u) = lα1
(lα2

(q)),

которые выполняются для любого q ∈ {1, ...,m}.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Л е м м а 4.2. Пусть α – отображение из Ae(M1, ...,Mm). Тогда отображение
µα, заданное правилом (2.11), является эндоморфизмом системы G. Отображения
вида (2.11) существуют.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Единичное отображение является частным случаем
отображения (2.11).

Вводим обозначение ϕ := µα. Далее покажем, что для любых x, y ∈ V выполняется
равенство

(x ∗ y)ϕ = xϕ ∗ yϕ. (4.2)

1. Полагаем, что (ai, aj) ∈ Mq, где q ∈ {1, ...,m}. Тогда для q′ = lα(q) выполняется
равенство (aϕi , a

ϕ
j ) = (aα(i), aα(j)) ∈ Mq′ . Вычисления показывают, что справедливы

равенства
(ai ∗ aj)ϕ = (cq)

ϕ = cq′ , aϕi ∗ a
ϕ
j = aα(i) ∗ aα(j) = cq′ ,

которые показывают, что (ai ∗ aj)ϕ = aϕi ∗ a
ϕ
j .

2. Отображение α удовлетворяет условиям (2.10). Значит, если (ai, aj) ∈ D, то
(aα(i), aα(j)) ∈ D. Пусть (ai, aj) ∈ D. Тогда справедливы равенства

(ai ∗ aj)ϕ = (bij)
ϕ = bα(i),α(j), aϕi ∗ a

ϕ
j = aα(i) ∗ aα(j) = bα(i),α(j),

которые показывают справедливость равенства (4.2) для всех пар (x, y) ∈ D.
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3. Пусть aq ∈M, bij ∈ B. Тогда (ai, aj) ∈ D и равенства

(aq ∗ bij)ϕ = (bij ∗ aq)ϕ = (bij)
ϕ = bα(i),α(j),

aϕq ∗ b
ϕ
ij = aα(q) ∗ bα(i),α(j) = bα(i),α(j),

bϕij ∗ a
ϕ
q = bα(i),α(j) ∗ aα(q) = bα(i),α(j)

показывают, что (aq ∗ bij)ϕ = aϕq ∗ b
ϕ
ij , (bij ∗ aq)ϕ = bϕij ∗ aϕq .

Далее из соотношений

(ci)
ϕ = ci′ , (ci)

ϕ = (ci ∗ aq)ϕ = (aq ∗ ci)ϕ,

aϕq ∗ c
ϕ
i = aα(q) ∗ ci′ = ci′ , cϕi ∗ a

ϕ
q = ci′ ∗ aα(q) = ci′

получаем справедливость равенств (ci ∗ aq)ϕ = cϕi ∗ aϕq , (aq ∗ ci)ϕ = aϕq ∗ c
ϕ
i .

4. Покажем, что (x ∗ y)ϕ = xϕ ∗ yϕ, когда x, y ∈M ∗M . Равенства

(bij)
ϕ = bα(i),α(j), (ci)

ϕ = ci′ , (cw)
ϕ = cw′ ,

(bij)
ϕ = (bij ∗ buv)ϕ, (ci)

ϕ = (ci ∗ cj)ϕ, (bij)
ϕ = (bij ∗ cw)ϕ, (cw)

ϕ = (cw ∗ bij)ϕ,

bϕij ∗ b
ϕ
uv = bα(i),α(j) ∗ bα(u),α(v) = bα(i),α(i), cϕi ∗ c

ϕ
j = ci′ ∗ cj′ = ci′ ,

bϕij ∗ c
ϕ
w = bα(i),α(j) ∗ cw′ = bα(i),α(j), cϕw ∗ bϕij = cw′ ∗ bα(i),α(j) = cw′

показывают, что

(bij ∗ buv)ϕ = bϕij ∗ b
ϕ
uv, (ci ∗ cj)ϕ = cϕi ∗ c

ϕ
j , (bij ∗ cw)ϕ = bϕij ∗ c

ϕ
w

(cw ∗ bij)ϕ = cϕw ∗ bϕij .

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

В множестве всех эндоморфизмов End(G(k, 1,M1)) группоида G(k, 1,M1) выделим
подмножество

E := {µα | α ∈ Ae(M1, ...,Mm)}.

Для любых α1, α2 ∈ Ae(M1, ...,Mm) выполняется равенство

µα1
· µα2

= µα1◦α2
. (4.3)

В самом деле, проведем вычисления

a
µα1

·µα2
i = (a

µα2
i )µα1 = a

µα1

α2(i)
= aα1(α2(i)) = a(α1◦α2)(i) = a

µα1◦α2
i . (4.4)

c
µα1

·µα2
q = (clα2

(q))
µα1 = clα1

(lα2
(q)) = clα1◦α2

(q) = c
µα1◦α2
q . (4.5)

b
µα1

·µα2
uv = (b

µα2
uv )µα1 = b

µα1

α2(u),α2(v)
= bα1(α2(u)),α1(α2(v)) = b

µα1◦α2
uv . (4.6)

Равенства (4.4), (4.5) и (4.6) показывают справедливость равенства (4.3).
Множество E является замкнутым относительно композиции двух эндоморфизмов.

Это следует из леммы 4.1 и равенства (4.3).
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Кроме того, имеет место изоморфизм

Ae(M1, ...,Mm) ∼= E. (4.7)

Изоморфизм будет осуществлять отображение ξ : Ae(M1, ...,Mm) → E, заданное пра-
вилом

ξ(α) = µα (α ∈ Ae(M1, ...,Mm), µα ∈ E).

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.2. Пусть G – некоторый конечный моноид и
k – натуральное число больше |G|. Пусть m := |G| и I ′m – множество отображений α из
Ik, таких что α переводит множество {1, ...,m} в себя, а на {m+ 1, ..., k} отображения
α действуют как тождественное отображение. Множество I ′m – замкнуто относительно
композиции двух отображений и содержит тождественное отображение (тривиально
проверяется). Очевидно, что I ′m ∼= Im.

Далее вводим множество M1 с помощью равенства

M1 := {(aα1(1), aα2(1)) ∈M ×M | α1, α2 ∈ I ′m}.

Несложно увидеть, что выполняется равенство

M1 = {(ai, aj) ∈M ×M | i, j = 1, ...,m}.

Теорема 1′ на стр. 419 из [17] утверждает: всякая конечная полугруппа с единицей
G изоморфно вкладывается в симметрическую полугруппу на множестве G.

Поскольку m = |G|, то получаем, что G – изоморфен H1(G), где H1(G) – некоторый
подмоноид в Im. Поскольку I ′m

∼= Im, то H1(G) будет изоморфен некоторому подмо-
ноиду I ′m, который обозначим H2(G). Следовательно, моноид G изоморфен H2(G), где
H2(G) – некоторый подмоноид в I ′m.

При этом H2(G) является подмоноидом в Ik. В силу определений множеств I ′m и M1

получаем, что для любого отображения α ∈ H2(G) выполняется включение

Mα
1 ⊆M1.

Зная множество M1, мы можем вычислить множество D:

D = (M ×M) \M1 = {(ai, aj) | i, j ∈ {m+ 1, ..., k}}.

Далее вычисляем множество Dα:

Dα = {(aα(i), aα(j)) | i, j ∈ {m+ 1, ..., k}} = {(ai, aj) | i, j ∈ {m+ 1, ..., k}} = D.

Таким образом, мы получаем, что α ∈ Ae(M1). Следовательно,

H2(G) ⊆ Ae(M1).

Учитывая изоморфизм Ae(M1) ∼= E (в силу (4.7)), получаем, что H2(G) изоморфен
некоторому подмоноиду H3(G) моноида E. Таким образом, получаем

G ∼= H1(G) ∼= H2(G) ∼= H3(G) ⊂ E ⊂ End(G(k, 1,M1)).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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