
82 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2021. Vol. 23, No. 1.

Математическое моделирование и информатика

DOI 10.15507/2079-6900.23.202101.82–90 ISSN 2079-6900 (Print)
Оригинальная статья ISSN 2587-7496 (Online)

УДК 519.633.6; 536.21; 538.945

Математическое моделирование переноса тепла
в системе плёнка-подложка-термостат при нагреве
электропроводящей плёнки импульсным током
высокой плотности
Н.Д. Кузьмичев, М.А. Васютин, Е.В. Данилова, Е. А. Лапшина

ФГБОУ ВО «МГУ им. Н. П. Огарёва» (г. Саранск, Российская Федерация)
Аннотация. Выполнено математическое моделирование теплопереноса в системе плёнка-
подложка-термостат при импульсном протекании через электропроводящую плёнку тока высо-
кой плотности. На основе проведенного моделирования сделан анализ нагрева плёнки нитри-
да ниобия с высоким удельным сопротивлением вблизи критической температуры перехода в
сверхпроводящее состояние. Численно решено неоднородное уравнение теплопроводности, кото-
рое моделирует теплоперенос в системе плёнка-подложка-термостат для третьей слева и первой
справа начально-краевой задачи. С помощью симметрии задачи определен параметр H, равный
отношению теплоотдачи поверхности плёнки к ее теплопроводности, необходимый для эффек-
тивного теплоотвода. Показано, что эффективный теплоотвод от плёнок могут обеспечить токо-
подводящие и потенциальные прижимные контакты, изготовленные, например, из бериллиевой
бронзы. Это позволяет проводить исследование вольт-амперных характеристик сверхпроводни-
ков вблизи критической температуры перехода в сверхпроводящее состояние с токами высокой
плотности (104 − 105A/cm2) без значительного нагрева образцов.
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1. Введение

Нитрид ниобия (NbN) является бинарным неорганическим соединением, представ-
ляющим собой серый/черный кристалл. Соединение NbN используется при произ-
водстве сверхпроводящих плёнок с критической температурой от 5 до 17 К с уз-
ким переходом, порядка 0,1 К. Нитрид ниобия используется для сверхпроводящих
болометров в радиоастрономии и терагерцовой спектроскопии (hot-electron bolometer,
HEB) [1]. Тонкие плёнки из NbN используются в качестве однофотонных детекторов
(superconducting single-photon detectors, SSPDs) [2]. Широкие и относительно толстые
плёнки используются в сверхпроводящих магнитах и накопителях энергии [3].

При проведении экспериментов по исследованию вольт-амперных характеристик
(ВАХ) и других параметров образцов, связанных с пропусканием через них сильного
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тока, необходимым является выполнение условия достаточного теплоотвода. Поэтому
математическое моделирование процесса теплоотдачи плёнок NbN при пропускании
через них тока является актуальной и практически важной задачей.

2. Постановка задачи

Поставлена и решена задача моделирования теплоотдачи плёнки NbN при низких
температурах и импульсном нагреве током. В инженерном математическом программ-
ном обеспечении MathCad было решено одномерное неоднородное уравнение тепло-
проводности для определения распределения температуры u(x, t) в системе плёнка-
подложка-термостат с использованием неявной разностной схемы (см., например, [4–
5]). Уравнение имеет вид:

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), (2.1)

где a2 = λ/cpρ = 4, 3 · 10−2cm2/s — коэффициент температуропроводности кварцевой
подложки и плёнки NbN; cρ = 17 J/(kg·K) – удельная теплоёмкость подложки при 20
K [6]; ρ = 2, 2 g/cm3 – плотность подложки; λ = 0.16 W/(mK) – теплопроводность
подложки при 20 K; u – температура плёнки; t – время; x – координата с началом
на внешней от подложки плоскости плёнки, направленная перпендикулярно в сторону
подложки (Рис. 2.1).

f(x, t) = P (x, t)/(cNbN · ρNbN ),

P (x, t) – объёмная плотность мощности источника тепла (плёнки); cNbN = 17 J/(kg·К)
— удельная теплоёмкость NbN плёнки при Т = 14 K (сумма решёточной и электрон-
ной теплоёмкости); ρNbN = 8.4 g/cm3 -– плотность плёнки. Учитывая, что сила тока
линейно возрастает за время t0 от 0 до Imax, величина P (x, t) определяется законом
Джоуля-Ленца:

P (x, t) =

{
ρ · j20 · t2, если x ≤ d, t ≤ t0;
0, если x > d, t > t0.

(2.2)

Здесь ρ ≈ 440 µΩ · cm – удельное сопротивление плёнки в нормальном состоянии,
j0 = Imax/(d · b · t0); d – толщина и b – ширина плёнки. Начальным условием будет
функция ψ(x), которая определяет начальную температуру системы плёнка-подложка.
Задаем краевую задачу третьего рода на левом конце в силу того, что левая граница
плёнки находится в теплообмене со средой, имеющей температуру ϕ1(t).

Рис. 2.1. Схематическое расположение плёнки и подложки
Fig 2.1. Schematic arrangement of membrane and substrate
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На правом конце будут граничные условия первого рода, т. к. подложка находится
в контакте с термостатом имеющем температуру ϕ2(t). Условия на границе плёнка-
подложка не определяем, т. к. коэффициенты температуропроводности плёнки и под-
ложки имеют приблизительно одинаковые значения. В итоге начально-краевые условия
для уравнения (2.1) имеют вид:

u(x, 0) = ψ(x);
∂u(0, t)

∂x
= H[u(0, t)− ϕ1(t)];

u(L, t) = ϕ2(t).

(2.3)

В нашем конкретном случае эксперимента имеем: ψ(x) = ϕ1(t) = ϕ2(t) = 14 К.

3. Численное решение

Нанесем на пространственно-временную область 0 < x < L, 0 < t < T0 конечно-
разностную сетку xi = ih, tj = jτ с шагом по времени τ = T0/M по x c шагом h = L/N.
Здесь 0 ≤ i ≤ N ; 0 ≤ j ≤ M ; L – толщина системы плёнка-подложка, T0 – временной
интервал моделирования; N и M – количество шагов.

Воспользуемся неявной конечно-разностной аппроксимацией начально-краевой за-
дачи (2.1) и (2.3), поскольку она обладает устойчивостью при любом соотношении ша-
гов h и τ [4–5].

Аппроксимация краевой задачи (2.3) на левом конце в нашем приближении будет

записана как
∂u

∂x

∣∣
0,t

≈ uj+1
1 − uj+1

0

h
= H(uj+1

0 − ϕj+1
1 ) и в окончательном виде будет

выглядеть следующим образом:

uj+1
0 =

uj+1
1 + δϕj+1

1

1 + δ
, (3.1)

где δ = hH; H – отношение коэффициента теплообмена к коэффициенту теплопровод-
ности материала нитрида ниобия. На правом конце имеем: ujN = ϕ2(jτ) = ϕj2. В итоге
запишем M систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с трехдиагональной
матрицей: 

(1 + σλ)uj+1
1 − λuj+1

2 = uj1 + τf j1 + (σ − 1)λϕj+1
1 ;

−λuj+1
i−1 + (1 + 2λ)uj+1

i − λuj+1
i+1 = uji + τf ji ;

−λuj+1
N−1 + (1 + 2λ)uj+1

N−1 = ujN−1 + τf jN−1 + λϕj+1
2 .

(3.2)

Здесь λ = a2τ/h2; 2 ≤ i ≤ N − 2; 0 ≤ j ≤M − 1;σ = 1 +
δ

1 + δ
.

Сеточную функцию (температуру) uji на первом и последующих временных слоях
получим из решения СЛАУ (3.2) методом прогонки. Следует отметить, что при отсут-
ствии теплообмена δ = 0 (σ = 1) получим 2-ю краевую задачу, а при δ = ∞ (σ = 2) –
1-ю краевую задачу (при бесконечно большом теплообмене температура на левом конце
поддерживается постоянной).

Решение поставленной задачи было получено в среде MathCad [7]. Результаты чис-
ленных расчетов температуры u(x, t) дляH = 10 µm−1, L = 40 µm, t0 = 250 µs и осталь-
ными вышеприведенными параметрами в разделе «2. Постановка задачи» отражены на
Рис. 3.1 – 3.3.
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Рис. 3.1. Распределение температуры по толщине системы плёнка-подложка
в разные моменты времени после начала импульса. Цифрами обозначены
моменты времени: 1 – 200 µs, 2 – 250 µs, 3 – 275 µs, 4 – 300 µs, 5 – 375 µs

Fig 3.1. Temperature distribution over the thickness of the membrane-substrate
system at different times after the start of the pulse. The numbers indicate moments

of time: 1− 200µs, 2− 250µs, 3− 275µs, 4− 300µs, 5− 375µs

Рис. 3.2. Начальная область распределения температуры по толщине системы
плёнка-подложка в разные моменты времени после начала импульса. Область
плёнки выделена серым цветом. Цифрами обозначены моменты времени: 1 –

200 µs, 2 – 250 µs, 3 – 275 µs, 4 – 300 µs
Fig 3.2. Initial region of temperature distribution over the thickness of the system
membrane-substrate at different times after the onset of the pulse. Region the film

is highlighted in gray. The numbers indicate the moments in time: 1− 200µs,
2− 250µs, 3− 275µs, 4− 300µs
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Рис. 3.3. Изменение температуры с течением времени в системе
плёнка-подложка в разных точках системы. Цифрами обозначены координаты

x точек: 1 – 0 µm, 2 – 0,2 µm, 3 - 5 µm, 4 – 20 µm, 5 – 30 µm
Fig 3.3. Temperature change over time in the system membrane-substrate at
different points of the system. The numbers indicate the coordinates x points:

1− 0µm, 2− 0.2µm, 3− 5µm, 4− 20µm, 5− 30µm

4. Обсуждение полученных результатов

При экспериментальном исследовании ВАХ плёнки необходимо обеспечить хоро-
ший теплоотвод, чтобы её нагрев не превышал нескольких десятых градуса. Поэтому
результаты численного моделирования процесса теплоотдачи плёнки, приведенные в
настоящей работе актуальны, в частности, для вышеотмеченной цели.

Из полученных результатов, приведенных на Рис. 3.1 – 3.3, видно, что максимальная
температура нагрева находитсядостигается внутри плёнки и наибольшее ее значение –
в конце импульса. Внешняя (x = 0 nm) и внутренняя (x = 400 nm) границы плёнки
имеют разные температуры. Максимальная разность температур поверхностей плёнки
достигается также в конце импульса и равна в нашем случае: ∆us = u(400нм, 250µs)−
u(0, 250µs) ≈ 0, 12 K. Значение максимума температуры нагрева плёнки зависит от
параметра H (равного отношению теплоотдачи к теплопроводности материала) т. е.
umax = 14K+∆umax(H). Данная зависимость приведена на Рис. 4.1. Как видно из
данного рисунка, ∆umax при малых H с возрастанием данного параметра резко падает,
а при H больше 20µm−1 уменьшается медленно.

В нашем случае величина H неизвестна, но её можно оценить с помощью симметрии
задачи. Для этого сначала необходимо найти такое значение H, при котором максимум
нагрева плёнки приходится на её середину (x = 0, 2µm). В этом случае теплоотда-
ча верхней и нижней поверхностей плёнки будет одинаковой. Т. к. теплопроводности
подложки и контактов известны, можно оценить требуемую H, учитывая, что площадь
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Рис. 4.1. Зависимость температуры максимального локального нагрева плёнки
NbN от параметра H

Fig 4.1. Dependence of the temperature of the maximum local heating of the
membrane NbN on H

контактов составляет около 20 % площади плёнки. Было получено H = 50 µm−1. Такое
высокое значение параметра H могут обеспечить прижимные контакты с высокой теп-
лопроводностью. В качестве материала контактов целесообразно использовать берил-
лиевую бронзу (BeCu). Большая теплопроводность (λBeCu = 754 W/(m ·K)) и упругие
свойства BeCu, в частности предел усталости, вместе с высокой коррозийной стойко-
стью делают этот материал чрезвычайно подходящим для изготовления прижимных
контактов.

5. Заключение

В работе показано, что при хорошем теплоотводе поверхностями плёнки можно до-
стичь нагрева плёнки всего лишь на 0,2–0,3 К. Это может быть достигнуто, напри-
мер, применением прижимных контактов из бериллиевой бронзы, что позволяет прово-
дить исследование ВАХ сверхпроводников вблизи критической температуры перехода
в сверхпроводящее состояние с токами высокой плотности (104 − 105A/cm2) без значи-
тельного нагрева образцов. Полученный результат работы показывает, что небольшой
рост температуры, вызванный импульсом тока, вносит незначительные искажения в
реальные ВАХ.
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Mathematical modeling of heat transfer in the
film-substrate-thermostat system during heating of an
electrically conductive film by a high-density pulse
current
N.D. Kuzmichev, M.A. Vasyutin, E. V. Danilova, E. A. Lapshina

National Research Mordovia State University (Saransk, Russian Federation)
Abstract. Mathematical modeling of heat transfer in the film-substrate-thermostat system with
a pulsed flow of high-density current through an electrically conductive film has been carried out.
On the basis of the simulation, the analysis of the heating of a niobium nitride film with a high
resistivity near the critical temperature of the transition to the superconducting state is made. The
inhomogeneous heat conduction equation which is solved numerically, simulates heat transfer in the
film-substrate-thermostat system for the third on the left and the first on the right initial boundary
value problem. Using the symmetry of the problem, the parameter H is determined, which is equal
to the ratio of the heat transfer of the film surface to its thermal conductivity; this parameter
is necessary for effective heat removal. It is shown that effective heat removal from films can be
provided by current-carrying and potential clamping contacts made, for example, of beryllium bronze.
This makes possible to study the current-voltage characteristics of superconductors near the critical
transition temperature to the superconducting state with high-density currents (104 − 105A/cm2)
without significant heating of the samples.
Key Words: inhomogeneous heat conduction equation, 1st initial-boundary value problem, 3rd
initial-boundary value problem, niobium nitride membrane, pulsed heating by current
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