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Аннотация. Предложены нелинейные математические модели, описывающие динамику тру-
бопровода с протекающей в нем жидкостью: а) модель изгибно-крутильных колебаний с двумя
степенями свободы; б) модель, описывающая изгибно-крутильные колебания с учетом нелиней-
ности изгибающего момента и центробежной силы; в) модель, учитывающая совместные про-
дольные, изгибные (поперечные) и крутильные колебания. Все предложенные модели описыва-
ются нелинейными дифференциальными уравнениями с частными производными для неизвест-
ных функций деформаций. Для описания динамики трубопровода используется нелинейная
теория твеqрдого деформируемого тела, учитывающая поперечные, тангенциальные и продоль-
ные деформации трубопровода. Исследуется динамическая устойчивость изгибно-крутильных
и продольно-изгибно-крутильных колебаний трубопровода. Принятые в работе определения
устойчивости деформируемого тела соответствуют концепции устойчивости динамических си-
стем по Ляпунову. Задача об исследовании динамической устойчивости, а именно устойчивости
по начальным данным, формулируется следующим образом: при каких значениях параметров,
характеризующих систему «газ-тело», малым отклонениям тела от положения равновесия в
начальный момент времени будут соответствовать малые отклонения и в любой момент вре-
мени. Для предложенных моделей построены положительно определенные функционалы типа
Ляпунова, на основе которых исследуется динамическая устойчивость трубопровода. Получе-
ны достаточные условия устойчивости, налагающие ограничения на параметры механической
системы.
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1. Введение

Актуальной проблемой во многих отраслях техники является задача исследования
динамики и устойчивости составных частей конструкций, устройств, приборов, уста-
новок различного назначения при аэрогидродинамическом воздействии. Такого рода
задачи возникают на этапе проектирования в приборостроении, авиаракетостроении,
машиностроении и т. д. Изучению и описанию колебаний трубопроводов, распростра-
нения волн в трубопроводах, содержащих газожидкостную среду, устойчивости упругих
тел, взаимодействующих с потоком жидкости, посвящено большое количество теоре-
тических и экспериментальных исследований, проведенных с середины прошлого века
до сегодняшних дней и представленных, например, [1–14]. Среди публикаций авторов
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данной статьи по исследованию динамики и устойчивости упругих тел, взаимодейству-
ющих с потоком жидкости или газа, отметим статьи и монографии [15–19].

В данной статье исследуется устойчивость решений начально-краевых задач для
нелинейных дифференциальных уравнений с частными производными, описывающих
динамику трубопровода с учетом кручения. Для описания динамики трубопровода
с протекающей в нем жидкостью предложены модельные уравнения, описывающие
изгибно-крутильные колебания с двумя степенями свободы, уравнения, описывающие
изгибно-крутильные колебания с учетом нелинейности изгибающего момента и центро-
бежной силы, а также уравнения, описывающие совместные продольные, изгибные и
крутильные колебания. Для исследования устойчивости используется аналитический
метод, который основан на построении положительно определенных функционалов ти-
па Ляпунова для указанных математических моделей.

2. Математические модели

1) Модель изгибно-крутильных колебаний с двумя степенями свободы имеет вид

mẅ + EJw
′′′′

+
(
N(t) +m∗U

2(t)
)
w′′ + 2m∗U(t)ẇ′ +m∗U̇(t)w′ + α2ẇ

′′′′
+ α1ẇ+

+ α0w + g(w, ẇ)−mσθ̈ = Q, (2.1)

Jmθ̈ −GJkθ
′′ − β2θ̇

′′ + β1θ̇ + β0θ + h(θ, θ̇)−mσẅ =M. (2.2)

Здесь w(x, t), θ(x, t) – поперечная деформация и угол закручивания сечения с ко-
ординатой x в момент времени t; EJ и GJk – изгибная и крутильная жесткости;
Jm = mr2 – массовый момент инерции сечения (r – радиус инерции); m = m0+m∗; m0,
m∗ – погонные массы трубопровода и жидкости; U(t) – скорость жидкости в трубопро-
воде; N(t) – сжимающее (растягивающее) продольное усилие; σ – расстояние от центра
тяжести до центра жесткости; α2, β2 – коэффициенты демпфирования (в поперечном и
тангенциальном направлениях) материала трубопровода; α1, β1, α0, β0 – коэффициен-
ты демпфирования и жесткости внешней связи; функции g(w, ẇ) и h(θ, θ̇) учитывают
нелинейные составляющие жесткости (упругости) и демпфирования (трения) внешних
связей (например, упрочняющего слоя) в поперечном и тангенциальном направлениях;
Q(w, ẇ, θ, θ̇) и M(w, ẇ, θ, θ̇) – поперечное воздействие и крутящий момент внешних воз-
действий. Штрих и точка сверху обозначают производные по координате x и времени
t соответственно.

2) Модель изгибно-крутильных колебаний, учитывающая нелинейность изгибающе-
го момента и центробежной силы, имеет вид

mẅ +

[
EJw′′

(
1− 3

2
w′2
)]′′

+m∗U
2(t)w′′

(
1− 3

2
w′2
)
+N(t)w′′ + 2m∗U(t)ẇ′+

+ m∗U̇(t)w′ + α2ẇ
′′′′

+ α1ẇ + α0w + g(w, ẇ)−mσθ̈ = Q, (2.3)

Jmθ̈ −GJkθ
′′ − β2θ̇

′′ + β1θ̇ + β0θ + h(θ, θ̇)−mσẅ =M. (2.4)

3) Модель, учитывающая совместные продольные, поперечные (изгибные) и кру-
тильные деформации, имеет вид

−EF
(
u′ +

1

2
w′2
)′

+mü− γ2u̇
′′ + γ1u̇+ γ0u+ f(u, u̇) = P, (2.5)
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− EF

[
w′
(
u′ +

1

2
w′2
)]′

+mẅ + EJw′′′′ +
(
N(t) +m∗U

2(t)
)
w′′ + 2m∗U(t)ẇ′+

+ m∗U̇(t)w′ + α2ẇ
′′′′ + α1ẇ + α0w + g(w, ẇ)−mσθ̈ = Q, (2.6)

Jmθ̈ −GJkθ
′′ − β2θ̇

′′ + β1θ̇ + β0θ + h(θ, θ̇)−mσẅ =M. (2.7)
Здесь u(x, t) – продольная деформация; P – продольное внешнее воздействие; функция
f(u, u̇) учитывает нелинейную составляющую жесткости и демпфирования внешних
связей в продольном направлении; γ2 – коэффициент демпфирования (в продольном
направлении) материала трубопровода; γ1, γ0 – коэффициенты демпфирования и жест-
кости внешней связи.

Функции f(u, u̇), g(w, ẇ), h(θ, θ̇) можно представить, например, в виде

f(u, u̇) =
df0(u)

du
+

∞∑
k=1

f2k−1(u)u̇
2k−1,

g(w, ẇ) =
dg0(w)

dw
+

∞∑
k=1

g2k−1(w)ẇ
2k−1,

h(θ, θ̇) =
dh0(θ)

dθ
+

∞∑
k=1

h2k−1(θ)θ̇
2k−1,

(2.8)

при этом fk(u), gk(w), hk(θ), k = 0÷∞, неотрицательны. В случае, когда зависимости
(2.8) определяются экспериментальным путем, вместо рядов можно брать конечные
суммы.

3. Исследование динамической устойчивости

Рассмотрим модель изгибно-крутильных колебаний (2.1)–(2.2). Введем в рассмот-
рение функционал

J(w, θ) ≡ J(t) =

∫ l

0

[
H(ẇ, θ̇) + EJ(w′′)2 + α0w

2 + β0θ
2 +GJk(θ

′)2 −

− (N(t) +m∗U
2(t))(w′)2 + 2g0(w) + 2h0(θ)

]
dx, (3.1)

где H(ẇ, θ̇) = m(ẇ2 − 2σẇθ̇+ r2θ̇2) – квадратичная форма, являющаяся положительно

определенной при r > σ. Для производной
dJ

dt
этого функционала, согласно (2.1)– (2.2)

получим

1

2

dJ

dt
= −

l∫
0

[
α2(ẇ

′′)2 + β2(θ̇
′)2 + β1θ̇

2 + α1ẇ
2 +m∗U̇(t)ẇw′ +

+
1

2

(
Ṅ(t) + 2m∗U(t)U̇(t)

)
(w′)2 +

∞∑
k=1

g2k−1(w)ẇ
2k +

∞∑
k=1

h2k−1(θ)θ̇
2k

]
dx−

−
[
EJ(w′′′ẇ − w′′ẇ′) +

(
N(t) +m∗U

2(t)
)
ẇw′ +m∗U(t)ẇ2+

+α2(ẇ
′′′ẇ − ẇ′′ẇ′)−GJkθ

′θ̇ − β2θ̇
′θ
]∣∣∣l

0
+

l∫
0

(Qẇ +Mθ̇)dx. (3.2)
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Предположим, что концы трубопровода x = 0, x = l закреплены жестко или шар-
нирно (w = w′ = 0 или w = w′′ = 0), при этом на концах θ = 0 или θ′ = 0, а внешние
воздействия Q, M удовлетворяют условию

l∫
0

(Mẇ +Qθ̇) ≤ 0, (3.3)

что имеет место, в частности, для свободных колебаний.
Справедливы неравенства [20]

l∫
0

w′2dx ≤ µ1

l∫
0

w′′2dx,

l∫
0

w2dx ≤ µ2

l∫
0

w′2dx, (3.4)

где µ1, µ2 – некоторые положительные константы.
С учетом принятых предположений и неравенств (3.4), а также учитывая положи-

тельность коэффициентов демпфирования и жесткости, согласно (3.2) получим

1

2

dJ

dt
≤ −

l∫
0

L(ẇ, w′)dx, (3.5)

где L(ẇ, w′) – квадратичная форма, определяемая выражением

L(ẇ, w′) =

(
α2

µ1µ2
+ α1

)
ẇ2 +mU̇(t)ẇw′ +

1

2
(Ṅ(t) + 2m∗U(t)U̇(t))w′2. (3.6)

Если выполняется условие

2

(
α2

µ1µ2
+ α1

)[
Ṅ(t) + 2m∗U(t)U̇(t)

]
≥ m2U̇2(t), (3.7)

то квадратичная форма L(ẇ, w′) является положительно определенной, и тогда
dJ

dt
≤ 0,

J(t) ≤ J(0), откуда с учетом (3.1), (3.4) получим

l∫
0

[
H(ẇ, θ̇) +

(
EJ

µ1
−N(t)−m∗U

2(t)

)
w′2 +GJkθ

′2 + α0w
2 + β0θ

2 +

+ 2g0(w) + 2h0(θ)

]
(x, t)dx ≤ J(t) ≤ J(0) =

l∫
0

[
H(ẇ, θ̇) + EJw′′2 −

− (N +m∗U
2)w′2 +GJkθ

′2 + α0w
2 + β0θ

2 + 2g0(w) + 2h0(θ)

]
(x, 0)dx.

(3.8)

Из неравенства (3.8) следует

Т е о р е м а 3.1 Если r > σ, а также выполнены условия

N +m∗U
2 ≤ EJ

µ1
, 2

(
α2

µ1µ2
+ α1

)
d

dt
(N +m∗U

2) ≥ m2

(
dU

dt

)2

, (3.9)

то имеет место динамическая устойчивость изгибно-крутильных колебаний трубо-
провода.
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З а м е ч а н и е 3.1 Речь идет об устойчивости решений начально-краевых
задач (устойчивости по Ляпунову) для функций w(x, t), θ(x, t) и их производных
ẇ(x, t), θ̇(x, t), w′(x, t), θ′(x, t) (по отношению к возмущениям начальных данных
w(x, 0), θ(x, 0), ẇ(x, 0), θ̇(x, 0), w′(x, 0), θ′(x, 0), w′′(x, 0)).

Рассмотрим теперь модель, которая описывается уравнениями (2.5)–(2.7). Рассмот-
рим функционал

S(u,w, θ) ≡ S(t) =

l∫
0

[
EF

(
u′ +

1

2
w′2
)2

+H(ẇ, θ̇) + EJ(w′′)2 +GJk(θ
′)2 +

+ mu̇2 − (N(t) +m∗U
2(t))w′2 + γ0u

2 + α0w
2+

+β0θ
2 + 2f0(u) + 2g0(w) + 2h0(θ)

 dx. (3.10)

Согласно уравнениям (2.5)–(2.7) имеем

1

2

dS

dt
= −

l∫
0

[
γ2(u̇

′)2 + α2(ẇ
′′)2 + β2(θ̇

′)2 + γ1u̇
2 + α1ẇ

2 + β1θ̇
2 +m∗U̇(t)w′ẇ+

+
1

2
(N(t) +m∗U

2(t))w′2 +

∞∑
k=1

f2k−1(u)u̇
2k +

∞∑
k=1

g2k−1(w)ẇ
2k +

+

∞∑
k=1

h2k−1(θ)θ̇
2k

]
dx−

[
EJ(w′′′ẇ − w′′ẇ′)− EF

(
u′ +

1

2
w′2
)
(u̇+ w′ẇ)−

− γ2u̇
′u̇+ α2(ẇ

′′′ẇ − ẇ′′ẇ′)− β2θ̇
′θ̇ + (N(t) +m∗U

2(t))w′ẇ+

m∗U(t)ẇ2 −GJkθ
′θ̇

]∣∣∣∣l
0

+

l∫
0

(u̇P + ẇQ+ θ̇M)dx. (3.11)

Предположим, что
l∫

0

(u̇P + ẇQ+ θ̇M)dx ≤ 0. (3.12)

Тогда при шарнирном или жестком закреплении концов трубопровода, согласно (3.11),
запишем

1

2

dS

dt
≤

l∫
0

L(ẇ, w′)dx, (3.13)

откуда при выполнении условия (3.7) найдем

dS

dt
≤ 0, S(t) ≤ S(0).
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Тогда, учитывая (3.4), получим

l∫
0

[
EF

(
u′ +

1

2
w′2
)2

+mu̇2 +H(ẇ, θ̇) +

(
EJ

µ1
−N(t)−m∗U

2(t)

)
w′2 +

+GJk(θ
′)2 + γ0u

2 + α0w
2 + β0θ

2 + 2f0(u) + 2g0(w) + 2h0(θ)
]
(x, t)dx ≤

≤ S(t) ≤ S(0) =

l∫
0

[
EF

(
u′ +

1

2
w′2
)2

+mu̇2 +H(ẇ, θ̇) + EJ(w′′)2 +GJk(θ
′)2 −

− (N(t) +m∗U
2(t))w′2 + γ0u

2 + α0w
2 + β0θ

2 + 2f0(u) + 2g0(w) + 2h0(θ)
]
(x, 0)dx.

Из этого неравенства следует

Т е о р е м а 3.2 Если выполнены условия (3.9) и r > σ, то имеет место
устойчивость по Ляпунову решений начально-краевых задач для функций u(x, t),
w(x, t), θ(x, t) и их производных u̇(x, t), ẇ(x, t), θ̇(x, t), u′(x, t), w′(x, t), θ′(x, t) (по от-
ношению к возмущениям начальных данных u(x, 0), w(x, 0), θ(x, 0)), u̇(x, 0), ẇ(x, 0),
θ̇(x, 0), u′(x, 0), w′(x, 0), θ′(x, 0), w′′(x, 0)).
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Investigation of the dynamic stability of
bending-torsional deformations of the pipeline
P.A. Velmisov, Yu.A. Tamarova, Yu.V. Pokladova

Ulyanovsk State Technical University (Ulyanovsk, Russian Federation)
Abstract. Nonlinear mathematical models are proposed that describe the dynamics of a pipeline
with a fluid flowing in it: a) the model of bending-torsional vibrations with two degrees of freedom;
b) the model describing flexural-torsional vibrations taking into account the nonlinearity of the
bending moment and centrifugal force; c) the model that takes into account joint longitudinal,
bending (transverse) and torsional vibrations. All proposed models are described by nonlinear
partial differential equations for unknown strain functions. To describe the dynamics of a pipeline,
the nonlinear theory of a rigid deformable body is used, which takes into account the transverse,
tangential and longitudinal deformations of the pipeline. The dynamic stability of bending-torsional
and longitudinal-flexural-torsional vibrations of the pipeline is investigated. The definitions of the
stability of a deformable body adopted in this work correspond to the Lyapunov concept of stability
of dynamical systems. The problem of studying dynamic stability, namely, stability according to
initial data, is formulated as follows: at what values of the parameters characterizing the gas-body
system, small deviations of the body from the equilibrium position at the initial moment of time will
correspond to small deviations and at any moment of time. For the proposed models, positive definite
functionals of the Lyapunov type are constructed, on the basis of which the dynamic stability of the
pipeline is investigated. Sufficient stability conditions are obtained that impose restrictions on the
parameters of a mechanical system.
Key Words: differential equations, pipeline, deformation, dynamics, flexural-torsional vibrations,
stability, Lyapunov functionals
For citation: P.A. Velmisov, Yu.A. Tamarova, Yu.V. Pokladova. Investigation of the
dynamic stability of bending-torsional deformations of the pipeline. Zhurnal Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva. 23:1(2021), 72–81. DOI: https://doi.org/10.15507/2079-
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