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Итеративный метод второго порядка с постоянными
коэффициентами для монотонных уравнений
в гильбертовом пространстве
c⃝ И. П. Рязанцева1

Аннотация. Исследована сходимость неявного итеративного метода второго порядка с посто-
янными коэффициентами для нелинейных монотонных уравнений в гильбертовом простран-
стве. Для неотрицательных решений разностного числового неравенства второго порядка уста-
новлена оценка сверху. Эта оценка используется при доказательстве сходимости изучаемого
итеративного метода. Сходимость итеративного метода установлена в предположении, что опе-
ратор уравнения на гильбертовом пространстве является монотонным и удовлетворяет условию
Липшица. Достаточные условия сходимости предложенного метода включают также некоторые
соотношения, связывающие параметры, определяющие указанные свойства оператора реша-
емого уравнения и коэффициенты разностного уравнения второго порядка, определяющего из-
учаемый метод. Параметрическое обеспечение предложенного метода подтверждено примером.
Предложенный метод второго порядка с постоянными коэффициентами имеет лучшую оценку
сверху скорости сходимости по сравнению с тем же методом с переменными коэффициентами,
который изучался ранее.
Ключевые слова: гильбертово пространство, сильно монотонный оператор, условие Лип-
шица, разностное уравнение, итеративный процесс второго порядка, оценка сверху решения
числового разностного неравенства второго порядка, теорема Штольца, сходимость

1. Постановка задачи

Пусть H – вещественное гильбертово пpостpанство, (u, v) – скаляpное пpоизведение
элементов u и v из H, A : H → H – нелинейный опеpатоp, обладающий свойствами:

а) A – сильно монотонный оператор, т. е. справедливо неравенство

(Au−Av, u− v) ≥M∥u− v∥2 ∀u, v ∈ H, M > 0; (1.1)

б) A удовлетворяет условию Липшица, т. е.

∥Au−Av∥ ≤ L∥u− v∥ ∀u, v ∈ H, L > 0. (1.2)

Рассмотрим в H уравнение
Ax = f, f ∈ H. (1.3)

В рассматриваемых предположениях оно имеет единственное решение x в H (см., на-
пример, [1–2]).

Построим в H итеративный процесс второго порядка следующего вида

1

τ

(
yn − yn−1

τ
− yn−1 − yn−2

τ

)
+ λ

yn − yn−1

τ
+ µ[Ayn − f ] = 0, n = 1, 2, ... , (1.4)
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где элементы y−1, y0 из H задаются, τ, λ и µ – некоторые положительные постоянные.
Методы вида (1.4) рассматривались ранее в предположении, что λ = λn, τ = τn, где
{λn} и {τn} – бесконечно малые последовательности (см., например, [3]; регуляризо-
ванный вариант в [4]).

Уравнение (1.4) перепишем в следующем виде:

µτAyn +

(
1

τ
+ λ

)
yn = µτf +

2yn−1 − yn−2

τ
+ λyn−1. (1.5)

Таким образом, для нахождения элемента yn при любом n ≥ 1 имеем уравнение с
сильно монотонным непрерывным оператором. Следовательно (см., например, [1–2]),
элемент yn определяется из (1.4) однозначно при всех n ≥ 1.

В данной работе получены достаточные условия сильной сходимости в H процесса
(1.4) к решению (1.1) и установлена оценка скорости его сходимости, которая выше,
чем для итерационного процесса с переменным коэффициентом λ = λn и переменным
τ = τn, изученного в [3].

2. Вспомогательные утверждения

В данном разделе построим оценки сверху для решений разностных числовых
неравенств первого и второго порядка.

Здесь и далее {ωk} и {bk} – последовательности неотрицательных чисел; τ – поло-
жительное число.

Справедливо утверждение (см. [5]).

Л е м м а 2.1 Пусть члены последовательности {ωk} удовлетворяют разност-
ному неравенству первого порядка вида

ωk − ωk−1

τ
− dωk ≤ bk, d < 0, bk ≥ 0,

где элемент ω0 ≥ 0 задаётся, тогда

ωk ≤ ω0exp(−ck) + τ

k∑
i=1

biexp(c(i− k)), k ≥ 1, c =
dτ

dτ − 1
. (2.6)

Пусть теперь члены последовательности {ωn} удовлетворяют разностному неравен-
ству второго порядка следующего вида

ωk − ωk−1

τ
(1 + pτ)− ωk−1 − ωk−2

τ
+ qτωk ≤ bkτ, k ≥ 1, (2.7)

где τ0 > 0; и неотрицательные значения ω0 и ω−1 задаются; p и q – некоторые действи-
тельные числа.
Предположим, что квадратное уравнение

s2 + ps+ q = 0 (2.8)

имеет различные отрицательные корни d1 и d2, тогда p = −(d1 + d2), q = d1d2, и
неравенство (2.7) перепишем в следующей форме:(

ωk − ωk−1

τ
− d1ωk

)
(1− d2τ) ≤

ωk−1 − ωk−2

τ
− d1ωk−1 + bkτ. (2.9)
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Введём обозначение
uk =

ωk − ωk−1

τ
− d1ωk, k ≥ 1, (2.10)

тогда (2.9) примет вид
uk − uk−1

τ
− d2uk ≤ bk, k ≥ 1.

Отсюда, предположив, что uk ≥ 0 при k ≥ 1, на основании Леммы 2.1 имеем

uk ≤ u0exp(−h2k) + τ

k∑
i=1

biexp(h2(i− k)), k ≥ 1, hj =
djτ

djτ − 1
, j = 1, 2. (2.11)

Далее, из (2.10) с учетом установленной оценки (2.11) имеем

ωk − ωk−1

τ
− d1ωk ≤ |u0|exp(−h2k) + τ

k∑
i=1

biexp(h2(i− k)), k ≥ 1.

Это неравенство тем более верно, если какие-то uk ≤ 0. Теперь Лемма 2.1 приводит к
неравенству

ωk ≤ ω0exp(−h1k) +

+ τ

k∑
i=1

|u0|exp(−h2i) + τ

i∑
j=1

bjexp(h2(j − i))

 exp(h1(i− k)). (2.12)

Таким образом, установлено утверждение.

Л е м м а 2.2 Пусть p и q в (2.7) таковы, что уравнение (2.8) имеет различные
отрицательные корни d1 и d2. Тогда имеет место оценка (2.12).

3. Сходимость итеративного метода

Уравнение (1.4) с учётом (1.3) перепишем в виде

1

τ

(
yn − yn−1

τ
− yn−1 − yn−2

τ

)
+ λ

yn − yn−1

τ
+ µ[Ayn −Ax] = 0, n = 1, 2, ... . (3.13)

Умножив (3.13) скалярно на yn − x, придем к равенству(
yn − yn−1

τ
− yn−1 − yn−2

τ
, yn − x

)
+ λ(yn − yn−1, yn − x) + µτ(Ayn −Ax, yn − x) = 0.

(3.14)
Пусть

rn =
∥yn − x∥2

2
, ξn =

yn − yn−1

τ
, ρn =

∥ξn∥2

2
.

Используя неравенство

(φ′(v), v − u) ≥ φ(v)− φ(u) ∀u, v ∈ H, (3.15)

для выпуклого дифференцируемого функционала φ(u) = ∥u∥2/2, получим

(yn − x, yn − yn−1) ≥
∥yn − x∥2

2
− ∥yn−1 − x∥2

2
= rn − rn−1. (3.16)
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Аналогично получаем

(yn − x, yn−2 − yn−1) = (yn−2 − x, yn−2 − yn−1) +

+ (yn − yn−2, yn−2 − yn−1) ≥
∥yn−2 − x∥2

2
− ∥yn−1 − x∥2

2
+

+ (yn − yn−2, yn−2 − yn−1) = rn−2 − rn−1 + (yn − yn−2, yn−2 − yn−1). (3.17)

Теперь, приняв во внимание свойство (1.1) оператора A, (3.16)–(3.17) и числовое нера-
венство ab ≤ a2/2 + b2/2, от (3.14) приходим к оценке

rn − rn−1

τ
− rn−1 − rn−2

τ
+ λ(rn − rn−1) + 2µMτrn ≤

≤ 1

τ
(yn − yn−2, yn−1 − yn−2) = τ

(
yn − yn−1

τ
,
yn−1 − yn−2

τ

)
+

+ τ

∥∥∥∥yn−1 − yn−2

τ

∥∥∥∥2 ≤ τ(ρn + 3ρn−1) = Fn. (3.18)

Следовательно, для получения из последнего неравенства оценки сверху для rn на
основе Леммы 2.2 необходимо исключить из (3.18) величины ρn и ρn−1. Используя
величину ξn, равенство (3.13) перепишем в следующей форме:

ξn − ξn−1

τ
+ λξn + µ(Ayn −Ax) = 0.

Умножив последнее равенство скалярно на ξn, с учетом условия Липшица (1.2) получим

1

τ
(ξn − ξn−1, ξn) + 2λρn ≤ µL∥yn − x∥ ∥ξn∥. (3.19)

Вновь используя (3.15), имеем

(ξn − ξn−1, ξn) ≥ ρn − ρn−1,

и применив в правой части (3.19) приведённое выше числовое неравенство, установим
следующую оценку:

ρn − ρn−1

τ
+ 2λρn ≤ µL(rn + ρn),

т. е.
ρn − ρn−1

τ
+ µ1ρn ≤ µLrn, µ1 = 2λ− µL. (3.20)

Далее считаем, что µ1 > 0.
Пусть

µ̃1 =
µ1

µ1τ + 1
.

Теперь Лемма 2.1 на основании (3.20) позволяет записать оценку

ρn ≤ c1exp(−µ̃1n) + µLτ

n∑
k=1

rkexp(µ̃1(k − n)). (3.21)

Здесь c1 – некоторая положительная постоянная. Далее через ck обозначаем
положительные постоянные при k = 1, 2, 3, ... . Применив к последнему слагаемому
в правой части (3.21) теорему Штольца, приходим к оценке

ρn = c1exp(−µ̃1n) + µLτα1λ1rn, α1 > 1, λ1 =
1

1− exp(−µ̃1)
. (3.22)
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Используя (3.22), получим следующую оценку сверху для величины Fn (см. (3.18)):

Fn ≤ c2exp(−µ̃1n) + µLτ2α1λ1(rn + 3rn−1).

Теперь от (3.18) приходим к неравенству

rn − rn−1

τ
− rn−1 − rn−2

τ
+λ(rn−rn−1)+2µMτrn ≤ c2exp(−µ̃1n)+µLτ

2α1λ1(rn+3rn−1)

или

rn − rn−1

τ
− rn−1 − rn−2

τ
+ (λ+ 3λ1µLα1τ

2)(rn − rn−1) +

+ (2µMτ − 4λ1µLα1τ
2)rn ≤ c2exp(−µ̃1n). (3.23)

Пусть
p = λ+ 3λ1µLα1τ

2, q = 2Mµτ − 4λ1µLα1τ
2, (3.24)

тогда корни квадратного уравнения (2.8) определяются равенствами

s1 = −p
2
+

√
p2

4
− q, s2 = −p

2
−
√
p2

4
− q,

и если q > 0, p2 − 4q > 0, то s1 < 0, s2 < 0, s1 ̸= s2. Неравенство p2 − 4q > 0 вы-
полняется при достаточно больших λ, а неравенство q > 0 справедливо при достаточно
малом τ.

Используя Лемму 2.2, из (3.23) получим оценку вида

rn ≤ r0exp(−σ1n) +

+ τ

n∑
i=1

c3exp(−σ2i) + c2τ

i∑
j=1

exp(−µ̃1j)exp(σ2(j − i))

 exp(σ1(i− n)),(3.25)

где
σk =

skτ

skτ − 1
, k = 1, 2, 0 < σ1 < σ2.

Применив теорему Штольца к членам правой части последнего неравенства,
содержащим суммы, получим

rn ≤ r0exp(−σ1n) + c4exp(−σ2n) + c5exp(−µ̃1n) ≤ c6exp(−σn), σ = min{σ1, µ̃1} > 0.
(3.26)

Следовательно, в рассматриваемых предположениях доказана сходимость последова-
тельности {rn} к нулю при n→ ∞, т. е. yn → x при n→ +∞.

Сформулируем полученный результат.

Т е о р е м а 3.1 Пусть H – вещественное гильбертово пространство, опера-
тор A : H → H обладает свойствами (1.1)–(1.2). Тогда уравнение (1.4) при любых
элементах yn−1, yn−2 из H и любых положительных постоянных λ, µ, τ однозначно
разрешимо относительно элемента yn. Пусть коэффициенты уравнения λ, µ и пара-
метр τ удовлетворяют условиям q > 0, p2 − 4q > 0, где p и q определяются ра-
венствами (3.24), тогда последовательность {yn}, определяемая из уравнения (3.13),
сходится по норме пространства H при n → +∞ к единственному решению уравне-
ния (1.4).
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В работе [3], как уже отмечалось, метод вида (1.4) изучался при λ = λn, где {λn} –
бесконечно малая, и τ = τn, причём последовательность {τn} обладает некоторыми
свойствами, где вместо (3.26) была получена оценка

rn ≤ O (exp(−βλnTn)) , Tn =

n∑
k=1

τk,

β – некоторая положительная постоянная. Метод типа (1.4) изучался в [4], при этом
оценка скорости его сходимости не была установлена. Оценки, полученные в Леммах
2.1 и 2.2, позволили в данной работе построить более простую схему доказательства
сходимости итеративного метода (1.4), чем в [4], и получить оценку скорости сходимости
метода.

Применяя простые расчёты для M = 1, L = 2, α1 = 1.2 найдём, например, σ =
= 0.0000631 при λ = 15, µ = 9, τ = 0.01 и σ = 0.000934 при λ = 39, µ = 25, τ = 0.1.

Заметим, что принять τ = 1 (что упростило бы (1.4)) не удаётся, т. к. в условиях
доказанной теоремы τ должно быть достаточно мало.
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Continuous method of second order with constant
coefficients for monotone equations in Hilbert space
c⃝ I. P. Ryazantseva1

Abstract. Convergence of an implicit second-order iterative method with constant coefficients for
nonlinear monotone equations in Hilbert space is investigated. For non-negative solutions of a second-
order difference numerical inequality, a top-down estimate is established. This estimate is used to
prove the convergence of the iterative method under study. The convergence of the iterative method
is established under the assumption that the operator of the equation on a Hilbert space is monotone
and satisfies the Lipschitz condition. Sufficient conditions for convergence of proposed method also
include some relations connecting parameters that determine the specified properties of the operator
in the equation to be solved and coefficients of the second-order difference equation that defines the
method to be studied. The parametric support of the proposed method is confirmed by an example.
The proposed second-order method with constant coefficients has a better upper estimate of the
convergence rate compared to the same method with variable coefficients that was studied earlier.
Key Words: hilbert space, strongly monotone operator, Lipschitz condition, difference equation,
second-order iterative process, top-down estimate of the solution of a second-order numerical
difference inequality, Stolz’s theorem, convergence
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