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УДК 517.9

Условия нелокальной разрешимости одной системы

двух квазилинейных уравнений первого порядка со

свободными членами

c© М. В. Донцова1

Аннотация. Рассмотрена задача Коши для одной системы двух квазилинейных уравнений
первого порядка со свободными членами. Исследование разрешимости задачи Коши для од-
ной системы двух квазилинейных уравнений первого порядка со свободными членами в исход-
ных координатах основано на методе дополнительного аргумента. Доказано существование
локального решения задачи Коши для одной системы двух квазилинейных уравнений первого
порядка со свободными членами, гладкость которого не ниже, чем гладкости начальных усло-
вий. Определены достаточные условия существования нелокального решения задачи Коши
для одной системы двух квазилинейных уравнений первого порядка со свободными членами,
продолженного конечным числом шагов из локального решения. Доказательство нелокаль-
ной разрешимости задачи Коши для одной системы двух квазилинейных уравнений первого
порядка со свободными членами опирается на оригинальные глобальные оценки.

Ключевые слова: метод дополнительного аргумента, глобальные оценки, задача Коши,
уравнения с частными производными первого порядка

1. Введение

Рассмотрим систему вида

{
∂tu (t, x) + S1(u, v)∂xu (t, x) = f1(t, x),
∂tv(t, x) + S2(u, v)∂xv(t, x) = f2(t, x),

(1.1)

где u(t, x), v(t, x) – неизвестные функции; f1(t, x), f2(t, x), S1, S2 – известные функции.
Для системы уравнений (1.1) определим начальные условия:

u(0, x) = ϕ1(x), v(0, x) = ϕ2(x). (1.2)

Задача (1.1)– (1.2) определена на

ΩT = {(t, x) |0 ≤ t ≤ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0}.

Системы вида (1.1) встречаются в самых различных прикладных задачах из обла-
сти естественных наук. В работе [1] с помощью метода характеристик проводится ана-
лиз разрешимости систем квазилинейных дифференциальных уравнений первого порядка.
При исследовании разрешимости задачи Коши для системы нелинейных и квазилинейных
уравнений методом характеристик в большинстве случаев трудно перейти от характери-
стических переменных к исходным переменным.
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Задача определения условий разрешимости в исходных координатах систем нелиней-
ных и квазилинейных уравнений в частных производных первого порядка эффективно
решается в рамках метода дополнительного аргумента [2–12]. В работе [2] с помощью
данного метода определены условия локальной разрешимости задачи Коши в исходных
координатах для системы двух квазилинейных уравнений, при которых решение имеет
меньшую гладкость, чем начальные функции ϕ1(x), ϕ2(x), и указаны границы интервала
разрешимости. В данной работе с помощью метода дополнительного аргумента опреде-
лены достаточные условия существования и единственности локального решения задачи
Коши (1.1)–(1.2), при которых решение имеет такую же гладкость по x, как и начальные
функции задачи Коши, и достаточные условия нелокальной разрешимости задачи Коши
(1.1)–(1.2).

2. Существование локального решения

В соответствии с методом дополнительного аргумента запишем для задачи (1.1)–(1.2)
расширенную характеристическую систему [2–12]:

dη1(s, t, x)

ds
= S1(w1(s, t, x), w3(s, t, x)), (2.1)

dη2(s, t, x)

ds
= S2(w4(s, t, x), w2(s, t, x)), (2.2)

dw1(s, t, x)

ds
= f1(s, η1), (2.3)

dw2(s, t, x)

ds
= f2(s, η2), (2.4)

w3(s, t, x) = w2(s, s, η1), w4(s, t, x) = w1(s, s, η2), (2.5)

w1(0, t, x) = ϕ1(η1(0, t, x)), w2(0, t, x) = ϕ2(η2(0, t, x)), ηi(t, t, x) = x, i = 1, 2. (2.6)

Неизвестные функции ηi, wj , i = 1, 2, j = 1, 4 зависят не только t и x, но и от до-
полнительного аргумента s. Интегрируя уравнения (2.1)–(2.4) по аргументу s и учитывая
условия (2.5)–(2.6), получим эквивалентную систему интегральных уравнений

η1(s, t, x) = x−
t∫

s

S1(w1, w3)dν, (2.7)

η2(s, t, x) = x−
t∫

s

S2(w4, w2)dν, (2.8)

w1(s, t, x) = ϕ1(η1(0, t, x)) +

s∫

0

f1(ν, η1)dν, (2.9)

w2(s, t, x) = ϕ2(η2(0, t, x)) +

s∫

0

f2(ν, η2)dν, (2.10)

w3(s, t, x) = w2(s, s, η1), w4(s, t, x) = w1(s, s, η2). (2.11)
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Подставим (2.7)–(2.8) в (2.9)–(2.11), получим следующую систему:

w1(s, t, x) = ϕ1

(

x−
t

∫
0
S1(w1, w3)dν

)

+

s∫

0

f1

(

ν, x−
t

∫
ν
S1(w1, w3)dτ

)

dν, (2.12)

w2(s, t, x) = ϕ2

(

x−
t

∫
0
S2(w4, w2)dν

)

+

s∫

0

f2

(

ν, x−
t

∫
ν
S2(w4, w2)dτ

)

dν, (2.13)

w3(s, t, x) = w2

(

s, s, x−
t

∫
s
S1(w1, w3)dν

)

, (2.14)

w4(s, t, x) = w1

(

s, s, x−
t

∫
s
S2(w4, w2)dν

)

. (2.15)

Обозначим ΓT = {(s, t, x)| 0 ≤ s ≤ t ≤ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0},

Cϕ = max{sup
R

∣
∣
∣ϕ

(l)
i

∣
∣
∣

∣
∣i = 1, 2, l = 0, 2}, Cf = max{sup

ΩT

|f1| , sup
ΩT

|f2| , sup
ΩT

|∂xf1| , sup
ΩT

|∂xf2|},

ZK = {(u, v) |u, v ∈ [−K,K]} , где K – произвольно зафиксированное положительное чис-

ло; l = max

{

sup
ZK

|∂uS1| , sup
ZK

|∂vS1| , sup
ZK

|∂uS2| , sup
ZK

|∂vS2|
}

, C̄1,2,2(ΩT ) – пространство функ-

ций один раз дифференцируемых по переменной t; дважды дифференцируемых по пе-
ременной x, имеющих смешанные производные второго порядка и ограниченные вместе
со своими производными на ΩT ; C̄α1,α2,...αn(Ω∗) – пространство функций, определенных,
непрерывных и ограниченных вместе со своими производными до порядка αm по m-му
аргументу, m = 1, n, на неограниченном подмножестве Ω∗ ⊂ Rn, n = 1, 2.....

Для произвольной функции U введем норму ‖U‖ = sup
ΓT

|U(s, t, x)| без указания в

символе‖‖ области, по которой норма вычисляется, так как каждый раз это будет по-
нятно из контекста.

Справедлива следующая теорема, в которой сформулированы условия существования
локального решения задачи Коши (1.1)–(1.2), которое имеет такую же гладкость по x, как
и начальные функции задачи Коши.

Т е о р е м а 2.1 Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ C̄2(R), f1, f2 ∈ C̄2,2(ΩT ), S1, S2 ∈ C̄2,2(ZK), где

T 6 min

{
Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

}

, K = 2Cϕ и выполняются условия

∂uS1 < 0, ∂vS1 > 0, ∂uS2 < 0, ∂vS2 > 0 на ZK ,

ϕ′

1(x) ≤ 0, ϕ′

2(x) ≥ 0 на R, ∂xf1 ≤ 0, ∂xf2 ≥ 0 на ΩT .

Тогда для любого T 6 min

{
Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

}

задача Коши (1.1)–(1.2) имеет единствен-

ное решение u(t, x), v(t, x) ∈ C̄1,2,2(ΩT ), которое определяется из системы интегральных
уравнений (2.12)–(2.15).

Теорема 2.1 следует из выполнения условий трех лемм.

Л е м м а 2.1 Если функции wj, j = 1, 4, удовлетворяют системе интегральных
уравнений (2.12)–(2.15) и являются непрерывно дифференцируемыми и ограниченными
вместе со своими первыми производными, то функции

u(t, x) = w1(t, t, x), v(t, x) = w2(t, t, x)
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будут решением задачи Коши (1.1)–(1.2) на ΩT0, T0 ≤ T , где T0 – константа, определяе-
мая через исходные данные.

Лемма 2.1 доказывается аналогично утверждению из работ [2–3], [5], [7–8], [10–11].

Л е м м а 2.2 При выполнении условий

ϕ1, ϕ2 ∈ C̄2(R), f1, f2 ∈ C̄2,2(ΩT ), S1, S2 ∈ C̄2,2(ZK), K = 2Cϕ,

T 6 min

{
Cϕ

4Cf

,
3

40Cϕl

}

(2.16)

система интегральных уравнений (2.12)–(2.15) имеет единственное решение

wj ∈ C1,1,1(ΓT ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство этой леммы проводится по схеме, изложенной
в работе [2]. Нулевое приближение к решению системы интегральных уравнений (2.12)–
(2.15) зададим равенствами w10(s, t, x) = ϕ1(x), w20(s, t, x) = ϕ2(x).

Первое и последующие приближения системы уравнений (2.12)–(2.15) определим при
помощи рекуррентной последовательности систем уравнений (n = 1, 2, . . .)

w1n = ϕ1

(

x−
t

∫
0
S1(w1n, w3n)dν

)

+

s∫

0

f1

(

ν, x−
t

∫
ν
S1(w1n, w3n)dτ

)

dν, (2.17)

w2n = ϕ2(x−
t∫

0

S2(w4n, w2n)dν) +

s∫

0

f2(ν, x−
t∫

ν

S2(w4n, w2n)dτ)dν, (2.18)

w3n = w2(n−1)

(

s, s, x−
t

∫
s
S1(w1n, w3n)dν

)

, (2.19)

w4n = w1(n−1)

(

s, s, x−
t

∫
s
S2(w4n, w2n)dν

)

. (2.20)

Теперь при каждом n систему (2.17)–(2.20) решим (докажим существование решения)
с помощью своего процесса последовательных приближений.

Для системы уравнений (2.17)–(2.20) нулевое приближение определим равенствами
w0

jn = wj(n−1), j = 1, 4. Для системы уравнений (2.17)–(2.20) первое и все последующие
приближения определим на основе соотношений

wk+1
1n = ϕ1

(

x−
t

∫
0
S1(w

k
1n, w

k
3n)dν

)

+

s∫

0

f1

(

ν, x−
t

∫
ν
S1(w

k
1n, w

k
3n)dτ

)

dν, (2.21)

wk+1
2n = ϕ2

(

x−
t

∫
0
S2(w

k
4n, w

k
2n)dν

)

+

s∫

0

f2

(

ν, x−
t

∫
ν
S2(w

k
4n, w

k
2n)dτ

)

dν, (2.22)

wk+1
3n = w2(n−1)

(

s, s, x−
t

∫
s
S1(w

k
1n, w

k
3n)dν

)

, (2.23)

wk+1
4n = w1(n−1)

(

s, s, x−
t

∫
s
S2(w

k
4n, w

k
2n)dν

)

. (2.24)
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Так же, как в [2], [7–8], [10] устанавливается, что при выполнении условия

T 6 min

{
Cϕ

2Cf

,
1

12Cϕl

}

(2.25)

последовательные приближения (2.21)–(2.24) сходятся к непрерывному и ограниченному
решению системы (2.17)–(2.20), для которого справедливы оценки ‖wjn‖ ≤ 2Cϕ, j = 1, 4.

При выполнении условия (2.25) справедливы оценки

||wk+1
1nx || ≤ 4Cϕ, ||wk+1

2nx || ≤ 4Cϕ, ||wk+1
3nx || ≤ 8Cϕ, ||wk+1

4nx || ≤ 8Cϕ.

При выполнении условия (2.25) последовательные приближения wk
jnx, j = 1, 4 сходятся

при k → ∞, а значит, существуют производные wjnx, j = 1, 4, и справедливы оценки

‖∂xw1n‖ ≤ 4Cϕ, ‖∂xw2n‖ ≤ 4Cϕ, ‖∂xw3n‖ ≤ 8Cϕ, ‖∂xw4n‖ ≤ 8Cϕ.

При выполнении условия (2.25) последовательные приближения, определяемые из си-
стемы (2.17)–(2.20), сходятся к непрерывному решению системы (2.12)–(2.15), для которо-
го справедливы оценки ‖wj‖ ≤ 2Cϕ, j = 1, 4.

При выполнении условия (2.16) wjnx → wjx = ∂xwj , j = 1, 4, где функции ∂xwj явля-
ются непрерывными по всем своим аргументам на ΓT , cправедливы оценки

‖∂xwi‖ ≤ 4Cϕ, i = 1, 2, ‖∂xw3‖ ≤ 8Cϕ, ‖∂xw4‖ ≤ 8Cϕ.

Аналогично доказывается, что wj, j = 1, 4, имеет непрерывные и ограниченные производ-
ные по переменной t на ΓT . Единственность решения доказывается так же, как в статье
[2].

В нижеследующей лемме утверждается, что при выполнении следующих условий

∂uS1 < 0, ∂vS1 > 0, ∂uS2 < 0, ∂vS2 > 0 на ZK ,

ϕ′

1(x) ≤ 0, ϕ′

2(x) ≥ 0 на R, ∂xf1 ≤ 0, ∂xf2 ≥ 0 на ΩT ,
(2.26)

решение имеет такую же гладкость по x, как и начальные функции. Этот результат имеет
определяющее значение для возможности продолжения решения.

Л е м м а 2.3 Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ C̄2(R), f1, f2 ∈ C̄2,2(ΩT ), S1, S2 ∈ C̄2,2(ZK), K = 2Cϕ,
тогда при выполнении условий (2.16), (2.26) функции wj , j = 1, 4, представляющие собой
решение системы уравнений (2.12)–(2.15), имеют непрерывные и ограниченные производ-

ные
∂2wj

∂x2
,
∂2wj

∂x∂t
, j = 1, 4, на ΓT , где T 6 min

{
Cϕ

4Cf
,

3

40Cϕl

}

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Дважды продифференцируем последовательные приближения
(2.17)–(2.20) по x. Обозначим ωn

j = wjnxx, j = 1, 4, получим систему уравнений

ωn
1 (s, t, x) = −ϕ′

1

(

x−
t

∫
0
S1(w1n, w3n)dν

) t∫

0

(∂uS1ω
n
1 + ∂vS1ω

n
3 )dν−

−
s∫

0

∂xf1

t∫

ν

(∂uS1ω
n
1 + ∂vS1ω

n
3 )dτdν +G1(s, t, x, w1n, w3n, w1nx, w3nx), (2.27)
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ωn
2 (s, t, x) = −ϕ′

2

(

x−
t

∫
0
S2(w4n, w2n)dν

) t∫

0

(∂uS2ω
n
4 + ∂vS2ω

n
2 )dν−

−
s∫

0

∂xf2

t∫

ν

(∂uS2ω
n
4 + ∂vS2ω

n
2 )dτdν +G2(s, t, x, w2n, w4n, w2nx, w4nx), (2.28)

ωn
3 (s, t, x) = ωn−1

2 ·
(

1−
t

∫
s
(∂uS1w1nx + ∂vS1w3nx)dν

)2

−

− w2(n−1)x

t∫

s

(∂uS1ω
n
1 + ∂vS1ω

n
3 )dν +G3(s, t, x, w1n, w3n, w1nx, w3nx), (2.29)

ωn
4 (s, t, x) = ωn−1

1 ·
(

1−
t

∫
s
(∂uS2w4nx + ∂vS2w2nx)dν

)2

−

− w1(n−1)x

t∫

s

(∂uS2ω
n
4 + ∂vS2ω

n
2 )dν +G4(s, t, x, w2n, w4n, w2nx, w4nx), (2.30)

где Gj , j = 1, 2, 3, 4, – известные функции.
При выполнении условия (2.16) с учетом установленных выше оценок ‖wjn‖ ≤ 2Cϕ,

j = 1, 4, получим

∣
∣
∣
∣
∣
∣

t∫

s

S1(w1n, w3n)dν

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ SKT,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

t∫

s

S2(w4n, w2n)dν

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ SKT,

SK = max

{

sup
ZK

|S1| , sup
ZK

|S2|
}

, K = 2Cϕ.

Зафиксируем точку x0 ∈ R1. Рассмотрим множество

Ωx0 = {x |x0 − SKT ≤ x ≤ x0 + SKT}, K = 2Cϕ.

Возьмем x1, x2 ∈ Ωx0 .
При выполнении условий (2.16), (2.26) установлено, что справедливы неравенства

|η1n(s, t, x1)− η1n(s, t, x2)| ≤ |x1 − x2|,
|η2n(s, t, x1)− η2n(s, t, x2)| ≤ |x1 − x2|,

где η1n(s, t, x) = x−
t∫

s

S1(w1n, w3n)dν, η2n(s, t, x) = x−
t∫

s

S2(w4n, w2n)dν.

Таким образом, установлена равностепенная непрерывность функций ωn
1 , ω

n
2 по x при

x ∈ Ωx0 , из которой следует равностепенная непрерывность функций ωn
1 , ω

n
2 по x в вы-

бранной произвольной точке x0 ∈ R. Равностепенная непрерывность функций ωn
1 , ω

n
2 по x

используется для доказательства сходимости последовательных приближений ωn
j , j = 1, 4.
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Рассмотрим систему уравнений

ω̃n
1 = −ϕ′

1

(

x−
t

∫
0
S1(w1, w3)dν

) t∫

0

(∂uS1ω̃
n
1 + ∂vS1ω̃

n
3 )dν−

−
s∫

0

∂xf1

t∫

ν

(∂uS1ω̃
n
1 + ∂vS1ω̃

n
3 )dτdν +G1(s, t, x, w1, w3, w1x, w3x), (2.31)

ω̃n
2 = −ϕ′

2

(

x−
t

∫
0
S2(w4, w2)dν

) t∫

0

(∂uS2ω̃
n
4 + ∂vS2ω̃

n
2 )dν−

−
s∫

0

∂xf2

t∫

ν

(∂uS2ω̃
n
4 + ∂vS2ω̃

n
2 )dτdν +G2(s, t, x, w2, w4, w2x, w4x), (2.32)

ω̃n
3 = ω̃n−1

2 ·
(

1−
t

∫
s
(∂uS1w1x + ∂vS1w3x)dν

)2

− w2x

t∫

s

(∂uS1ω̃
n
1 + ∂vS1ω̃

n
3 )dν+

+G3(s, t, x, w1, w3, w1x, w3x), (2.33)

ω̃n
4 = ω̃n−1

1 ·
(

1−
t

∫
s
(∂uS2w4x + ∂vS2w2x)dν

)2

− w1x

t∫

s

(∂uS2ω̃
n
4 + ∂vS2ω̃

n
2 )dν+

+G4(s, t, x, w2, w4, w2x, w4x), (2.34)

где Gj, j = 1, 2, 3, 4, – известные функции.
Доказывается, что при выполнении условий (2.16), (2.26) система рекуррентных урав-

нений (2.31)–(2.34) при каждом n имеет решение, причем ω̃n
j → ω̃j , j = 1, 4, справедливы

оценки
‖ω̃1‖ ≤ 2Cϕ, ‖ω̃2‖ ≤ 2Cϕ, ‖ω̃3‖ ≤ 4Cϕ, ‖ω̃4‖ ≤ 4Cϕ.

Далее доказывается, что последовательные приближения ωn
j сходятся к функциям ω̃j ,

j = 1, 4, при n→ ∞.

Получим, что wjnxx → wjxx = ω̃j, где функции
∂2wj

∂x2
, j = 1, 4, непрерывны и ограничены

на ΓT при выполнении условий (2.16), (2.26).
Аналогично устанавим, что существуют непрерывные и ограниченные производные

∂2wj

∂x∂t
, j = 1, 4 на ΓT при выполнении условий (2.16), (2.26).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а к о н ч е н о.

3. Существование нелокального решения

Т е о р е м а 3.1 Пусть

ϕ1, ϕ2 ∈ C̄2(R), f1, f2 ∈ C̄2,2(ΩT ), S1, S2 ∈ C̄2,2(ZK), K = Cϕ + TCf

М. В. Донцова. Условия нелокальной разрешимости одной системы двух квазилинейных . . .



324 Журнал СВМО. Том 21, № 3. 2019

и выполняются условия (2.26). Тогда для любого T > 0 задача Коши (1.1)– (1.2) име-
ет единственное решение u(t, x), v(t, x) ∈ C̄1,2,2(ΩT ), которое определяется из системы
интегральных уравнений (2.12)–(2.15).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Продифференцируем систему уравнений (1.1) по x. Обозначим
p(t, x) = ∂xu(t, x), q(t, x) = ∂xv(t, x), получим







∂tp+ S1(u, v)∂xp = −∂uS1p
2 − ∂vS1pq + ∂xf1,

∂tq + S2(u, v)∂xq = −∂vS2q
2 − ∂uS2pq + ∂xf2,

p(0, x) = ϕ′

1(x), q(0, x) = ϕ′

2(x).
(3.1)

Добавим к системе уравнений (2.7)–(2.11) два уравнения






dγ1(s, t, x)
ds

= −∂uS1γ
2
1(s, t, x)− ∂vS1γ1(s, t, x)γ2(s, s, η1) + ∂xf1(s, η1),

dγ2(s, t, x)
ds

= −∂vS2γ
2
2(s, t, x)− ∂uS2γ1(s, s, η2)γ2(s, t, x) + ∂xf2(s, η2),

(3.2)

с начальными условиями

γ1(0, t, x) = ϕ′

1(η1), γ2(0, t, x) = ϕ′

2(η2). (3.3)

Перепишем систему уравнений (3.2) в следующем виде:






γ1 (s, t, x) = ϕ′

1(η1) +
s∫

0

[−∂uS1γ
2
1 − ∂vS1γ1γ2(ν, ν, η1) + ∂xf1]dν,

γ2(s, t, x) = ϕ′

2(η2) +
s∫

0

[−∂vS2γ
2
2 − ∂uS2γ2γ1(ν, ν, η2) + ∂xf2]dν.

(3.4)

Аналогично тому, как это выполнено в [5], [7–8], [10–11] доказывается существование
непрерывно дифференцируемого решения задачи (3.4). Следовательно,

γ1(t, t, x) = p(t, x) =
∂u

∂x
, γ2(t, t, x) = q(t, x) =

∂v

∂x
.

Для вывода глобальных оценок отметим, что из (2.7)–(2.11) следуют оценки

‖wi‖ 6 Cϕ + TCf , i = 1, 2.

Следовательно,
‖u‖ 6 Cϕ + TCf , ‖v‖ 6 Cϕ + TCf . (3.5)

Далее из (3.2) имеем:







γ1 (s, t, x) = ϕ′

1(η1) exp

(

−
s∫

0

(∂uS1γ1 + ∂vS1γ2) dν

)

+

+
s∫

0

∂xf1 exp

(

−
s∫

τ

(∂uS1γ1 + ∂vS1γ2) dν

)

dτ,

γ2(s, t, x) = ϕ′

2(η2) exp

(

−
s∫

0

(∂uS2γ1 + ∂vS2γ2) dν

)

+

+
s∫

0

∂xf2 exp

(

−
s∫

τ

(∂uS2γ1 + ∂vS2γ2) dν

)

dτ.

(3.6)

Из (3.6) при выполнении условий

∂uS1 < 0, ∂vS1 > 0, ∂uS2 < 0, ∂vS2 > 0 на ZK ,
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ϕ′

1(x) ≤ 0, ϕ′

2(x) ≥ 0 на R, ∂xf1 ≤ 0, ∂xf2 ≥ 0 на ΩT ,

получим, что γ1 ≤ 0, γ2 > 0 на ΓT , значит, ‖γi‖ 6 Cϕ + TCf , i = 1, 2. Следовательно,

‖∂xu‖ 6 Cϕ + TCf , ‖∂xv‖ 6 Cϕ + TCf . (3.7)

Далее, так же, как в [5, 7] выводится, что при всех t и x справедливы оценки

|∂2x2u| ≤ E11ch
(

t
√

C12C21

)

+
E21C12 + C13√

C12C21

sh
(

t
√

C12C21

)

+ C12C23t
2, (3.8)

|∂2x2v| ≤ E21ch
(

t
√

C12C21

)

+
E11C21 + C23√

C12C21

sh
(

t
√

C12C21

)

+ C21C13t
2, (3.9)

где E11, E21, C12, C13, C21, C23 – постоянные, которые определяются через исходные
данные.

Полученные глобальные оценки для u, v, ∂xu, ∂xv, ∂
2
x2u, ∂2x2v ((3.5), (3.7)–(3.9)) дают

возможность продолжить решение на любой заданный промежуток [0, T ].
Взяв в качестве начальных значений u(T0, x), v(T0, x), продлим решение на проме-

жуток [T0, T1] , а затем, выбирая начальные значения u(T1, x), v(T1, x), – на промежуток
[T1, T2]. Длина промежутка разрешимости не будет уменьшаться, так как она определяет-
ся величинами ‖∂xu‖ , ‖∂xv‖ , а эти величины в силу глобальных оценок (3.7) ограничены
значением Cϕ + TCf на любом промежутке разрешимости. В частности, начальных зна-
чений справедливы оценки:

u(Tk, x), v(Tk, x) ∈ C̄2(R), |u(Tk, x)| 6 Cϕ + TCf , |v(Tk, x)| 6 Cϕ + TCf .

|∂xu(Tk, x)| 6 Cϕ + TCf , |∂xv(Tk, x)| 6 Cϕ + TCf .

Для вторых производных справедливы оценки (3.8)–(3.9), где в качестве t можно взять
T. В результате за конечное число шагов решение может быть продлено на любой задан-
ный промежуток [0, T ].

Единственность решения доказывается применением аналогичных оценок, которые
позволили установить сходимость последовательных приближений.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а к о н ч е н о.
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The nonlocal solvability conditions for a system of two

quasilinear equations of the first order with absolute terms

c© M. V. Dontsova1

Abstract. The Cauchy problem for a system of two first-order quasilinear equations with absolute
terms is considered. The study of this problem’s solvability in original coordinates is based on
the method of an additional argument. The existence of the local solution of the problem with
smoothness which is not lower than the smoothness of the initial conditions, is proved. Sufficient
conditions of existence are determined for the nonlocal solution that is continued by a finite number
of steps from the local solution. The proof of the nonlocal resolvability of the Cauchy problem relies
on original global estimates.

Key Words: method of an additional argument, global estimates, Cauchy problem, first-order
partial differential equations
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