
Журнал СВМО. Том 21, № 2. 2019 215

DOI 10.15507/2079-6900.21.201902.215-221

УДК 519.17

Конструктивная теорема существования,
ассоциированная с локальными преобразованиями
графов для задачи о независимом множестве
c© Д.В. Сироткин1, Д.С. Малышев2

Аннотация. Задача о независимом множестве для заданного графа состоит в том, чтобы най-
ти размер наибольшего множества его попарно несмежных вершин. Известны многочислен-
ные случаи NP-трудности и случаи полиномиальной разрешимости этой задачи. Для установ-
ления вычислительного статуса задачи о независимом множестве в рассматриваемом классе
графов часто используются локальные преобразования графов. В данной работе рассматри-
вается некоторый класс замен подграфов в графах, причем замены из этого класса изменяют
число независимости контролируемым образом. Каждое такое локальное преобразование гра-
фов определяется некоторым шаблоном — совокупностью подмножеств множества. Очевид-
но, что совокупность должна быть градуируемой. Показывается, что заменяющий подграф
существует для любого градуируемого шаблона.
Ключевые слова: задача о независимом множестве, локальное преобразование, граф с за-
данными свойствами

1. Введение

В настоящей работе рассматриваются только обыкновенные графы, т. е. непомеченные
неориентированные графы без петель и кратных ребер. Для графа G и подмножества
V ′ ⊆ V (G) через G \ V ′ обозначается результат удаления всех элементов V ′ из G. Незави-
симым множеством графа называется любое множество его попарно несмежных вершин.
Независимое множество графа G называется наибольшим, если оно имеет наибольшее ко-
личество вершин, а его размер называется числом независимости G и обозначается через
α(G). Задача о независимом множестве для заданного графа состоит в вычислении его
числа независимости. Данная задача является классической NP-трудной задачей на гра-
фах [1].

Отображение c : V (G) −→ 1, k называется вершинной k-раскраской графа G, если
для любых смежных его вершин v и u выполнено неравенство c(v) 6= c(u). Если граф
имеет вершинную k-раскраску, то он называется вершинно k-раскрашиваемым. Задача о
вершинной k-раскраске для заданного графа G состоит в том, чтобы определить, является
ли он вершинно k-раскрашиваемым. Это тоже классическая NP-полная задача на графах
[1].

В [2] рассматривался достаточно общий класс локальных преобразований графов, на-
званных схемами замен, при применении которых число независимости в точности сохра-
няется, но отмечается, что ничего принципиально нового не происходит, если допустить
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изменение числа независимости на некоторую константу. Мы рассматриваем некоторый
подкласс класса схем замен, который будет определен далее.

Пусть G — некоторый граф, а H — некоторый его порожденный подграф. Подмноже-
ство A ⊆ V (H) назовем H-отделяющим, если ни одна из вершин графа H \A не смежна
ни с одной из вершин графа G \V (H). Пусть граф G содержит порожденный подграф G1

с G1-отделяющим множеством A, G2 — граф, для которого A ⊆ V (G2). Замена G1 на G2

в графе G состоит в образовании графа с множеством вершин (V (G) \ V (G1)) ∪ V (G2) и
множеством ребер (E(G) \ E(G1)) ∪ E(G2).

Будем говорить, что графы G1 и G2 являются α-подобными относительно подмно-
жеств A ⊆ V (G1) ∩ V (G2), если существует такая константа c, что для любого X ⊆ A
выполняется равенство α(G1\X) = α(G2\X)+c. Нетрудно видеть, что графы G1 и G2 яв-
ляются α-подобными относительно A тогда и только тогда, когда Mα(G1, A) = Mα(G2, A),
где Mα(H,A) — семейство всех таких множеств X ⊆ A, что для всякого Y ⊂ X выполня-
ется неравенство α(H\X) < α(H\Y ). В работе [2] было доказано следующее утверждение.

Л е м м а 1.1 Пусть графы G1 и G2 являются α-подобными относительно A ⊆
⊆ V (G1)∩ V (G2), причем A является G1-отделяющим в графе G. Тогда, если граф G∗α —
результат замены G1 на G2 в графе G, то

α(G∗α) = α(G) + α(G2)− α(G1).

Будем говорить, что графы G1 и G2 являются (χ, k)-подобными относительно A ⊆
⊆ V (G1)∩V (G2), если для любых вершинных k-раскрасок c1 и c2, соответственно, графов
G1 и G2 существуют вершинные k-раскраски c′′ и c′, соответственно, графов G2 и G1

такие, что для любой вершины v ∈ A справедливы равенства c1(v) = c′′(v) и c2(v) = c′(v).
Нетрудно видеть, что справедливо следующее утверждение (см. также работу [3]).

Л е м м а 1.2 Пусть графы G1 и G2 являются (χ, k)-подобными относительно
A ⊆ V (G1) ∩ V (G2), причем A является G1-отделяющим в графе G. Тогда, если граф
G∗(χ,k) — результат замены G1 на G2 в графе G, то граф G является вершинно k-
раскрашиваемым тогда и только тогда, когда таковым является граф G∗(χ,k).

Для заданных графа G и подмножества A ⊆ V (G) определим множество M(χ,k)(G,A)
следующим образом. Оно состоит из всевозможных разбиений A на не более чем k непу-
стых частей, каждое из которых не продолжается до вершинной k-раскраски G. Отметим,
что если некоторое разбиение A не задает вершинную k-раскраску данного подмножества,
то оно заведомо не продолжается до вершинной k-раскраски G. Нетрудно видеть, что гра-
фы G1 и G2 являются (χ, k)-подобными относительно A ⊆ V (G1) ∩ V (G2) тогда и только
тогда, когда имеет место равенство M(χ,k)(G1, A) = M(χ,k)(G2, A).

Интерес к схемам замен (со свойствами α-подобия и (χ, k)-подобия) обусловлен потен-
циальной возможностью их применения для редукции графов, что может быть полезным
при решении задач о независимом множестве и о вершинной k-раскраске в некоторых клас-
сах графов [2],[4–11]. Применительно к нашим заменам также интересны следующие зада-
чи реализации и оптимизации. Задача реализации для задачи о независимом множестве
для заданного множества M ⊆ 2A состоит в том, чтобы выяснить, существуют ли граф
G и подмножество A ⊆ V (G) такие, что Mα(G,A) =M. Задача оптимизации для задачи
о независимом множестве для заданных графа G и A ⊆ V (G) состоит в поиске такого
графа H с минимальным количеством вершин, что A ⊆ V (H) и Mα(G,A) = Mα(H,A).

В работе [3] рассматривались и решались задачи реализации и оптимизации примени-
тельно к задаче о вершинной k-раскраске. Именно, там было показано, что для любых
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n и k ≥ 3 и произвольного семейства % попарно различных разбиений n-элементного
множества A на не более чем k непустых частей существует граф G и подмножество
A ⊆ V (G) такие, что M(χ,k)(G,A) = %. Задача оптимизации была поставлена следую-
щим образом. Для заданных натуральных чисел m,n, k ≥ 3 была определена функция
шенноновского типа fχ(m,n, k). Пусть Γm,n,k — совокупность, состоящая из всевозмож-
ных m различных разбиений множества 1, n на не более чем k непустых частей. Положим
fχ(m,n, k) = max

%∈Γm,n,k
gχ(%), где

gχ(%) = min
{H: 1,n⊆V (H), M(χ,k)(H,1,n)=%}

|V (H)|.

В работе [3] было показано, что fχ(m,n, k) = O(m · (k2 · logk n+ n)).
Применительно к задаче о независимом множестве задача реализации имеет положи-

тельное решение далеко не для любого M. Это так, например, для M = {{a, b}, {a}}.
Действительно, соотношения

α(G \ {a}) = α(G \ {b}) = α(G \ {a, b}) + 1, α(G \ {a}) = α(G)− 1, α(G \ {b}) = α(G)

одновременно не совместны. Понятно, что необходимым условием положительного ответа
в задаче реализации является градуируемость множестваM, т. е. независимость количе-
ства элементов множестваM на путях (по отношению включения) между любыми двумя
подмножествами множества A. Действительно, если M не градуируемо, то существуют
такие числа k 6= l и такие подмножества

V1 ⊂ V2 ⊂ . . . Vk ⊆ A и U1 ⊂ U2 ⊂ . . . Ul ⊆ A,

что

α(G \ Vi) = α(G \ Vi+1) + 1, 1 ≤ i ≤ k − 1 и α(G \ Uj) = α(G \ Uj+1) + 1, 1 ≤ j ≤ l − 1,

a графы G \ Vk и G \ Ul изоморфны.
Оказывается, что условие градуируемости является и достаточным. Это утверждение

является основным результатом данной работы. Другими словами, для любого множества
A и градуируемого множества M ⊆ 2A существует такой граф GM c 2|A| + |A| − |M|
вершинами, что A ⊆ V (GM) и Mα(GM, A) =M.

2. Теорема существования графов с рассматриваемыми свойства-
ми

ПустьA— некоторое множество, а подмножествоM⊆ 2A градуируемо. Переобозначим
X = A\X дляX ⊆ A,M = 2A\M. Очевидно, чтоM тоже градуируемо. Для произвольно-
го градуируемого подмножестваM′ ⊆ 2A существует функция ранга rM′ : 2A −→ N∪{0},
определяемая для произвольного X ⊆ A как длина неуплотняемой по отношению вклю-
чения цепи, которая целиком состоит из элементов множества M′, содержащихся в X.
ПосколькуM′ градуируемо, то эта длина не зависит от выбора неуплотняемой цепи. Вме-
сте с тем, X ∈ M тогда и только тогда, когда rM(X) = rM(X \ {x}) + 1 для любого
x ∈ X.

Определим граф GM следующим образом.

1. Рассмотрим пустой граф на множестве вершин A.
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2. Для каждого элемента X ∈ M (кроме пустого множества) добавим новую верши-
ну, соответствующую X, и соединим ее со всеми вершинами множества A, которые
соответствуют элементам множества X.

3. Разобьем добавленные на предыдущем шаге вершины на классы эквивалентности по
отношению равенства функции ранга на соответствующих им элементах множества
M и для каждого класса эквивалентности попарно соединим все его вершины.

Очевидно, что граф GM имеет ровно 2|A|+ |A|−|M| вершин. Для графа GM и подмно-
жества X ⊆ A через αX(GM) обозначим наибольший из размеров независимых множеств
этого графа, пересечение которых с множеством вершин A в точности равно X.

Л е м м а 2.1 Для любого X ⊆ A справедливо равенство

αX(GM) = |X|+ rM(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Независимое подмножество вершин X может быть пополнено
до большего независимого только вершинами, которые соответствуют таким Y ∈ M, что
Y ∩X = ∅. Но тогда αX(GM) равно |X|+ rX , где rX — наибольшее количество классов эк-
вивалентности (по отношению равенства функции ранга), целиком лежащих во множестве
X. Понятно, что rX = rM(X). Поэтому αX(GM) = |X|+ rM(X).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а к о н ч е н о.

Л е м м а 2.2 Для любого X ⊆ A справедливо равенство

α(GM \X) = |A| − |X|+ rM(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что выполнено соотношение

α(GM \X) = max
Y⊆A\X

(αY (GM))

. Согласно данному соотношению и Лемме 2.1, запишем:

α(GM \X) = max
Y⊆A\X

(|Y |+ rM(A \ Y )).

Функция f(Z) = |Z| + rM(A \ Z) является монотонно возрастающей (относительно отно-
шения включения) на 2A. Действительно, если Z ⊆ A и z ∈ A \ Z, то

rM(A \ Z) ≤ rM(A \ (Z ∪ {z})) + 1, |Z ∪ {z}| = |Z|+ 1 и f(Z ∪ {z}) ≥ f(Z).

Поэтому максимум функции |Y |+rM(A\Y ) на 2A\X достигается в точке Y = A\X. Таким
образом,

α(GM \X) = |A| − |X|+ rM(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а к о н ч е н о.

Л е м м а 2.3 Справедливо соотношение Mα(GM, A) =M.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства справедливости данной леммы доста-
точно показать, что множество Mα(GM, A) = 2A \Mα(GM, A) совпадает сM. Множество
Mα(GM, A) состоит в точности из таких подмножеств X множества A, что существует
Y ⊂ X, для которого α(G \ X) = α(G \ Y ). Пусть Z ⊆ A и z ∈ Z. Если Z ∈ M, то
rM(Z \ {z}) = rM(Z), а если Z ∈ M, то rM(Z \ {z}) = rM(Z) − 1. Таким образом, по
Лемме 2.2 равенство α(GM \ Z) = α(GM \ (Z ∪ {z})) имеет место тогда и только тогда,
когда Z ∈M. Значит, Mα(GM, A) =M.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а к о н ч е н о.

Из леммы 2.3 следует справедливость следующего утверждения, которое является ос-
новным в данной работе.

Т е о р е м а 2.1 Для любых множества A и градуируемого множества M ⊆ 2A

существует граф GM c 2|A| + |A| − |M| вершинами такой, что A ⊆ V (GM) и что
Mα(GM, A) =M.
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A constructive existence theorem related to local
transformations of graphs for the independent set problem
c© D.V. Sirotkin1, D. S. Malyshev2

Abstract. For a given graph, the independent set problem is to find the size of a maximum set of
pairwise non-adjacent its vertices. There are numerous cases of NP-hardness and polynomial-time
solvability of this problem. To determine a computational status of the independent set problem,
local transformations of graphs are often used. The paper considers some class of replacements
of subgraphs in graphs that change the independence number in a controllable way. Every such
local transform of a graph is determined by some pattern which is a subset of the power set. It is
obvious that this pattern must be gradable. The paper shows that replacing subgraph exists for
any gradable pattern.
Key Words: independent set problem, local transformation, graph with given properties
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