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Некорректная задача для уравнения типа
теплопроводности с инволюцией
c© А.А. Сарсенби1

Аннотация. Рассмотрена смешанная задача для уравнения типа теплопроводности с ин-
волюцией. Доказана единственность решения задачи. Показана некорректность смешанной
задачи с краевыми условиями типа Дирихле для этого уравнения. Методом Фурье получе-
на спектральная задача для дифференциального оператора второго порядка с инволюцией
с бесконечным числом положительных и отрицательных собственных значений. Построена
функция Грина полученного дифференциального оператора второго порядка с инволюцией.
Установлена равномерная оценка функции Грина при достаточно больших значениях спек-
трального параметра. Доказано существование функции Грина дифференциального опера-
тора второго порядка с инволюцией и с переменным коэффициентом. Методом оценки функ-
ции Грина доказана полнота собственных функций дифференциального оператора второго
порядка с инволюцией и с переменным коэффициентом. В классе полиномов доказано суще-
ствование разложения решения изучаемой некорректной задачи по собственным функциям.
Ключевые слова: дифференциальное уравнение с инволюцией, метод Фурье, функция Гри-
на, собственные функции, базис.

1. Введение

В работах [1]–[2] рассмотрены различные задачи для дифференциальных уравнений с
инволюцией. Следует отметить, что спектральные задачи с инволюцией изучены сравни-
тельно мало. В работах [3]–[5] рассмотрены спектральные задачи для дифференциальных
уравнений первого порядка. В последние годы появились работы, посвященные изуче-
нию спектральных задач для дифференциальных уравнений второго и высшего порядков
с инволюцией (см., например, [6]–[11]), исследованию функции Грина краевых задач для
одномерных дифференциальных уравнений с инволюцией [12]. Обратные задачи для урав-
нений в частных производных с инволюцией рассмотрены в работах [13]–[14]. Работа [15]
посвящена изучению интегрируемости нелинейного уравнения Шредингера с инволюци-
ей, решение которого может быть тесно связано с обратными задачами по восстановлению
потенциала одномерного уравнения Шредингера (некоторые аспекты этой теории можно
посмотреть в работе [16]).

Корректность смешанных задач для уравнения параболического вида с инволюцией
рассматривались в работе [17] в следующей постановке:

∂u (x, t)

∂t
= Axu (x, t) + q (x)u (x, t) , −1 < x < 1, t > 0, u (x, 0) = ϕ (x) , (1.1)

где Ax – некоторый полуограниченный дифференциальный оператор второго порядка
с инволюцией, действующий по переменной x. Заметим, что преобразование S функции
f (x) из класса L2 (−1, 1) называют инволюцией, если (S2f) (x) = f (x). В частности, пре-
образование вида (Sf) (x) = f (−x) является инволюцией.
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В настоящей заметке рассматривается смешанная задача (1.1) с оператором Ax, по-
рожденным соотношениями вида

Axy = −y′′ (−x) + q (x) y (x) , −1 < x < 1, y (−1) = 0, y (1) = 0. (1.2)

Оператор Ax (при q (x) ≡ 0) имеет бесконечное число положительных и отрицательных
собственных значений. Это означает, что оператор в правой части изучаемого уравнения
(1.1) не является полуограниченным. Поэтому обсуждается вопрос о некорректности сме-
шанных задач (1.1)–(1.2) для уравнения параболического вида с инволюцией. Изучены
вопросы полноты собственных функций оператора Ax вида (1.2). Найдены достаточные
условия на начальные данные, когда изучаемая задача имеет единственное решение. Най-
дено представление решения в виде частичных сумм ряда Фурье по собственным функ-
циям. Доказано, что множество таких начальных функций всюду плотно в пространстве
L2 (−1, 1).

Уравнение (1.1) мы называем уравнением типа теплопроводности с инволюцией, ука-
зывая лишь на внешнее сходство его с известным уравнением математической физики.

Необходимым условием существования решения задачи (1.1)–(1.2) является согласо-
ванность начальных данных с уравнением (1.1) и краевыми условиями (1.2). Поэтому мы
будем требовать, что ϕ (x) ∈ C2 [−1, 1] и ϕ (−1) = ϕ (1) = 0.

Говорят, что задача (1.1)–(1.2) поставлена корректно, если
1) решение задачи существует;
2) решение задачи единственно;
3) решение задачи непрерывно зависит от начальных данных (устойчиво).
Применение метода Фурье к задаче (1.1)–(1.2) приводит к спектральной задаче с ин-

волюцией:

−X ′′ (−x) + q (x)X (x) = λX (x) , −1 < x < 1, X (−1) = X (1) = 0. (1.3)

2. Некорректность смешанной задачи (1.1)–(1.2)

При q (x) ≡ 0 спектральная задача (1.3) – самосопряженная и имеет две серии соб-
ственных значений: λk1 = −k2π2, λk2 =

(
k + 1

2

)2
π2. Им соответствуют собственные функ-

ции Xk1 (x) = sin kπx, k = 1, 2, , , ;Xk2 (x) = cos
(
k + 1

2

)
πx, k = 0, 1, 2, ...; которые образу-

ют полную ортонормированную систему в классе L2 (−1, 1).
Стандартным способом выписывается формальное решение смешанной задачи (1.1)–

(1.2) в виде ряда

u (x, t) =
∑
λk1

Ake
−λk1tsinkπx+

∑
λk2

Bke
−λk2t cos

(
k +

1

2

)
πx, (2.1)

где

Ak =

1∫
−1

ϕ (x) sinkπxdx, Bk =

1∫
−1

ϕ (x)cos

(
k +

1

2

)
πxdx. (2.2)

Если последовательность
{
Ake

−λk1t
}

не убывает с достаточной быстротой при каждом
фиксированном t > 0, то первый ряд в (2.1) расходится ввиду λk1 < 0. Поэтому в слу-
чае общих начальных данных смешанная задача (1.1)–(1.2) может не иметь решения. В
случае существования решения оно не обладает свойством устойчивости, т. е. не зависит
непрерывно от начальных данных. Например, возмущение
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uδ (x, t) = εe−λk1t sin kπx

не превосходит числа ε при t = 0 , но будет большим любого наперед заданного числа C0

для t = δ при достаточно малых ε и δ и достаточно большом k. Таким образом, смешанная
задача (1.2) для уравнения типа теплопроводности с инволюцией (1.1) поставлена некор-
ректно. Тем не менее, можно показать, что в зависимости от начальной функции решение
изучаемой смешанной задачи существует и единственно.

3. Разрешимость смешанной задачи (1.1)–(1.2) в случае q (x) ≡ 0

Прежде всего покажем единственность решения смешанной задачи.

Т е о р е м а 3.1 Если решение смешанной задачи (1.1)–(1.2) существует, то оно
единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено условие теоремы. Любое решение u (x, t)
задачи (1.1)–(1.2) как функция от x представимо в виде ряда Фурье:

u (x, t) =
∞∑
k=0

Tk1 (t) sinkπx+
∞∑
k=0

Tk2 (t) co s

(
k +

1

2

)
πx

по ортонормированному базису {Xk (x)} =
{
Xk1 = sinkπx, Xk2 = cos

(
k + 1

2

)
πx
}
. По-

скольку этот ряд сходится в смысле нормы пространства L2 (−1, 1), то он сходится и в
смысле скалярного произведения. Поэтому

Tk1 (t) = (u (x, t) , sinkπx) , Tk2 (t) =

(
u (x, t) , co s

(
k +

1

2

)
πx

)
.

Эти два равенства запишем вкратце в виде

Tk (t) = (u (x, t) , Xk (x)) . (3.1)

Умножив скалярно на Xk (x) обе части уравнения (1.1), получим равенство

(ut, Xk) = (uxx (−x, t) , Xk) .

Правую часть полученного равенства два раза интегрируем по частям, а в левой части
используем правило дифференцирования по параметру t под знаком интеграла. Учитывая

уравнение (1.3), получим соотношение
∂

∂t
(u,Xk) = λk1 (u (x, t) , Xk) . В данное равенство

подставим (3.1). В результате получим задачу Коши для обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения первого порядка:

T ′k (t) = −λkTk (t) , Tk (0) = (ϕ, Xk) .

Начальное условие получено из (3.1) при t = 0. В силу единственности решения зада-
чи Коши Tk (t) определяются единственным образом. Этим доказывается единственность
решения задачи (1.1)–(1.2). Теорема 3.1 доказана.

Теперь покажем классы допустимых начальных функций ϕ (x) , для которых задача
(1.1)–(1.2) имеет решение. Сначала покажем, что ряд (2.1) является решением задачи
(1.1)–(1.2), если все коэффициенты Ak равны нулю.
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Т е о р е м а 3.2 Если начальная функция ϕ (x) является нечетной, принадле-
жит классу C2 [−1, 1] и удовлетворяет условиям ϕ′ (−1) = ϕ′ (1) = 0, то решение задачи
(1.1)–(1.2) существует, единственно и представимо в виде ряда (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если ϕ (x) – нечетная функция, то все коэффициенты Фурье
Ak вида (2.2) равны нулю. Поэтому ряд (2.1) принимает вид

u (x, t) =
∞∑
k=0

Bke
−(k+0,5)2π2t cos (k + 0, 5) πx (3.2)

Теорема будет доказана, если ряд (3.2) сходится при любом t > 0 и его можно почленно
дифференцировать один раз по переменной t и два раза по переменной x. Последние две
операции возможны при условии равномерной сходимости ряда

−
∞∑
k=0

Bk(k + 0, 5)2π2e−(k+0,5)2π2t cos (k + 0, 5) πx (3.3)

для всех t > 0. Равномерная сходимость ряда (3.3) доказывается так же, как и в случае
классического уравнения параболического типа (см., например, [18]). Сходимость ряда
(3.2) будет следовать из сходимости мажорантного ряда

‖x(t : t0, x0)‖ ≤ KD1e
Λ(t−t0)ρm2(t− t0)||x0||, t ≥ t0. (3.4)

Сходимость ряда (3.4) доказывается так же, как доказывается абсолютная и равномерная
сходимость классического ряда Фурье по тригонометрической системе [18]. Таким обра-
зом, решение задачи (1.1)–(1.2) существует, единственно и представимо в виде ряда (3.2).
Теорема доказана.

Рассмотрим задачу (1.1)–(1.2), где начальная функция ϕ (x) является тригонометри-
ческим полиномом

ϕ (x) =

N1∑
k=0

aksinkπx+

N2∑
k=0

bkco s

(
k +

1

2

)
πx. (3.5)

Т е о р е м а 3.3 Если начальная функция ϕ (x) является тригонометрическим
полиномом вида (3.5), то решение задачи (1.1)–(1.2) существует, единственно и пред-
ставимо в виде

u (x, t) =

N1∑
k=0

Aksinkπx e
k2π2t +

N2∑
k=0

Bkcos

(
k +

1

2

)
πx e−(k+ 1

2)
2
π2t,

где

Ak =

1∫
−1

ϕ (x) sinkπxdx, k = 1, 2, ..., N1;

Bk =

1∫
−1

ϕ (x) co s

(
k +

1

2

)
πxdx, k = 0, 1, 2, ..., N2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость теоремы вытекает из равенства нулю
коэффициентов Ak = 0, k = N1 +1, N1 +2 ..., Bk = 0, k = N2 +1, N2 +2, ... и Теоремы
3.1. Теорема 3.3 доказана.
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Поскольку множество тригонометрических полиномов по полной ортонормированной
системе {Xk1, Xk2} всюду плотно в L2(−1, 1), то из Теоремы 3.3 вытекает

Т е о р е м а 3.4 Множество допустимых начальных функций, для которых сме-
шанная задача (1.1)–(1.2) разрешима, всюду плотно в L2 (−1, 1).

4. Полнота системы собственных функций спектральной задачи
(1.3)

Хорошо известно, что применение метода Фурье к задаче (1.1)–(1.2) приводит к спек-
тральной задаче (1.3). Для доказательства полноты системы собственных функций спек-
тральной задачи (1.3) мы построили функцию Грина краевой задачи (1.3) при q (x) ≡ 0.
С помощью равномерной оценки построенной функции Грина доказываем существование
функции Грина общей краевой задачи (1.3). Полученные оценки функции Грина позво-
ляют применить теорему М. А. Наймарка [19] о полноте собственных функций.

Функцией Грина краевой задачи (1.3) при q (x) ≡ 0 мы называем такую функцию

G (x, t, λ), что функция X (x) =
1∫
−1

G (x, t, λ) f (t) dt является решением неоднородной кра-

евой задачи

−X ′′ (−x) = λX (x) + f (x) , X (−1) = X (1) = 0.

Непосредственным вычислением можно убедиться, что при λ 6= λki, i = 1, 2 функцией
Грина краевой задачи (1.3) при q (x) ≡ 0 является функция вида

G (x, t, λ) =
1

8ρ

{
eρ + e−ρ

eρ − e−ρ
(
eρx − e−ρx

) (
eρt − e−ρt

)
−

−ie
iρ − e−iρ

eiρ + e−iρ
(
eiρx + e−iρx

) (
eiρt + e−iρt

)
}+ g (x, t, λ) ,

где ρ =
√
λ,

g (x, t, λ) = 1
8ρ


−i (eiρx + e−iρx) (eiρt − e−iρt) + (eρx − e−ρx) (eρt + e−ρt) , t ≤ −x;
i (eiρt + e−iρt) (eiρx − e−iρx)− (eρt − e−ρt) (eρx + e−ρx) , t ∈ [−x, x] ;
i (eiρx + e−iρx) (eiρt − e−iρt)− (eρx − e−ρx) (eρt + e−ρt) , t > x.

В комплексной ρ-плоскости рассмотрим окружности

Ck1 : |ρ| = kπ +
1

4
; Ck2 : |ρ| =

(
k +

1

2

)
π +

1

4

с общим центром в начале координат. Эти окружности не пересекаются и не содер-
жат собственных значений оператора Ax с нулевым коэффициентом. Обозначим через
Oε (ρki) , i = 1, 2, малые окрестности величин ρk1, ρk2. Пусть

ρ = ρ1 + iρ2, ρ0 = min (|ρ1| , |ρ2|) .

Л е м м а 4.1 Для функции Грина краевой задачи (1.3) с нулевым коэффициентом
справедлива следующая равномерная оценка:
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|G (x, t, λ)| ≤ C

ρ

(
e−ρ0||x|−|t|| + e−ρ0(2−||x|−|t||)) (4.1)

при достаточно больших |ρ|, таких что ρ /∈ Oε (ρki) , i = 1, 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае t ≤ −x функцию Грина можно переписать в виде

G (x, t, λ) =
1

8ρ

[(
eρ + e−ρ

eρ − e−ρ
+ 1

)(
eρ(x+t) − e−ρ(x−t))− (eρ + e−ρ

eρ − e−ρ
− 1

)(
eρ(x−t) − e−ρ(x+t)

)]
−

− 1

8ρ

[(
eiρ − e−iρ

i (eiρ + e−iρ)
− i
)(

eiρ(x+t) + e−iρ(x−t))+

(
eiρ − e−iρ

i (eiρ + e−iρ)
+ i

)(
eiρ(x−t) + e−iρ(x+t)

)]
.

Из этого равенства следует неравенство

|G (x, t, λ)| ≤=
1

4 |ρ|

[
eρ1

eρ1 − e−ρ1
(
eρ1(x+t) − e−ρ1(x−t))− e−ρ1

eρ1 − e−ρ1
(
eρ1(x−t) − e−ρ1(x+t)

)]
+

+
1

4 |ρ|

[
e−ρ2

eρ2 + e−ρ2

(
e−ρ2(x+t) + eρ2(x−t))+

eρ2

eρ2 + e−ρ2

(
e−ρ2(x−t) + eρ2(x+t)

)]
.

Отсюда следует утверждение леммы в случае t ≤ −x. Аналогичным образом убежда-
емся в справедливости леммы при −x ≤ t ≤ x и t > x. Лемма доказана.

Обозначим через Gq (x, t, λ) функцию Грина краевой задачи (1.3) с непрерывным коэф-
фициентом q (x), а G (x, t, λ) – функцию Грина той же задачи с нулевым коэффициентом.
Поскольку почти всюду на интервале (−1, 1) выполняются соотношения

−∂
2G (−x, t, λ)

∂x2
= λG (x, t, λ) ,

−∂
2Gq (−x, t, λ)

∂x2
+ q (x)Gq (x, t, λ) = λGq (x, t, λ) ,

то почти всюду на этом интервале выполняется равенство

(Gq (x, t, λ)−G (x, t, λ))′′x=−x + λ (Gq (x, t, λ)−G (x, t, λ)) = −q (x)Gq (x, t, λ) .

Поэтому вне полюсов функций Gq (x, t, λ) и G (x, t, λ) имеет место следующее равенство:

Gq (x, t, λ)−G (x, t, λ) =

1∫
−1

G (x, s, λ) q (s)Gq (s, t, λ) ds. (4.2)

Если решение Gq (x, t, λ) интегрального уравнения (4.2) существует, то оно будет функ-
цией Грина краевой задачи (1.3). Поэтому существование функции Грина краевой задачи
сформулируем в виде следующей теоремы.

Т е о р е м а 4.1 Если функция q (x) непрерывна и ρ 6= ρk1, ρ 6= ρk2, то для доста-
точно больших |ρ| решение Gq (x, t, λ) интегрального уравнения (4.2) существует.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Gq0 (x, t, λ) = 0, и

Gqp+1 (x, t, λ)−G (x, t, λ) =

1∫
−1

G (x, s, λ) q (s)Gqp (s, t, λ) ds. (4.3)

Согласно Лемме 4.1 для функции Грина G (x, t, λ) краевой задачи с нулевым коэффици-
ентом справедлива оценка

|G (x, t, λ)| ≤ C

|ρ|
r (x, t) , (4.4)

где
r (x, t) = e−ρ0||x|−|t|| + e−ρ0(2−||x|−|t||), ρ = ρ1 + iρ2, ρ0 = min (|ρ1| , |ρ2|) .

Из уравнения (4.3) при p = 0 следует справедливость оценки (4.4) и для функции
Gq1 (x, t, λ). Пользуясь неравенством (4.4) и этим замечанием, введем обозначение

max |Gq1 (x, t, λ)| |ρ| r−1 (x, t) = C0, max |Gqp+1 (x, t, λ)−Gqp (x, t, λ)| |ρ| r−1 (x, t) = Cp,
(4.5)

где максимум берется во всем x ∈ [−1, 1], для каждого фиксированного t и для доста-
точно больших |ρ|, ρ 6= ρk1, ρ 6= ρk2. Покажем, что для произвольного числа p введенные
величины удовлетворяют неравенствам

Cj ≤
C

2j
, j = 0, 1, ..., p. (4.6)

При j = 0 оценка (4.6) следует из оценки (4.4) для функцииGq1 (x, t, λ). Допустим справед-
ливость оценки (4.6) при j = 1, 2, ..., p и докажем справедливость оценки (4.6) при j = p+1.
Тогда получим справедливость оценки (4.6) для любого числа p. Пользуясь соотношением
(4.3) из (4.5), получим неравенство

Cp+1 ≤ CCp|ρ|−1 max

1∫
−1

r (x, s) r (s, t) r−1 (x, t) |q (s)| ds. (4.7)

Заметим, что
r (x, s) r (s, t) ≤ 2r (x, t) .

Это следует из неравенств

||x| − |t|| ≤ ||x| − |s||+ ||s| − |t|| ,

2− ||x| − |t|| ≤ 2− ||x| − |s||+ ||s| − |t|| ,

2− ||x| − |t|| ≤ 2 + ||x| − |s|| − ||s| − |t|| ,

4− ||x| − |s|| − ||s| − |t|| ≥ ||x| − |t|| .

Поэтому из (4.7) вытекает оценка

Cp+1 ≤ 2CCp|ρ|−1

1∫
−1

|q (s)| ds.
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При достаточно больших |ρ| можно считать 2C|ρ|−1
1∫
−1

|q (s)| ds < 1

2
. Следовательно,

Cp+1 ≤
Cp
2
≤ C

2p+1
.

Таким образом неравенство (4.6) доказано. Далее из (4.5) и (4.6) следует, что ряд

∞∑
1

(Gqp+1 (x, t, λ)−Gqp (x, t, λ))

сходится равномерно, и последовательность его частичных сумм имеет вид

Sn (x) = Gqp+1 (x, t, λ)−Gq1 (x, t, λ) .

Из сходимости этой последовательности вытекает равномерная сходимость последователь-
ности {Gqp+1 (x, t, λ)}к пределу Gq (x, t, λ). Теорема доказана.

Справедливость теоремы 4.1 для случае обыкновенных дифференциальных операторов
показана в работе [20].

Из доказательства теоремы вытекает равномерная оценка вида (4.4) функции Грина
Gq (x, t, λ) краевой задачи (1.3):

|Gq (x, t, λ)| ≤ C

|ρ|
r (x, t) . (4.8)

На основании оценки (4.8) и теоремы о полноте М.А. Наймарка [19] убеждаемся в спра-
ведливости теоремы о полноте собственных функций спектральной задачи (1.3).

Т е о р е м а 4.2 Если функция q (x) непрерывна, то система собственных функ-
ций оператора Ax вида (1.2) полна в пространстве L2 (−1, 1).

Следствием самосопряженности спектральной задачи (1.3) при непрерывном веще-
ственном q (x) является

Т е о р е м а 4.3 Если функция q (x) непрерывна и вещественна, то система соб-
ственных функций оператора Ax вида (1.2) образует полную ортонормированную систе-
му в пространстве L2 (−1, 1).

5. Разрешимость смешанной задачи (1.1)–(1.2) в общем случае

Собственные функции спектральной задачи (1.3), соответствующие собственным зна-
чениям λk, обозначим через Xk (x). Справедлива следующая

Т е о р е м а 5.1 Если в уравнении (1.1) коэффициент q (x) – вещественная непре-
рывная функция, начальная функция ϕ (x) является полиномом вида

ϕ (x) =
N∑
k=1

akXk (x),
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то решение задачи (1.1), с оператором Ax вида (1.2) существует, единственно и пред-
ставимо в виде

u (x, t) =
N∑
k=1

Ake
−λktXk (x),

где

Ak =

1∫
−1

ϕ (x)Xk (x) dx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство теоремы очевидно в силу плотности мно-
жества полиномов по полной ортонормированной системе Xk (x)в классе L2 (−1, 1), для
смешанной задачи (1.1), с оператором Ax вида (1.2).
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The ill-posed problem for the heat transfer equation with
involution
c© A.A. Sarsenbi1

Abstract. A mixed problem for an equation of heat transfer with involution is considered. The
uniqueness of the problem’s solution is proved. The ill-posedness of the mixed problem with
Dirichlet-type boundary conditions for this equation is shown. By application of Fourier method,
we obtain a spectral problem for a second-order differential operator with involution with an
infinite number of positive and negative eigenvalues. The Green function of obtained second-order
differential operator with involution is constructed. Uniform estimate of the Green’s function is
established for sufficiently large values of the spectral parameter. The existence of the Green’s
function of a second-order differential operator with involution and with variable coefficient is
proved. By estimation of the Green’s function completeness of the eigenfunctions’s system for
operator discussed is proved. In the class of polynomials the existence of a solution of this ill-posed
problem is proved.
Key Words: differential equation with involution, Fourier method, Green’s function,
eigenfunctions, basis.
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