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Î ÷èñëå ìîäóëåé ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ ôóíêöèè âûñîòû

ïîâåðõíîñòè

c⃝ Â.Å. Êðóãëîâ1

Àííîòàöèÿ. Â 1978 ã. Æ. Ïàëèñîì áûëî îòêðûòî íàëè÷èå êîíòèíóóìà òîïîëîãè÷åñêè íå
ñîïðÿæåííûõ ïîòîêîâ (êàñêàäîâ) â îêðåñòíîñòè ñèñòåìû ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì �
íàëè÷èå ìîäóëåé. Â. Äè Ìåëó è Ñ. Âàí Ñòðèí â 1987 ã. îõàðàêòåðèçîâàëè êëàññ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî óñëîâèå êîíå÷íîñòè ìî-
äóëåé íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà äëèíó öåïî÷êè ñåäåë, ó÷àñòâóþùèõ â ãåòåðîêëèíè÷åñêîì
êàñàíèè: òàêèõ ñåäåë íå ìîæåò áûòü áîëüøå òðåõ. Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì ïîäîáíîãî ýôôåêòà
íå îáíàðóæèâàåòñÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ãðàäèåíòíûå ïîòîêè ôóíêöèè âûñîòû âåðòèêàëüíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà
g > 0. Òàêèå ïîòîêè îáëàäàþò öåïî÷êîé, ñîñòîÿùåé èç 2g ñåäëîâûõ òî÷åê. Â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ìîäóëåé òàêèõ ïîòîêîâ ðàâíî 2g − 1. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîòîêîâ
â îêðåñòíîñòè òàêèõ ñèñòåì, óñòàíîâëåííûõ â äàííîé ñòàòüå. Ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâà-
ðèàíòîì òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõöâåòíûé ãðàô,
íåñóùèé èíôîðìàöèþ î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ÿ÷ååê. Îñíàùåíèå ðåáåð ãðàôà àíàëèòè-
÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè � ìîäóëÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ñåäëîâûìè ñâÿçêàìè- äàåò äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîòîêîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäóëü óñòîé÷èâîñòè, ãðàäèåíòíûé ïîòîê, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåí-
íîñòü, ÷åòûðåõöâåòíûé ãðàô, òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü äâóõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
ãîìåîìîðôèçìà, ïåðåâîäÿùåãî òðàåêòîðèè îäíîé ñèñòåìû â òðàåêòîðèè äðóãîé ñ ñîõðàíå-
íèåì íàïðàâëåíèÿ è âðåìåíè äâèæåíèÿ. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì (ïîòîêîâ) ýòî îòíîøåíèå
îòëè÷àåòñÿ îò òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ íå òðåáóåò ñîõðàíåíèÿ âðåìåíè.

Â 1978 ã. Æ. Ïàëèñîì [1] áûëî îòêðûòî íàëè÷èå êîíòèíóóìà òîïîëîãè÷åñêè íå ñîïðÿ-
æåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â îêðåñòíîñòè ñèñòåìû ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì íà
ïîâåðõíîñòè. Èìåííî îí ðàññìîòðåë îêðåñòíîñòü îðáèòû ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ è
ïîêàçàë, ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ñèñòåì â äâóõ òàêèõ îêðåñòíîñòÿõ íåîá-
õîäèìî ñîâïàäåíèå ïàðàìåòðîâ, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñåäåë, ñåïà-
ðàòðèñû êîòîðûõ êàñàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ñèñòåìû ñ êàñàíèåì â
ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè. Ïàðàìåòðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ
êëàññû â íåêîòîðîé òàêîé îêðåñòíîñòè, íàçûâàþòñÿ ìîäóëÿìè òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòè.

Â. Äè Ìåëó è Ñ. Âàí Ñòðèí [2] â 1987 ã. îõàðàêòåðèçîâàëè êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ
ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî óñëîâèå êîíå÷íîñòè ìîäóëåé

1Êðóãëîâ Âëàäèñëàâ Åâãåíüåâè÷, àñïèðàíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ñòàæåð-
èññëåäîâàòåëü ëàáîðàòîðèè ¾Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â äèíàìèêå¿, ÍÈÓ ÂØÝ, (603155, Ðîññèÿ,
ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä.25/12), ORCID: http://orcid.org/ 0000-0003-4661-0288,
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íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà äëèíó öåïî÷êè ñåäåë, ó÷àñòâóþùèõ â ãåòåðîêëèíè÷åñêîì êà-
ñàíèè: òàêèõ ñåäåë íå ìîæåò áûòü áîëüøå òðåõ. Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì ïîäîáíîãî ýôôåêòà
íå îáíàðóæèâàåòñÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðå÷ü ïîéäåò î êëàññå G ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ f t : Sg → Sg êëàññà
ãëàäêîñòè C2, ïîðîæäåííûõ ãðàäèåíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì ôóíêöèè âûñîòû âåðòèêàëü-
íîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Sg ðîäà g > 0. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî òàêèõ ñèñòåì
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: îäíîãî èñòî÷íèêà, îäíî-
ãî ñòîêà è 2g ñåäëîâûõ òî÷åê, îáðàçóþùèõ öåïî÷êó, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé ñîåäèíÿåòñÿ
ñî ñëåäóþùèì äâóìÿ ñåäëîâûìè ñåïàðàòðèñàìè (ñì. Ðèñ. 1.1).

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ãðàäèåíòíûå ïîòîêè ôóíêöèè âûñîòû

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1 Ëþáîé ïîòîê f t : Sg → Sg èç êëàññà G èìååò â òî÷íîñòè 2g− 1
ìîäóëåé.

2. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü Ω-óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ ïî-

âåðõíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòû
ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè (îòíîñèòåëüíî òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè) Ω-
óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ f t, çàäàííûõ íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S.

Ñîãëàñíî ðàáîòå Ê. Ïüþ èÌ.Øóáà [3], íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf t ïîòîêà f t ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, êîòîðûå íå îáðàçóþò öèêëîâ, òî
åñòü ìíîæåñòâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê q1, q2, . . . , qk, qk+1 = q1 ñî ñâîéñòâîì W u

qi
∩W s

qi+1
̸= ∅, i =

1, . . . , k, ãäåW s
qi
èW u

qi
� óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè qi ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0
f t , Ω1

f t , Ω2
f t ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïîòîêà f t, èìåþùèõ ðàç-

ìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ 0, 1, 2, ò. å. ñòîêîâ, ñåäåë, èñòî÷íèêîâ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Âåçäå äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω1

f t íå ïóñòî, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âñå ïîòîêè ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.

Íàçîâåì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà S̃ = S\

 ∪
p∈Ω1

ft

(clW u
p ∪ clW s

p )

 ÿ÷åéêîé. Ñî-

ãëàñíî [4], ëþáàÿ ÿ÷åéêà J ïîòîêà f t ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ñòîê ω è èñòî÷íèê α â
çàìûêàíèè.

Âûáåðåì â êàæäîé ÿ÷åéêå J t-êðèâóþ, ò. å. òðàåêòîðèþ, ñîåäèíÿþùóþ èñòî÷íèê ñî
ñòîêîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T îáúåäèíåíèå t-êðèâûõ ïîòîêà f t. Áóäåì íàçûâàòü c-êðèâîé
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ñâÿçêó, s-êðèâîé è u-êðèâîé óñòîé÷èâóþ è íåóñòîé÷èâóþ ñåäëîâóþ ñåïàðàòðèñó, íå ÿâ-
ëÿþùóþñÿ ñâÿçêîé, ñîîòâåòñòâåííî. Íàçîâåì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Ŝ = S̃\T
ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ. Ñîãëàñíî [4], ëþáàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü b ïîòîêà f t ãîìåî-
ìîðôíà îòêðûòîìó äèñêó, è åå ãðàíèöà ñîñòîèò èç çàìûêàíèé îäíîé t-êðèâîé, îäíîé u-
êðèâîé, îäíîé s-êðèâîé è êîíå÷íîãî (âîçìîæíî, ïóñòîãî) ìíîæåñòâà c-êðèâûõ (ñì. Ðèñ.
2.1). Áóäåì íàçûâàòü ýòè êðèâûå öâåòíûìè êðèâûìè è ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíîé îáëà-
ñòè. Êàæäàÿ c-êðèâàÿ ïðèíàäëåæèò ãðàíèöàì â òî÷íîñòè äâóõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé b,
ïîýòîìó åé ïðèïèñûâàåòñÿ ïàðà åå ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâ â ýòèõ îáëàñòÿõ, ñîîòâåòñòâåííî.

b
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c

u

c1n
b

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü

Ãðàô Γf t ñ ðåáðàìè öâåòîâ u, s, t è c íàçûâàåòñÿ ÷åòûð¼õöâåòíûì ãðàôîì ïîòîêà f t,
åñëè:

• êàæäîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè b ïîòîêà f t ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà b ãðàôà Γf t ;

• êàæäîé öâåòíîé êðèâîé îáëàñòè b ñîîòâåòñòâóåò öâåòíîå ðåáðî ãðàôà Γf t òàêîãî æå
öâåòà;

• âñå c-ðåáðà ãðàôà Γf t èìåþò òó æå ïàðó íîìåðîâ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì c-êðèâûå
(ñì. Ðèñ. 2.2).
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Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ïîòîê èç êëàññà G è åãî ÷åòûðåõöâåòíûé ãðàô

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1 ([4], òåîðåìà 1) Ω-óñòîé÷èâûå ïîòîêè ïîâåðõíîñòè
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ÷åòûðåõöâåòíûå ãðàôû
èçîìîðôíû ïîñðåäñòâîì èçîìîðôèçìà, ñîõðàíÿþùåãî öâåòíîñòü è íóìåðàöèþ ðåáåð.
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3. Àíàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû ïîòîêà èç êëàññà G

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ f t : Sg → Sg êëàññà
ãëàäêîñòè C2, ïîðîæäåííûõ ãðàäèåíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì ôóíêöèè âûñîòû âåðòèêàëü-
íîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Sg ðîäà g > 0. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî òàêèõ ñèñòåì
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: îäíîãî èñòî÷íèêà α,
îäíîãî ñòîêà ω è 2g ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, . . . , σ2g òàêèõ, ÷òî

W s
σi
\ σi = W u

σi+1
\ σi+1, i = 1, . . . , 2g − 1.

Îáîçíà÷èì ci êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W
s
σi
\ σi.

Ïîòîê f t íå èìååò öèêëîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ Ω-óñòîé÷èâûì. Èç ðåçóëüòàòîâ
ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê f t èìååò äâå ÿ÷åéêè è ÷åòûðå ìíîãîóãîëüíûå
îáëàñòè, åãî ÷åòûðåõöâåòíûé ãðàô èçîáðàæåí íà Ðèñ. 3.1.
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïîòîê èç êëàññà G è åãî ÷åòûðåõöâåòíûé ãðàô

Òàêèì îáðàçîì, ïîòîêè f t, f ′t : Sg → Sg èç êëàññà G èìåþò èçîìîðôíûå ãðàôû è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè. Îäíàêî èç ðåçóëüòàòîâ Æ. Ïàëèñà
[1] ñëåäóåò, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè. Áîëåå äåòàëüíî.

Ïóñòü µi � ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è λi � îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå ñåäëîâîé òî÷êè σi (ñì. Ðèñ. 3.2). Ïîëîæèì

θi =
λi+1

µi

, i = 1, . . . , 2g − 1.

c ii+1 i

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ñâÿçêà ci, åå ñåäëà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Â.Å. Êðóãëîâ. Î ÷èñëå ìîäóëåé ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ ôóíêöèè âûñîòû ïîâåðõíîñòè
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Ââåäåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîòîêà f ′t. Ïîêàæåì, ÷òî ñîâïàäåíèå ïàðàìåòðîâ
θi, θ

′
i ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîòîêîâ f

t, f ′t : Sg →
Sg, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ÷èñëî ìîäóëåé ïîòîêà êëàññà G íå ìåíåå 2g − 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F t
µi,λi

: R2 → R2, ãäå µi > 0, λi < 0 � ïîòîê íà ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìûé
ñèñòåìîé {

ẋ = µix,

ẏ = λiy,

Çàìåòèì, ÷òî uµi,λi
= {(x, y) ∈ R2 : |x||y|−

µi
λi < 1} � èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü åãî ñåäëîâîé

òî÷êè O(0, 0).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1 ([5], ëåììà 2.2) Ïóñòü σi � ñåäëîâàÿ òî÷êà ïîòîêà
f t ∈ G ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λi < 0, µi > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ
îêðåñòíîñòü Ui ñåäëà σi è äèôôåîìîðôèçì ζi : Ui → uµi,λi

, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿãàþùèé
ïîòîêè f t|Ui

è F t
µi,λi

|uµi,λi
.

Îêðåñòíîñòü Ui èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1 íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçóþùåé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
σi.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (xi, yi) êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè uµi,λi
. Ïîëîæèì V s

i = ζi(Ui ∩ Ui+1)
è V u

i+1 = ζi+1(Ui ∩ Ui+1). Òîãäà (ñì. ðèñ. 3.3) îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà

gi = ζi+1ζ
−1
i : V s

i → V u
i+1

âî ââåäåííûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

gi(xi, yi) = (δi(xi, yi), γi(xi, yi)) = (xi+1, yi+1).

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëèíåàðèçóþùèå îêðåñòíîñòè âûáðàíû òàê, ÷òî

xi+1 = δi(xi, yi) = y
µi+1
λi

i .

Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïîäõîäÿùåé çàìåíîé êîîðäèíàò.

Ë å ì ì à 3.1 2 Äëÿ ëþáîé òî÷êè (0, y0i ) ∈ V s
i âåðíî, ÷òî

∂γi
∂yi

(0, y0i ) = 0,
∂γi
∂xi

(0, y0i ) ̸= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Ïî îïðåäåëåíèþ gi(Oxi) = Oyi+1 è, çíà÷èò, γi(Oxi) ≡ 0, îòêóäà
∂γi
∂xi

(x0i , 0) = 0. Ïîñêîëüêó gi � äèôôåîìîðôèçì, òî åãî ÿêîáèàí íå ðàâåí íóëþ. Ïîñêîëüêó

∂γi
∂xi

(x0i , 0) = 0, òî
∂γi
∂yi

(x0i , 0) ̸= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïîëîæèì

ki =
∂γi
∂xi

(0, y0i ).

Ë å ì ì à 3.2 Ïóñòü (xji , y
j
i ) ⊂ V s

i � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ñõîäÿùàÿñÿ ê

(0, y0i ) ïðè j → ∞ òàêàÿ, ÷òî xji ̸= 0 (ñì. Ðèñ. 3.3). Òîãäà lim
j→∞

yji+1

xji
= ki.

2Àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ýòîì ðàçäåëå óòâåðæäåíèÿ äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, â ðàçäåëå 2 ðàáîòû [6] (ïðåäëîæåíèÿ 2.4 (ïóíêò 1) è 2.5 (ïóíêò 1)).

Â.Å. Êðóãëîâ. Î ÷èñëå ìîäóëåé ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ ôóíêöèè âûñîòû ïîâåðõíîñòè
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé è òîò

ôàêò, ÷òî γi(0, y
0
i ) = 0, ïîëó÷èì lim

j→∞

yji+1

xji
= lim

j→∞

γi(x
j
i , y

j
i )

xji
= lim

j→∞

γi(x
j
i , y

j
i )− γi(0, y

j
i )

xji
=

= lim
j→∞

∂γi
∂xi

(ν·xj
i , y

j
i )x

j
i

xj
i

= lim
j→∞

∂γi
∂xi

(ν · xji , y
j
i ) =

∂γi
∂xi

(0, y0i ) = ki.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

i

W

х

у

х

у

i+1 i

g
i

U
i+1

i
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i+1

i+1

i+1

U

(y  ,0)0
i

(x
j
,y )

j
i i

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.2 Ïóñòü ïîòîêè f t, f ′t : Sg → Sg ∈ G òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåíû. Òîãäà θi = θ′i.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Èç òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîòîêîâ f t, f ′t ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ãîìåîìîðôèçìà h : Sg → Sg òàêîãî, ÷òî h ◦ f t = f ′t ◦ h äëÿ ëþáîãî t ∈ R.
Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xji+1, y

j
i+1) ⊂ V u

i , êàê â ëåììå 3.2. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè yji+1, x
j
i+1 > 0, xji > 0, yji > 0. Çàôèêñèðóåì y0i+1 > 0, x0i > 0 (ñì. Ðèñ. 3.3) è âûáåðåì

âðåìåíà tji+1, t
j
i òàêèìè, ÷òî

y0i+1 = yji+1 · e−λi+1·tji+1 , x0i = xji · eµi·tji .

Òîãäà x0i = y0i+1 · eλi+1·tji+1 · kji · eµi·tji , ãäå kji =
xji
yji+1

. Îòêóäà λi+1 · tji+1 + µi · tji = ln
xji

yji+1 · k
j
i

è, ñëåäîâàòåëüíî,

tji
tji+1

=
ln

xj
i

yji+1·k
j
i

µi · tji+1

− λi+1

µi

.

Â ñèëó ëåìì 3.1, 3.2 è òîãî, ÷òî lim
j→∞

ti+1
j = ∞, ïîëó÷èì:

lim
j→∞

tji
tji+1

= lim
j→∞

ln
x0i

y0i+1 · ki
µi · tji+1

− λi+1

µi

= −λi+1

µi

= −θi.

Â.Å. Êðóãëîâ. Î ÷èñëå ìîäóëåé ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ ôóíêöèè âûñîòû ïîâåðõíîñòè
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Ïîëîæèì hi = ζ ′ihζ
−1
i , (x′ji+1, y

′j
i+1) = hi+1(x

j
i+1, y

j
i+1), (0, y

′0
i+1) = hi+1(0, y

0
i+1), (x

′0
i , 0) =

hi(x
0
i , 0) (ñì. Ðèñ. 3.3). Ïîñêîëüêó h � ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì, èìåþò ìåñòî ñëåäóþ-

ùèå ðàâåíñòâà:

y′0i+1 = y′ji+1 · e−λ′
i+1·t

j
i+1 , x′0i = x′ji · eµ′

i·t
j
i .

Èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ âûøåïðèâåäåííûì, ïîëó÷èì, ÷òî lim
j→∞

tji
tji+1

= −θ′i. Òàêèì

îáðàçîì, θi = θ′i.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü ïîòîêîâ â îêðåñòíîñòè ñèñòåìû

èç êëàññà G

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äâóõ ïîòîêîâ â îêðåñòíîñòè ñèñòåìû èç
êëàññà G äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè èõ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿþòñÿ èçîìîðô-
íîñòü èõ öâåòíûõ ãðàôîâ è ñîâïàäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî ìîäóëåé ïîòîêà êëàññà G íå áîëåå 2g − 1. Ðàññìîòðèì äàííîå óòâåðæäåíèå áîëåå
äåòàëüíî.

Â ñèëó Ω-óñòîé÷èâîñòè ïîòîêà f t : Sg → Sg èç êëàññà G ëþáîé ïîòîê ϕt â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè U(f t) ïîòîêà f t èìååò òàêîå æå, êàê è f t, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ïî
òèïó è êîëè÷åñòâó âõîäÿùèõ â íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê, ïîýòîìó ìû ñîõðàíèì
îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ òî÷åê. Êàæäûé òàêîé ïîòîê ϕt ïîëó÷àåòñÿ èç ïîòîêà f t ðàçðóøåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâÿçîê (ñì. Ðèñ. 4.1) è, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ Ω-óñòîé÷èâûì ïîòî-
êîì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåãî êîððåòíî îïðåäåëåí ÷åòûðåõöâåòíûé ãðàô Γϕt è ïàðàìåòðû
θi, i = 1, . . . , 2g − 1.

1

2

3

4

2g-1

2g

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ïîòîê èç îêðåñòíîñòè ñèñòåìû èç êëàññà G

Ë å ì ì à 4.1 Ïóñòü ϕt, ϕ′t ∈ U(f t). Åñëè ãðàôû Γϕt, Γϕ′t èçîìîðôíû è θi = θ′i äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , 2g − 1, òî ïîòîêè ϕt è ϕ′t òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1, èç èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ Γϕt è Γϕ′t

ñëåäóåò, ÷òî ïîòîêè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà
h : Sg → Sg. Ïîëîæèì p′ = h(p) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf t è c′i = h(ci) äëÿ ëþáîé ci-
êðèâîé. Ïîêàæåì, êàê ìîäèôèöèðîâàòü ãîìåîìîðôèçì h äî ãîìåîìîðôèçìà H : Sg →

Â.Å. Êðóãëîâ. Î ÷èñëå ìîäóëåé ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ ôóíêöèè âûñîòû ïîâåðõíîñòè
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Sg, îñóùåñòâëÿþùåãî òîïîëîãè÷åñêóþ ñîïðÿæåííîñòü. Âåçäå äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.
Øàã 1. Ïîëîæèì h̄i = ζ ′ihζ

−1
i : uµi,λi

→ uµ′
i,λ

′
i
. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

h̄i ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ êîîðäèíàòíûõ îñåé Ox,Oy (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ëèíåà-
ðèçóþùèé ãîìåîìîðôèçì çàìåíèòü íà åãî êîìïîçèöèþ ñ îòîáðàæåíèåì ñèììåòðèè îòíî-
ñèòåëüíî îñè). Ïîëîæèì

ρi =
µ′
i

µi

, βi =
λ′i
λi
.

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì H̄i : uµi,λi
→ uµ′

i,λ
′
i

ôîðìóëîé H̄i(±x,±y) =
=
(
±Aix

ρi ,±Biy
βi
)
, ãäå x ≥ 0, y ≥ 0, Ai, Bi � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ ãîìåîìîðôèçì H̄i

ñîïðÿãàåò ïîòîêè F t
µi,λi

è F t
µ′
i,λ

′
i
. Âûáåðåì êîíñòàíòû Ai, Bi ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

1. A1 = B1 = 1;

2. Ai+1 = B

µ′
i+1
λi

i ;

3. Bi+1 = Ai ·
k′i
kρii

, åñëè õîòÿ áû îäíà èç íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëà σi+1 ÿâëÿåòñÿ

ñâÿçêîé, è Bi+1 = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïîëîæèì Hi = ζ ′−1

i hζi : Ui → U ′
i . Èç óñëîâèÿ θi = θ′i (ñëåäîâàòåëüíî, βi+1 = ρi) è

ëåììû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàþò íà ïåðåñå÷åíèÿõ ëèíåàðè-
çóþùèõ îêðåñòíîñòåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç hV ãîìåîìîðôèçì, ïîñòðîåííûé íà îáúåäèíåíèè
ñåäëîâûõ ëèíåàðèçóþùèõ îêðåñòíîñòåé è ÷åðåç V , V ′ ñàìî ýòî îáúåäèíåíèå ó ïîòîêà f t,
f ′t ñîîòâåòñòâåííî.
Øàã 2. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì â îñòàâøèõñÿ ÷àñòÿõ ïîâåðõíîñòè. Ðàññóæäåíèÿ àíàëî-
ãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû â [7]. Îáîçíà÷èì Vb = V ∩ cl(b) îáëàñòü â b, ãäå
óæå ïîñòðîåí hV (ñì. Ðèñ. 4.2). Çàìåòèì, ÷òî hV ìîæåò áûòü î÷åâèäíî ïðîäîëæåí íà cl(Vb)
â ñèëó íåïðåðûâíîñòè.

b b1 2
b b1 2

‘

‘‘

‘

‘

‘‘

T T T T ‘V V

v
0

v1

v
0

v1l l ‘
h v( )

h v( )

0

1V

lt
‘

lt

ltJ
T

J
T

J
T ‘

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà â îáëàñòè T

Îáîçíà÷èì T = cl(b)\Vb. Àíàëîãè÷íî- T ′. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì hT : T → T ′.
Ïóñòü ℓ è ℓ′ � äâå èçìåðèìûå çàìêíóòûå êðèâûå áåç êîíòàêòà, ÿâëÿþùèåñÿ ãðàíèöåé

íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé ñòîêîâ ω è ω′ ñîîòâåòñòâåííî (èõ ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç ãè-
ïåðáîëè÷íîñòè ñòîêîâ), è, î÷åâèäíî, îáùèå äëÿ âñåõ îáëàñòåé ñ ω, ω′ ñîîòâåòñòâåííî â
ãðàíèöå.

Â.Å. Êðóãëîâ. Î ÷èñëå ìîäóëåé ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ ôóíêöèè âûñîòû ïîâåðõíîñòè
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Îáîçíà÷èì t-êðèâóþ îáëàñòè b ÷åðåç lt è îáëàñòè b′ ÷åðåç l′t. Ïóñòü {v0} = ℓ ∩ lt è
{ṽ0} = ℓ′ ∩ l′t. Ïîñòðîèì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì hlt : lt → l′t òàê, ÷òî åñëè z = f tz(v0),
òî z′ = hlt(z) ïðè z

′ = f ′tz(ṽ0) (ñì. ðèñ. 4.2).
Ïóñòü JT = ℓ ∩ T è ïóñòü v0, v1 � êîíöû äóãè JT , ïðè ýòîì v1 ∈ ∂Vb. Àíàëîãè÷íî äóãà

J̃T ′ = ℓ′∩T ′ îãðàíè÷åíà òî÷êàìè ṽ0, ṽ1, ïðèíàäëåæàùèìè l
′
t, ∂Vb′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

t0, t1 ∈ R òàêèìè, ÷òî f ′t0(ṽ0) = hlt(v0), f
′t1(ṽ1) = hV (v1) è ïîëîæèì ρ : J̃T ′ → [0, 1] �

ãîìåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî ρ(ṽj) = j, j = 0, 1. Ïóñòü

JT ′ = {f ′tz(z̃) | z̃ ∈ J̃T ′ , tz = t0 + (t1 − t0)ρ(z̃)}.

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíûé ãîìåîìîðôèçì hJ : JT → JT ′ òàê, ÷òî hJ(v0) = hlt(v0) è
hJ(v1) = hV (v1). Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà z èç T îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì òî÷êîé
z0 òàêîé, ÷òî {z0} = Oz ∩ JT è çíà÷åíèåì âðåìåíè tz ∈ R òàêèì, ÷òî f tz(z0) = z. Îïðåäå-
ëèì ãîìåîìîðôèçì hT : T → T ′ ôîðìóëîé hT (f

tz(z0)) = f ′tz(hJ(z0)). Ïîñòðîèì èòîãîâûé
ãîìåîìîðôèçì hb : cl(b) → cl(b) òàê, ÷òî hb|cl(V ) = hV è hb|T = hT . Îí, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò
ñ ãîìåîìîðôèçìàìè íà ñîñåäíèõ îáëàñòÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, H : Sg → Sg çàäàåòñÿ ôîðìóëîé H(x) = hb ïðè x ∈ b.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò Ïî÷èíêó Îëüãó Âèòàëüåâíó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå
ðóêîïèñè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî
ïðîåêòà � 18-31-00022 ìîë à, êðîìå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îñíîâíîé òåîðåìû, êîòîðîå
äîêàçàíî êàê ðåçóëüòàò èññëåäîâàòåëüñêîãî ïðîåêòà ¾Òîïîëîãèÿ è õàîñ â äèíàìèêå ñèñòåì,
ñëîåíèé è äåôîðìàöèè àëãåáð Ëè (2018)¿ â ÍÈÓ ÂØÝ.
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On number of moduli for gradient surface height function

�ows

c⃝ V.E. Kruglov1

Abstract. In 1978 J. Palis invented continuum topologically non-conjugate systems in a
neighbourhood of a system with a heteroclinic contact; in other words, he invented so-called moduli.
W. de Melo and Ñ. van Strien in 1987 described a di�eomorphism class with a �nite number of
moduli. They discovered that a chain of saddles taking part in the heteroclinic contact of such
di�eomorphism includes not more than three saddles. Surprisingly, such e�ect does not happen
in �ows. Here we consider gradient �ows of the height function for an orientable surface of genus
g > 0. Such �ows have a chain of 2g saddles. We found that the number of moduli for such �ows
is 2g − 1 which is the straight consequence of the su�cient topological conjugacy conditions for
such systems given in our paper. A complete topological equivalence invariant for such systems is
four-colour graph carrying the information about its cells relative position. Equipping the graph's
edges with the analytical parameters � moduli, connected with the saddle connections, gives the
su�cient conditions of the �ows topological conjugacy.

Key Words: modulus of stability, gradient �ow, topological conjugacy, four-colour graph,
topological invariant
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