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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àâòîðû èçëàãàþò ðåøåíèå ïðîáëåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàñ-
ñèôèêàöèè ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè â êàíîíè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîä ïîëíîé
òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèåé ïîíèìàåò íàõîæäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàpèàíòîâ, äîêàçà-
òåëüñòâî ïîëíîòû ìíîæåñòâà íàéäåííûõ èíâàðèàíòîâ è ïîñòðîåíèå ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ. Èìåííî, â ïåðâîé òåîðåìå äàííîé
ðàáîòû óñòàíàâëèâàåòñÿ òèï ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè, âî
âòîðîé òåîðåìå � íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ ñîïðÿæåííîñòè, ñîñòîÿùèå â ñîâ-
ïàäåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ è ÷èñåë âðàùåíèÿ, â òðåòüåé òåîðåìå äîïóñòèìûé íàáîð ïà-
ðàìåòðîâ ðåàëèçóåòñÿ ãðóáûì ïðåîáðàçîâàíèåì îêðóæíîñòè. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ìû
ïðåäïîëàãàåì èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòû ïî ëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, à òàêæå ðåçóëüòàòû î ãëîáàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè îáúåìëþ-
ùåãî ìíîãîîáðàçèÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðóáûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

1. Ââåäåíèå

Íèæíèé Íîâãîðîä (ðàíåå-Ãîðüêèé) ïî ïðàâó ìîæíî ñ÷èòàòü ìåñòîì ðîæäåíèÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêîé òåîðèè. Â 1937 ã. À. À. Àíäðîíîâ è Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí [1] ââåëè ïîíÿòèå ãðóáîé
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ â òàêèõ ñèñòåìàõ
ðåøåíèÿ íå ìåíÿþò êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ïðè C1 ìàëûõ èçìåíåíèÿõ ïðàâûõ ÷àñòåé
óðàâíåíèé. Îêàçàëîñü, ÷òî ãðóáûå ñèñòåìû èìåþò âåñüìà ëàêîíè÷íîå îïèñàíèå: ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíûå öèêëû ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè, èõ ÷èñëî êîíå÷íî, è
íåò òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî. Ïðåäñòàâèòåëåì ãîðüêîâñêîé øêîëû À. Ã. Ìàé-
åðîì [2] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ãðóáîñòè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
(êàñêàäîâ) íà îêðóæíîñòè. Èç åãî ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ãðóáûå êàñêàäû íà îêðóæíî-
ñòè, êàê è ïîòîêè íà ïëîñêîñòè, òèïè÷íû è èìåþò äîñòàòî÷íî ÿñíóþ äèíàìèêó. À èìåííî,
ãðóáûé êàñêàä èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ïðè÷åì êàæäàÿ òàêàÿ
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Â 1959 ã. Ì. Ïåéøîòî [3] ðàñïðîñòðàíèë ðåçóëüòàòû À. À. Àíäðîíîâà è Ë. Ñ. Ïîíò-
ðÿãèíà íà ïðîèçâîëüíûå îðèåíòèðóåìûå çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì Ì. Ïåéøîòî

1Êîëîáÿíèíà Àííà Åâãåíüåâíà, ñòóäåíòêà îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàìììû "ÌàòåìàòèêàÔÃÀÎÓ
ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè (603155, Ðîññèÿ,
ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷¼ðñêàÿ, ä. 25/12), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-5312-4478,
anyakolobyanina@mail.ru

2Íîçäðèíîâà Åëåíà Âÿ÷åñëàâîâíà, ñòàæåð-èññëåäîâàòåëü ëàáîðàòîðèè Òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ
â äèíàìèêå, ÔÃÀÎÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè
(603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷¼ðñêàÿ, ä. 25/12), ORCID: http://orcid.org/0000-
0001-5209-377Õ, maati@mail.ru

3Ïî÷èíêà Îëüãà Âèòàëüåâíà, çàâåäóþùàÿ ëàáîðàòîðèåé Òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ â äèíàìèêå, ÔÃÀ-
ÎÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè (603155, Ðîññèÿ,
ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷¼ðñêàÿ, ä. 25/12), ORCID: http://orcid.org/0000-0002-6587-5305,
olga-pochinka@yandex.ru

A.Å. Êîëîáÿíèíà, Å.Â. Íîçäðèíîâà, Î.Â. Ïî÷èíêà. Ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 4 409

ìîäèôèöèðîâàë ïîíÿòèå ãðóáîñòè, îïóñòèâ òðåáîâàíèå áëèçîñòè ê òîæäåñòâåííîìó îòîá-
ðàæåíèþ äëÿ ãîìåîìîðôèçìà, ñîïðÿãàþùåãî äèíàìèêó áëèçêèõ ñèñòåì. Íîâîå ïîíÿòèå
�ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü� ñòàëî áîëåå óïîòðåáèìûì â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ðåçóëüòàò Ì. Ïåéøîòî ïî ñâîåé ôîðìóëèðîâêå äîñëîâíî ïîâòîðÿåò êðèòåðèé ãðóáîñòè
Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà. Îòìåòèì, ÷òî Ì. Ïåéøîòî ïåðåäîêàçàë ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ À.Ã.
Ìàéåðà, íå çíàÿ î åãî ðàáîòå.

Äåéñòâèòåëüíî, ñòàòüÿ [2] áûëà íàïå÷àòàíà â ìàëîäîñòóïíîì æóðíàëå "Çàïèñêè ãîðü-
êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà"è äî ñèõ ïîð ìíîãèå îòå÷åñòâåííûå è çàðóáåæíûå
ìàòåìàòèêè íå çíàþò î åå ñóùåñòâîâàíèè, à òàêæå î òîì, ÷òî À. Ã. Ìàéåð áûë ïåðâûì, êòî
êëàññèôèöèðîâàë ãðóáûå äèôôåîìîðôèçìû íà îêðóæíîñòè. Ýòî áûëà îäíà èç ïèîíåðñêèõ
ðàáîò ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ñ òåõ ïîð ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëó÷èëà êîëîññàëüíîå ðàçâèòèå. Â ÷àñòíîñòè, ×.
Ìàíå [4] è Ê. Ðîáèíñîíîì [5] ïîëó÷åí êðèòåðèé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ñ. Ñìåéëîì, Äæ. Ïàëèñîì, Â. äè Ìåëó [6], [7],
[8], [9] áûëà ñòðîéíàÿ òåîðèÿ ïðîñòåéøèõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì, òàê íàçûâàåìûõ
ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, âêëþ÷àþùàÿ è âîïðîñû èõ êëàññèôèêàöèè (ñì. òàêæå [10] äëÿ
ñèñòåìàòèçèðîâàííîãî èçëîæåíèÿ).

Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîä ïîëíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèåé
íåêîòîðîãî êëàññà G äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîíèìàåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷:

• íàõîæäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàpèàíòîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èç êëàññà G;

• äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ìíîæåñòâà íàéäåííûõ èíâàðèàíòîâ, òî åñòü äîêàçàòåëüñòâî
òîãî, ÷òî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ñîïðÿæåííîñòè) äâóõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì èç G;

• ðåàëèçàöèÿ, òî åñòü ïîñòðîåíèå ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàí-
òîâ ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ, ïðèíàäëåæàùåãî G.

Çàìåòèì, ÷òî êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû â ðàáîòå À. Ã. Ìàéåðà ÿâíî íå
âûäåëÿëèñü- îíè áûëè ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà ãðóáîñòè è òèïè÷íîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè; íå ðåøàëàñü è çàäà÷à ðåàëèçàöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àâ-
òîðàì õîòåëîñü áû èçëîæèòü ðåøåíèå ïðîáëåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðóáûõ
ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè èìåííî â òàêîé, êàíîíè÷åñêîé, ïîñòàíîâêå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ.

2. Ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè

Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî îêðóæíîñòü S1 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì çàìêíóòûì (êîì-
ïàêòíûì áåç êðàÿ) îäíîìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì è ãîìåîìîðôíà ñòàíäàðíîé åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè

S1 = {(x, y) : x2 + y2 = 1}.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ f : S1 → S1 îòíî-
ñèòåëüíî îòíîøåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè: äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ : S1 → S1

íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : S1 → S1

òàêîé, ÷òî hf = f ′h. Áîëåå òîãî, ìû áóäåì èçó÷àòü ãðóáûå (ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå) äèô-
ôåîìîðôèçìû, òî åñòü òå, äëÿ êîòîðûõ C1�áëèçêèå (ïîêîîðäèíàòíî è ïî ïðîèçâîäíîé) ê
íèì äèôôåîìîðôèçìû ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè.
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À. Ã. Ìàéåð [2]ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî ãðóáûå äèôôåîìîðôèçìû (îáîçíà÷èì èõ ìíîæå-
ñòâî ÷åðåç G) èìåþò î÷åíü ïðîñòóþ äèíàìèêó, êîòîðàÿ ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæåò
áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [10]).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1 Ïóñòü f ∈ G.Òîãäà
1) f èìååò êîíå÷íîå (íå ìåíüøåå äâóõ) ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, òî åñòü òî÷åê,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî mp òàêîå, ÷òî f
mp(p) = p è f j(p) ̸= p äëÿ

ëþáîãî öåëîãî 0 < j < mp (îáîçíà÷èì ÷åðåç Per(f) ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
äèôôåîìîðôèçìà f);

2) â îêðåñòíîñòè Up òî÷êè p, ÿâëÿþùåéñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà S1 \
(Per(f) \ p), äèôôåîìîðôèçì fmp òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ëèáî ñ ðàñòÿæåíèåì

a±(x) = ±2x : R1 → R1

(â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà p íàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì, à îêðåñòíîñòü Up � eãî íåóñòîé÷èâûì
ìíîãîîáðàçèåì W u

p ), ëèáî ñî ñæàòèåì

a−1
± (x) = ±x/2 : R1 → R1

(â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà p íàçûâàåòñÿ ñòîêîì, à îêðåñòíîñòü Up � eãî óñòîé÷èâûì ìíî-
ãîîáðàçèåì W s

p ).

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òàêîãî îïèñàíèÿ ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè
f ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâî Per(f) ñîäåðæèò îäèíàêîâîå ÷èñëî (îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç r) èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ, êîòîðûå ÷åðåäóþòñÿ íà îêðóæíîñòè, à ôàçîâûé ïîðòðåò
f ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðèîäè÷íîñòè èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2.1, ãäå ω1, . . . , ωr �
ñòîêè; α1, . . . , αr � èñòî÷íèêè. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s

ωi
\ ωi íàçûâàþòñÿ

óñòîé÷èâûìè ñåïàðàòðèñàìè ñòîêà ωi, à êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W u
αi

\ αi �
íåóñòîé÷èâûìè ñåïàðàòðèñàìè èñòî÷íèêà αi.

r

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ôàçîâûé ïîðòðåò ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè

Áóäåì ñ÷èòàòü îêðóæíîñòü îðèåíòèðîâàííîé ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè è íàçûâàòü îðè-
åíòàöèþ íà äóãå γ ⊂ S1 ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé), åñëè îíà ñîâïàäàåò (íå ñîâïà-
äàåò) ñ îðèåíòàöèåé îêðóæíîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì g : S1 → S1 íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùèì (ìåíÿþùèì) îðè-
åíòàöèþ, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê a, b, c ∈ S1 òàêèõ, ÷òî òî÷êà b ëåæèò íà ïîëîæèòåëüíî
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îðèåíòèðîâàííîé äóãå [a, c] ⊂ S1 ,ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà g(b) ëåæèò íà ïîëîæèòåëüíî (îòðè-
öàòåëüíî) îðèåíòèðîâàííîé äóãå [g(a), g(c)]).

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî G íà äâà ïîäêëàññà G+ è G−, ñîñòîÿùèõ èç ñîõðàíÿþùèõ îðèåí-
òàöèþ è ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ îðèåíòèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ è ïðåäëî-
æåíèÿ 2.1 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1
1. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G− èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
2. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G+ (f ∈ G−) íà ìíîãîîáðàçèè W

s
ωi
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-

æåí ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà hωi
: W s

ωi
→ R äèôôåîìîðôèçìó a−1

+ (a−1
− ) è

íà ìíîãîîáðàçèè W u
αi

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà
hαi

: W u
αi

→ R äèôôåîìîðôèçìó a+ (a−).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óòî÷íÿåòñÿ ñòðóêòóðà ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ
êëàññà G.

Ò å î ð å ì à 2.1
1. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+ ìíîæåñòâî Per(f) ñîñòîèò èç 2n, n ∈ N

ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ïåðèîä k.
2. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G− ìíîæåñòâî Per(f) ñîñòîèò èç 2q, q ∈ N

ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, äâå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè, à äðóãèå èìåþò ïåðèîä
2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ∈ G è ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà
f çàíóìåðîâàíû, êàê íà ðèñ. 2.1. Ïðîèíäåêñèðóåì ñåïàðàòðèñû äèôôåîìîðôèçìà f ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: îáîçíà÷èì ñåïàðàòðèñó, îãðàíè÷åííóþ òî÷êàìè ωi è αi ,÷åðåç ℓ2i−1, à
ñåïàðàòðèñó, îãðàíè÷åííóþ òî÷êàìè αi è ωi+1, ÷åðåç ℓ2i (ñì. ðèñ. 2.2).

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ a) äèôôåîìîðôèçì f èìååò õîòÿ áû îäíó íåïîäâèæíóþ
òî÷êó, b) âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f èìåþò ïåðèîä, áîëüøèé åäèíèöû.

Â ñëó÷àå a) ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî íåïîäâèæíîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ω1 (ýòîãî
âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåíóìåðàöèåé òî÷åê èëè ïåðåõîäîì ê äèôôåîìîðôèçìó f−1). Â
ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1 âîçìîæíû äâà ïîäñëó÷àÿ: a+) äèôôåîìîðôèçì f |W s

ω1
òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåí äèôôåîìîðôèçìó a−1
+ è f ∈ G+; ëèáî a�) äèôôåîìîðôèçì f |W s

ω1
òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåí äèôôåîìîðôèçìó a−1
− è f ∈ G−.

Â ñëó÷àå a+) ñåïàðàòðèñà ℓ1 íåïîäâèæíà è, èç óñëîâèÿ, íåïîäâèæíîé ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êà α1. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â îêðåñòíîñòè α1 ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî íåïîäâèæíîé
ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ω2, è ò. ä. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f
ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè.

Â ñëó÷àå a�) ñåïàðàòðèñà ℓ1 èìååò ïåðèîä 2. Òîãäà òî÷êà α1 ëèáî íåïîäâèæíà, è â
ýòîì ñëó÷àå f � ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì "èñòî÷íèê-ñòîê ëèáî èìååò ïå-
ðèîä 2 è f(α1) = αr. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êà
ω2 ëèáî íåïîäâèæíàÿ, ëèáî èìååò ïåðèîä 2, è ò. ä. Ïîñêîëüêó íà îðèåíòèðîâàííîé äóãå
[α1, αn] ⊂ S1 ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì f èìååò â òî÷íîñòè îäíó íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó, òî, ëèáî ñòîê ωq, q > 1, ëèáî èñòî÷íèê αq îêàæóòñÿ íåïîäâèæíûìè, à âñå
îñòàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, êðîìå ω1, áóäóò èìåòü ïåðèîä 2.

Â ñëó÷àå b), ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1, f ∈ G+. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, âñå ïåðèîäè÷åñêèå
òî÷êè f èìåþò ïåðèîä, áîëüøèé åäèíèöû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k íàèìåíüøèé èç ýòèõ ïå-
ðèîäîâ. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî òî÷êà ω1 èìååò ïåðèîä k (ýòîãî âñåãäà ìîæíî
äîáèòüñÿ ïåðåíóìåðàöèåé òî÷åê èëè ïåðåõîäîì ê äèôôåîìîðôèçìó f−1). Ïîëîæèì g = fk.
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Òîãäà g ∈ G+, è òî÷êà ω1 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äèôôåîìîðôèçìà g. Ïðèìåíÿÿ
ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà a+), ïîëó÷èì, ÷òî âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà g ÿâëÿ-
þòñÿ íåïîäâèæíûìè. Èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ïåðèîäà k ñëåäóåò, ÷òî âñå ïåðèîäè÷åñêèå
òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f èìåþò ïåðèîä k.

l2

l3

l2r
r

l1

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Íóìåðàöèÿ ñåïàðàòðèñ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G

3. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-

æåííîñòè ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè

Ïóñòü f ∈ G+. Ïðîíóìåðóåì ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ìíîæåñòâà Per(f):
p0, p1, . . . , p2nk−1, p2nk = p0 íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p0 ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå, òîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî f(p0) = p2nl, ïðè÷åì l = 0 äëÿ
k = 1, l ∈ {1, . . . , k − 1} äëÿ k > 1, è ÷èñëà (k, l) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè. Çàìåòèì,
÷òî l íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè p0 (ñì. ðèñ. 3.1 (A)).

Äëÿ f ∈ G− ïîëîæèì ν = −1; ν = 0; ν = +1,åñëè åãî íåïîäâèæíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ
èñòî÷íèêàìè; ñòîêîì è èñòî÷íèêîì; ñòîêàìè ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ν = 0, åñëè q�
íå÷åòíîå è ν = ±1, åñëè q� ÷åòíîå (ñì. ðèñ. 3.1 (B)).
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n=1

q=2

n=-1

q=4

(A) (B)

f f

f f

Ð è ñ ó í î ê 3.1

(A) äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G+; (B) äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G−

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïî-
ëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G.

Ò å î ð å ì à 3.1
1. Äèôôåîìîðôèçìû f ; f ′ ∈ G+ ñ ïàðàìåòðàìè n, k, l;n′, k′, l′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæå-

íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = n′, k = k′ è âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
• l = l′ (ïðè ýòîì åñëè l ̸= 0, òî ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ñîõðàíÿåò îðèåíòà-
öèþ),
• l = k′ − l′ (ïðè ýòîì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ìåíÿåò îðèåíòàöèþ).

2. Äèôôåîìîðôèçìû f ; f ′ ∈ G− ñ ïàðàìåòðàìè q, ν; q′, ν ′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = q′ è ν = ν ′4.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 3.1 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íûì ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîðôèçìà ñîõðàíÿòü óñòîé÷èâûå è íåóñòîé-
÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è èõ ïåðèîä. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü îòäåëüíî
â êàæäîì êëàññå G+ è G−.

Ïóñòü f, f ′ ∈ G+, n = n′, k = k′ è âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
• l = l′,
• l = k′ − l′.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I çàìûêàíèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà S1 \ (
k−1∪
j=0

f j(ω1)), ÿâëÿþ-

ùååñÿ îðèåíòèðîâàííîé äóãîé ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé ω1. Êîíåö ýòîé äóãè ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé
f i(ω1) äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {0, . . . , k − 1}. Âíóòðåííîñòè èíòåðâàëîâ I, f(I), . . . , fk−1(I) ïî-

ïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è S1 =
k−1∪
j=0

f j(I). Òàêèì îáðàçîì, ïîëóèíòåðâàë İ = I \ f i(ω1)

ñîäåðæèò ðîâíî 2n ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ïî îäíîé èç êàæäîé îðáèòû (ñì. ðèñ. 3.2).

4Èìåííî â òàêîì âèäå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåî-
ìîðôèçìîâ êëàññà G áûëè âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíû (áåç äîêàçàòåëüñòâà) â ðàáîòå [11].
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Èëëþñòðàöèÿ ê ïîñòðîåíèþ ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîðôèçìà

Â ñëó÷àå l = l′ îòðåçîê I ′ äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ′ ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, à â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå òàê, ÷òî ω1 ÿâëÿåòñÿ åãî êîíå÷íîé òî÷êîé. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî l = l′; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì hİ : İ → İ ′, ñîïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçìû fk|İ è f ′k|İ′ . Ñ
ýòîé öåëüþ, äëÿ i ∈ {1, . . . , n} ïîëîæèì

hℓ2i−1
= h−1

ω′
i
hωi

: ℓ2i−1 → ℓ′2i−1, hℓ2i = h−1
ω′
i+1
hωi+1

: ℓ2i → ℓ′2i.

Òîãäà ãîìåîìîðôèçì hİ ñîâïàäàåò ñ hℓ2i−1
íà ℓ2i−1, ñ hℓ2i �íà ℓ2i ,è h(ωi) = ω′

i, h(αi) = α′
i.

Ïðîäîëæèì ãîìåîìîðôèçì h íà âñþ îêðóæíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ y ∈ f j(I), j ∈
{0, . . . , k − 1} ïîëîæèì

h(y) = f ′j(hI(f
−j(y))).

Ïóñòü òåïåðü f, f ′ ∈ G−, q = q′ è ν = ν ′. Â ýòîì ñëó÷àå îòðåçîê I îãðàíè÷åí äâóìÿ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè, ãîìåîìîðôèçì hI ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ñîõðàíÿþùåìó îðèåíòà-
öèþ ñëó÷àþ, ñîïðÿãàåò äèôôåîìîðôèçìû f 2|İ è f ′2|İ′ è ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ îêðóæíîñòü
ôîðìóëîé h(y) = f ′(hI(f

−1(y))) äëÿ y ∈ S1 \ İ.

4. Ðåàëèçàöèÿ ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðåàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûì ýòàïîì òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè è ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ãðóáîãî äèôôåîìîðôèçìà îêðóæíîñòè ñ
ëþáûì äîïóñòèìûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ.

Ò å î ð å ì à 4.1
1. Äëÿ ëþáîé òðîéêè öåëûõ ÷èñåë n, k, l òàêîé, ÷òî n, k ∈ N, l = 0 äëÿ k = 1,

l ∈ {1, . . . , k− 1} è ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî ïðîñòûì ñ k äëÿ k > 1, ñóùåñòâóåò ãðóáûé ñîõðà-
íÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè.

2. Äëÿ ëþáîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë q, ν òàêîé, ÷òî ν = 0, åñëè q� íå÷åòíîå; è ν = ±1,
åñëè q � ÷åòíîå, ñóùåñòâóåò ãðóáûé ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì îêðóæíî-
ñòè ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñ çàäàííûìè
ïåðèîäè÷åñêèìè äàííûìè èñïîëüçóåì óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè ïðÿìîé:

p(x) = e2πix : R → S1.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ N äèôôåîìîðôèçì

Gr(x) = x+
1

4πr
sin(2πrx) : R1 → R1

ïîñðåäñòâîì p ïðîåêòèðóåòñÿ íà îêðóæíîñòü äèôôåîìîðôèçìîì gr : S1 → S1, èìåþùèì
ðîâíî 2r íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ïîëîâèíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòîêàìè, à äðóãàÿ ïîëîâèíà
� èñòî÷íèêàìè. Äëÿ ëþáîãî θ ∈ R äèôôåîìîðôèçì

Ψθ(x) = x+ θ : R1 → R1

ïîñðåäñòâîì p ïðîåêòèðóåòñÿ íà îêðóæíîñòü äèôôåîìîðôèçìîì ψθ : S1 → S1, ÿâëÿþùèì-
ñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë 2πθ. Íàêîíåö, äèôôåîìîðôèçì

W (x) = −x : R1 → R1

ïîñðåäñòâîì p ïðîåêòèðóåòñÿ íà îêðóæíîñòü äèôôåîìîðôèçìîì w : S1 → S1, ÿâëÿþùèìñÿ
îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî îñè OX.

Òîãäà äèôôåîìîðôèçì f ∈ G+ ñ ïàðàìåòðàìè n, k, l ðåàëèçóåòñÿ êîìïîçèöèåé ψ l
k
◦gnk,

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé â ñèëó p äèôôåîìîðôèçìà

F (x) = x+
1

4πnk
sin(2πnkx) +

l

k
.

Äèôôåîìîðôèçì f ∈ G− ñ ïàðàìåòðàìè q,−1 èëè q, 0 ðåàëèçóåòñÿ êîìïîçèöèåé w ◦ gq, òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé â ñèëó p äèôôåîìîðôèçìà

F (x) = −x− 1

4πq
sin(2πqx).

Äèôôåîìîðôèçì f ∈ G− ñ ïàðàìåòðàìè q,+1 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé â ñèëó p äèôôåîìîð-
ôèçìà

F (x) = −x+ 1

4πq
sin(2πqx).

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 18-31-00022, â ðàìêàõ
ïðîåêòà ÖÔÈ ÍÈÓ ÂØÝ â 2018 ã.
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Classi�cation of rough transformations of a circle from a

modern point of view

c⃝ A. E. Kolobyanina1, E. V. Nozdrinova2, O. V. Pochinka3

Abstract. In this paper the authors use modern methods and approaches to present a solution
to the problem of the topological classi�cation of circle's rough transformations in canonical
formulation. In the modern theory of dynamical systems such problems are understood as the
complete topological classi�cation: �nding topological invariants, proving the completeness of the
set of invariants found and constructing a standard representative from a given set of topological
invariants. Namely, in the �rst theorem of this paper the type of periodic data of circle's rough
transformations is established. In the second theorem necessary and su�cient conditions of their
conjugacy are proved. These conditions mean coincidence of periodic data and rotation numbers. In
the third theorem the admissible set of parameters is implemented by a rough transformation of a
circle. While proving the theorems, we assume that the results on the local topological classi�cation
of hyperbolic periodic points, as well as the results on the global representation of the ambient
manifold as a union of invariant manifolds of periodic points, are known.

Key Words: rough transformations of a circle, topological classi�cation
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