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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à îá îñàæäåíèè òâåðäîé ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû
â âÿçêîé æèäêîñòè, ãðàíè÷àùåé ñ äâóìÿ òâåðäûìè ïëîñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â ïðèáëèæåíèè ìàëûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè íà ÷àñòèöå è äâóõ ïëîñêîñòÿõ èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà, ðàçðàáîòàííàÿ äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö â âÿçêîé æèäêîñòè ñ îäíîé ïëîñêîé
ñòåíêîé. Ïðîöåäóðà îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ôèêòèâíûõ ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåò-
ðè÷íî ðåàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îñàæäåíèè ðåàëüíîé ÷à-
ñòèöû ïðè íàëè÷èè äâóõ ïëîñêîñòåé ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ôèêòèâíûõ ÷àñòèö. Ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå íàéäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷åòûðåõ ôèêòèâíûõ ÷àñòèö. Íà îñíîâå ýòîãî ðåøåíèÿ ïî-
ëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè îñàæäåíèÿ ÷àñòèöû äëÿ ñëó÷àÿ
ïàðàëëåëüíîé è ïåðïåíäèêóëÿðíîé îðèåíòàöèè ïëîñêîñòåé îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Â ÷àñò-
íîñòè, íàéäåíû çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé è óãëîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ
äî êàæäîé èç ïëîñêîñòåé è íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà
îäíà èç ïëîñêîñòåé íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî äàëåêî îò ÷àñòèöû ïîó÷àåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû
âäîëü è ïåðïåíäèêóëÿðíî îäíîé ïëîñêîñòè.
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ñêîå âçàèìîäåéñòâèå, îñàæäåíèå, ïëîñêèå ñòåíêè.

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìèêðôîëþèäíûå ñèñòåìû [1], [2], [3].
Îäíî èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ - ëàáîðàòîðèè íà ÷èïå (lab-on-a-chip) [4].
Èõ îñíîâîé ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìèêðîôëþèäíûå ìîäóëè, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò
óïðàâëåíèå îáúåìàìè æèäêîñòåé (îáúåìîì îò 10−9 äî 10−15 ë). Òàêèå êàïëè ÿâëÿþòñÿ

1Ìàðòûíîâ Ñåðãåé Èâàíîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Þãîð-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò " (628000 ã. Õàíòû-Ìàíñèéñê, óë. ×åõîâà, ä.16.), äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6420-3315, martynovsi@mail.ru

2Ïðîíüêèíà Òàòüÿíà Âàñèëüåâíà, äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Þãîð-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò " (628000 ã. Õàíòû-Ìàíñèéñê, óë. ×åõîâà, ä.16.), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4331-3675, pronkinatv@mail.ru

3Äâîðÿíèíîâà Íàòàëüÿ Âàñèëüåâíà, âåäóùèé ïðîãðàììèñò âû÷èñëèòåëüíîé ëàáîðàòîðèè ôàêóëü-
òåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì.Í.Ï. Îãàðåâà " (430005 ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä.68.), ORCID: https://orcid.org/0000-0001-
6280-6454, dvorjaninovanv@mail.ru

4Êàðÿãèíà Òàòüÿíà Âàñèëüåâíà, äîöåíò êàôåäðû èíôîðìàòèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ôà-
êóëüòåòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ "Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñîöèàëüíûé óíèâåð-
ñèòåò " (129226 ã. Ìîñêâà, óë. Âèëüãåëüìà Ïèêà, ä.4, ñòð.1.), êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò, ORCID:
https://orcid.org/0000-0002-1778-2980, zolinatv@mail.ru

Ñ. È. Ìàðòûíîâ, Ò. Â. Ïðîíüêèíà, Í. Â. Äâîðÿíèíîâà, Ò. Â. Êàðÿãèíà. Äèíàìèêà . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 3 319

ñâîåîáðàçíûìè ðåàêöèîííûìè êàìåðàìè , îêðóæåííûìè èíåðòíîé ñðåäîé, â êîòîðûõ ìî-
ãóò áûòü ïðîâåäåíû õèìè÷åñêèå ðåàêöèè èëè äðóãèå âçàèìîäåéñòâèÿ èññëåäóåìîãî îáúåê-
òà è èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà: ïîäãîòîâêà ïðîá, òðàíñïîðòèðîâêà, ñìåøèâàíèå, ðàçäåëåíèå,
äåòåêòèðîâàíèå, äîçèðîâàíèå è äðóãèå îïåðàöèè. Ïðèìåíåíèå ìèêðîôëþèäíûõ ìîäóëåé
â ìåäèöèíå, áèîëîãèè, ôàðìàöåâòèêå, ïðîìûøëåííîñòè è äðóãèõ îáëàñòÿõ îòêðûâàåò íî-
âûå âîçìîæíîñòè ïî ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ ñòîèìîñòè, ñëîæíîñòè è ñðîêîâ ïðîâåäåíèÿ
àíàëèçîâ, èññëåäîâàíèé, êîíòðîëÿ. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè êàïåëü è ÷àñòèö â êàíàëàõ
òàêèõ óñòðîéñòâ ïðåäñòàâëÿåò àêòóàëüíóþ çàäà÷ó. Îäíà èç âîçìîæíûõ ôîðì - êàíàëû ñ
ïëîñêèìè ñòåíêàìè. Çàäà÷à î äâèæåíèè îäèíî÷íîé ÷àñòèöû â âÿçêîé æèäêîñòè ïðè íàëè-
÷èè ïëîñêîé ñòåíêè ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ðàññìàòðèâàëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ.
Ôàêòè÷åñêè çàäà÷à ñîñòîèò èç äâóõ: äâèæåíèå ÷àñòèöû ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîé ñòåíêå
è äâèæåíèå ÷àñòèöû ïàðàëëåëüíî ïëîñêîé ñòåíêå. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå îá îñàæäåíèè
îäèíî÷íîé ÷àñòèöû ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ áèïîëÿðíûõ êîîðäèíàò è ïðèâåäåíî â ðàáîòå [5].
Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ - óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà äâóõ
ãåîìåòðè÷åñêè ðàçíûõ ïîâåðõíîñòÿõ: ñôåðå è ïëîñêîñòè. Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ
ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, â òîì ÷èñëå è ìåòîäîì îòðàæåíèÿ, ïðè-
âåäåíû â [6]. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ äâèæåíèÿ ñôåðû âáëèçè ïëîñêîé ñòåíêè äàíî
â [7], [8]. Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò ïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ äèíà-
ìèêè ÷àñòèöû èëè êàïëè â êàíàëàõ ñ ïëîñêèìè ñòåíêàìè [9], [10]. Îäíàêî ïðèìåíÿåìûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèöû ñ ïëîñêîñòüþ èëè äâóìÿ ïëîñêîñòÿ-
ìè çàòðóäíèòåëüíî ïðèìåíèòü äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøîãî ÷èñëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â
ïîòîêå æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè ïëîñêèõ ñòåíîê.

Â ðàáîòå [11] ðàçðàáîòàí ìåòîä è åãî ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà
äèíàìèêè êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ïîòîêå âÿçêîé æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè ïëîñêîé ñòåí-
êè. Ìåòîä ñâîäèò çàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö ñî ñòåíêîé ê çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè
ðåàëüíûõ è ôèêòèâíûõ ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî ïåðâûõ îòíîñèòåëüíî ïëîñ-
êîñòè ñòåíêè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòåíêå óäîâëåòâîðÿþòñÿ òî÷íî, à íà ÷àñòèöàõ � ïðè-
áëèæåííî. Ìåòîä îòëè÷åí îò èçâåñòíûõ, èñïîëüçóþùèõ ôèêòèâíûå ÷àñòèöû, íàïðèìåð
îò ìåòîäà çåðêàëüíûõ îòðàæåíèé, è ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü äèíàìèêó ãðóïïû ÷àñòèö,
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé è ñòåíêîé. Íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå
ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè îñàæäåíèÿ ÷àñòèöû â âÿçêîé æèäêîñòè äëÿ äâóõ îðèåíòàöèé
ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé - ïàðàëëåëüíîé è ïåðïåíäèêóëÿðíîé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ

Ïóñòü åäèíè÷íàÿ òâåðäàÿ ÷àñòèöà A ðàäèóñà a ïîìåùåíà â íåîãðàíè÷åííóþ
íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü âÿçêîñòè η . Â æèäêîñòè òàêæå ïðèñóòñòâóåò íåïîäâèæíûå ïëîñ-
êèå òâåðäûå ïîâåðõíîñòè α è β (Ðèñ. 2.1). Ñêîðîñòü è äàâëåíèå íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà
æèäêîñòè (ò.å. òàêîãî ïîòîêà, êîòîðûé áûë áû â îòñóòñòâèè ÷àñòèö) ïðåäïîëàãàþòñÿ çà-

äàííûìè â âèäå äâóõ ôóíêöèé: U⃗(x⃗) , P (x⃗) .
Ñêîðîñòü u⃗′(x⃗) è äàâëåíèå p′(x⃗) âîçìóùåííîãî ïîòîêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå

ñóììû ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà è ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ïîòîêà âîçìó-
ùåíèÿ

u⃗′(x⃗) = U⃗(x⃗) + u⃗(x⃗)

p′(x⃗) = P (x⃗) + p(x⃗)

Ñ÷èòàÿ Re < 1 , çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè u⃗(x⃗) è äàâëåíèÿ p(x⃗) âîçìóùåíèÿ
â ïðèáëèæåíèè Ñòîêñà
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∇ · u⃗ = 0, η∇2u⃗ = ∇p (2.1)

Ïëîñêèå ñòåíêè α è β ñ÷èòàåì íåïîäâèæíûìè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà íèõ â âèäå

ui = 0 (x⃗+ h⃗) ⊥ h⃗,

ui = 0 (x⃗+ m⃗) ⊥ m⃗ (2.2)

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç ui áóäåì îáîçíà÷àòü i -óþ êîìïîíåíòó âåêòîðà u⃗ , i ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ 1 , 2 , 3 . Íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

|x⃗| = a : Ui(x⃗) + ui(x⃗) = Vi + Γijxj (2.3)

Çäåñü Γij = εikjωk , V⃗ , ω⃗ - âåêòîðû ëèíåéíîé è óãëîâîé ñêîðîñòåé ÷àñòèöû ñîîòâåò-
ñòâåííî, εikj - òåíçîð Ëåâè-×åâèòû (àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà, ε123 = 1 ).
Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå (ïðàâèëî Ýéíøòåéíà). Íàëè÷èå
ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ îçíà÷àåò, ÷òî óêàçàííîå óðàâíåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ ýòèõ èíäåêñîâ îò 1 äî 3 .

Âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû, äîëæíû óäî-
âëåòâîðÿòü óñëîâèþ:

|x⃗| → ∞ : ui(x⃗) → 0, p(x⃗) → 0 (2.4)

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü ïëîñêóþ ñòåíêó ÷àñòèöåé è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ðàçðàáîòàííîé â [12] ïðîöåäóðîé ðåøåíèÿ çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè ëþáîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ôèêòèâíàÿ ÷àñòèöà B , ñèì-
ìåòðè÷íàÿ äàííîé A îòíîñèòåëüíî ïëîñêîé ñòåíêè β è ÷àñòèöà C , ñèììåòðè÷íàÿ äàííîé
A îòíîñèòåëüíî ïëîñêîé ñòåíêè α (Ðèñ. 2.1 à), à çàòåì èñïîëüçóåòñÿ ôîðìà çàïèñè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ÷àñòèö A è B , A è C [11]. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ ôèêòèâíàÿ ÷àñòèöà D , ñèììåòðè÷íàÿ B è C îòíîñèòåëüíî ñòåíîê α è
β ñîîòâåòñòâåííî, è èñïîëüçóåòñÿ ôîðìà çàïèñè ðåøåíèÿ î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ÷àñòèö
B è D , C è D [11]. Òî÷íî òàêàÿ æå ïðîöåäóðà ïðèìåíÿåòñÿ è äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàëëåëüíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ ïëîñêîñòåé (Ðèñ. 2.1 á). Ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.1) äëÿ ñêîðîñòè èìååò âèä:

ui = −2
3
HAiL0(x⃗)− 1

6
HAjLij(x⃗)x

2 − 3
5
HAi,jLj(x⃗)− 1

10
HAj,kLi,j,k(x⃗)x

2−
−4

7
HAi,j,kLj,k(x⃗)− 1

14
HAj,k,lLi,j,k,l(x⃗)x

2 − 5
9
HAi,j,k,lLj,k,l(x⃗)− 1

18
HAj,k,l,nLi,j,k,l,n(x⃗)x

2−
−2

3
GCiL0(y⃗)− 1

6
GCjLi,j(y⃗)y

2 − 3
5
GCi,jLj(y⃗)− 1

10
GCj,kLi,j,k(y⃗)y

2−
−4

7
GCi,j,kLj,k(|vecy)− 1

14
GCj,k,lLi,j,k,l(y⃗)y

2 − 2
3
GBiL0(z⃗)− 1

6
GBjLi,j(z⃗)z

2−
−3

5
GBi,jLj(z⃗)− 1

10
GBj,kLi,j,k(z⃗)z

2 − 4
7
GBi,j,kLj,k(z⃗)− 1

14
GBj,k,lLi,j,k,lz

2−
−2

3
GEiL0(y⃗1)− 1

6
GEjLi,j(y⃗1)y1

2 − 3
5
GEi,jLj(y⃗1)− 1

10
GEj,kLi,j,k(y⃗1)−

−4
7
GEi,j,kLj,k(y⃗1)− 1

14
GEj,k,lLi,j,k,l(y⃗1)y1

2 − 5
9
GEi,j,kLj,k(y⃗1)−

− 1
18
GEj,k,l,nLi,j,k,l,n(y⃗1)y1

2 − 6
11
GEi,j,k,l,nLj,k,l,n(y⃗1)− 1

22
GEj,k,l,n,sLi,j,k,l,n,s(y⃗1)y1

2−
−2

3
GDiL0(z⃗1)− 1

6
GDjLi,j(z⃗1)z1

2 − 3
5
GDi,jLj(z⃗1)−

− 1
10
GDj,kLi,j,k(z⃗1)z1

2 − 4
7
GDi,j,kLj,k(z⃗1)− 1

14
GDj,k,lLi,j,k,l(z⃗1)z1

2−
−5

9
GDi,j,k,lLj,k,l(z⃗1)− 1

18
GDj,k,l,nLi,j,k,l,n(z⃗1)z1

2 − 6
11
GDi,j,k,l,nLj,k,l,n(z⃗1)−

− 1
22
GDj,k,l,n,sLi,j,k,l,n,s(z⃗1)z1

2

(2.5)
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à) á)
Ð è ñ ó í î ê 2.1

Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàò ÷àñòèöû A îò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ

óãëàõ íàêëîíà ïîâåðõíîñòè α ê ãîðèçîíòó

Äàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèåé

p = HAiLi(x⃗) +HA[i,jLi,j(x⃗) +HAi,j,kLi,j,k(x⃗) +HAi,j,k,lLi,j,k,l(x⃗) +GC[i]Li(y⃗)+
+GCi,jLi,j(y⃗) +GCi,j,kLi,j,k(y⃗) +GBiLi(z⃗) +GBi,jLi,j(z⃗) +GBi,j,kLi,j,k(z⃗)+

+GEiLi(y⃗1) +GEi,jLi,j(y⃗1) +GEi,j,kLi,j,k(y⃗1) +GEi,j,k,lLi,j,k,l(y⃗1)+

+GEi,j,k,l,nLi,j,k,l,n(y⃗1) +GDiLi(z⃗1) +GDi,jLi,j(z⃗1) +GDi,j,kLi,j,k(z⃗1)+

+GDi,j,k,lLi,j,k,l(z⃗1) +GDi,j,k,l,nLi,j,k,l,n(z⃗1)

(2.6)

Çäåñü y⃗1 , y⃗ , z⃗1 , z⃗ - ðàäèóñ-âåêòîðû, ñîåäèíÿþùèå öåíòðû ôèêòèâíûõ ÷àñòèö B , C ,
D ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé â æèäêîñòè. Òàê æå, êàê è â ðàáîòå [11] íåèçâåñòíûå òåíçîðíûå
êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ñòåíîê ((2.2)) è ÷àñòèöû
A (2.3). Îòëè÷èå îò çàäà÷è ñ îäíîé ñòåíêîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà
äâóõ ïëîñêèõ ïîâåðíîñòÿõ è ÷àñòèöû âûïîëíÿþòñÿ ïðèáëèæåííî ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
Òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû íàõîäèëèñü ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε = a/h
ñ òî÷íîñòüþ äî o(ε3 . Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà çàäàâàëîñü îòíîøåíèå λ = m/h .
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3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ ðàñ÷åòà äèíàìèêè îñàæäåíèÿ ðåøàëèñü óðàâíåíèÿ êâàçèñòàöèîíàðíîãî äâèæå-
íèÿ ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû F⃗ è ìîìåíòà T⃗ , îïðåäåëÿåìûìè
èç ðåøåíèÿ (2.5), (2.6), è ñèëû òÿæåñòè ρpg⃗ è âûòàëêèâàþùåé ñèëû â æèäêîñòè −ρlg⃗ .
Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

F⃗ + (ρp − ρl)g⃗ = 0, T⃗ = 0

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ÷àñòèöû A äëÿ ñëó÷àÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ðàñïîëîæåííûõ ïëîñêèõ ñòåíîê ïðåäñòàâëåíû íà (Ðèñ.3.1) è (Ðèñ. 3.2). Çäåñü â
êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ïàðàìåòðà èñïîëüçîâàëàñü ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ V0 ÷àñòèöû A â
îòñóòñòâèè ñòåíîê.

5 10 15 20

t

2

4

6

8

10

x�a

Α=Π�100

Α=Π�50

Α=Π�20

Α=Π�12

Α=Π�6

Α=Π�4

à)
5 10 15 20

t

2

4

6

8

10

y�a

Α=Π�100

Α=Π�50

Α=Π�20

Α=Π�12

Α=Π�6

Α=Π�4

á)
Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàò ÷àñòèöû A îò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ

óãëàõ íàêëîíà ïîâåðõíîñòè α ê ãîðèçîíòó

Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, îñàæäåíèå ÷àñòèöû ïðè óãëå íàêëîíà 450 è ïðè îäèíàêîâîì
íà÷àëüíîì ðàññòîÿíèè äî ïëîñêîñòåé λ = 1 ïðîèñõîäèò áåç âðàùåíèÿ. Ïðè äðóãèõ óã-
ëàõ íàêëîíà è íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ìîæåò èçìåíÿòü ñâîé çíàê, òî åñòü ÷àñòèöà ìåíÿåò íàïðàâëåíèå ñâîåãî âðàùåíèÿ.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîäåëàíû äëÿ ñëó÷àÿ îñàæäåíèÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì
ðàñïîëîæåíèè ïëîñêîñòåé. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà (Ðèñ. 3.3).
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à)
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á)
Ð è ñ ó í î ê 3.2

Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû A îò áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ λ (ïðè

h/a = 1.5 ) è ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè h/a (ïðè λ = 1.25 ) ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ íàêëîíà

ïîâåðõíîñòè α ê ãîðèçîíòó
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Ð è ñ ó í î ê 3.3
Ëèíåéíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè ïðè îñàæäåíèè ÷àñòèöû â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñòåíîê è
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ñåðåäèíó êàíàëà ìåíÿåò çíàê. Ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ïðè íàëè÷èè ñòåíîê
ìåíüøå õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè V0 è çàâèñèò êàê îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû, òàê è
îò øèðèíû êàíàëà.

Ïðåäëîæåííûé âûøå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü äèíàìèêó ÷àñòèö ïðè ðàçëè÷íûõ
îðèåíòàöèÿõ ïëîñêîñòåé îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.
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4. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíà ìîäåëüíàÿ çàäà÷à îá îñàæäåíèè ÷àñòèöû â âÿçêîé æèäêîñòè ïðè íà-
ëè÷èè äâóõ ïëîñêèõ ñòåíîê. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ðàíåå ìåòîäà ïðåäëîæåíî ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ìåòîä îñíîâàí íà çàìåíå ïëîñêîé ñòåíêè ôèêòèâíîé ÷àñòèöåé,
ðàñïîëîæåííîé ñèììåòðè÷íî ðåàëüíîé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ñòåíêè. Ïðè ýòîì ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ è ÷àñòèöå óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðèáëèæåííî ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
Íàéäåííîå ðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ
ñèëó è ìîìåíò ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, è ðàññ÷èòûâàòü äèíà-
ìèêó ÷àñòèöû. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äèíàìèêè îñàæäåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ðàçëè÷íûõ
îðèåíòàöèÿõ ñèëû òÿæåñòè îòíîñèòåëüíî ïëîñêèõ ñòåíîê. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò êîððåêòíî ðàññ÷èòûâàòü äè-
íàìèêó ÷àñòèöû. Ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðàñ÷åòà äèíàìèêè áîëüøîãî ÷èñëà
÷àñòèö ïðè ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè ñòåíîê îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà è ïðè ïðîèçâîëüíîì
÷èñëå òàêèõ ñòåíîê.
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Dynamics of sedimentation of particle in a viscous �uid in

the presence of two �at walls

c⃝ S. I. Martynov1, T. V. Pronkina2, N. V. Dvoryaninova3, T. V. Karyagina4

Abstract. The model problem of sedimentation of a solid spherical particle in a viscous �uid
bordering two solid planar surfaces is considered. To �nd the solution of the hydrodynamic
equations in the approximation of small Reynolds numbers with boundary conditions on a particle
and on two planes, a procedure developed for numerical simulation of the dynamics of a large
number of particles in a viscous �uid with one plane wall is used. The procedure involves usage of
�ctive particles located symmetrically to real ones with respect to the plane. To solve the problem
of the real particle's sedimentation in the presence of two planes, a system of �ctive particles is
introduced. An approximate solution was found using four �ctive particles. Basing on this solution,
numerical results are obtained on dynamics of particle deposition for the cases of planes oriented
parallel and perpendicular to each other. In particular, the values of linear and angular velocities
of a particle are found, depending on the distance to each plane and on the direction of gravity.
In the limiting case, when one of the planes is in�nitely far from the particle, we obtain known
results on the dynamics of particle sedimentation along and perpendicular to one plane.

KeyWords: numerical modeling, viscous �uid, particle, hydrodynamic interaction, sedimentation,
�at walls.
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