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Î ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ 3-ðàñêðàñêè ïëàíàðíûõ

ãðàôîâ ñ êîðîòêèìè ãðàíÿìè

c⃝ Ä.Â. Ñèðîòêèí1

Àííîòàöèÿ. Çàäà÷à î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ðàçáèòü íà òðè ïîäìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñìåæ-
íûõ âåðøèí. Èçâåñòíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ è ÷òî
îíà ñòàíîâèòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé äëÿ ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèé � ïëàíàðíûõ ãðàôîâ,
ó êîòîðûõ âñå ãðàíè (âêëþ÷àÿ è âíåøíþþ) ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì
4, íî ñòàíîâèòñÿ ðàçðåøèìîé çà ëèíåéíîå âðåìÿ â êëàññå ãðàôîâ ñ ìàêñèìèëüíîé ñòåïåíüþ
âåðøèí íå áîëåå ÷åì 3. Ïîýòîìó èíòåðåñåí âîïðîñ î ïîèñêå ïîðîãà íà çíà÷åíèÿ äëèí ãðà-
íåé è ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè âåðøèí ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûé äëÿ
çàäà÷è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ìåíÿåòñÿ íà NP-ïîëíîòó. Â
äàííîé ðàáîòå äàåòñÿ îòâåò íà ýòîò âîïðîñ è äîêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷è î âåðøèííîé
3-ðàñêðàñêå â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ãðàíÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òðåóãîëüíèêè è
÷åòûðåõóãîëüíèêè, ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 5.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü, çàäà÷à î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå, ïëàíàðíûé
ãðàô

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îáûêíîâåííûå ãðàôû (âñþäó äàëåå íàçûâàå-
ìûå ïðîñòî ãðàôàìè), ò.å. íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Âåðøèí-
íîé ðàñêðàñêîé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå c : V (G) −→ N òàêîå, ÷òî
c(v1) ̸= c(v2) äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ âåðøèí v1, v2 ∈ V (G) . Âåðøèííàÿ ðàñêðàñêà c ãðàôà G
íàçûâàåòñÿ k -ðàñêðàñêîé, åñëè c : V (G) −→ 1, k . Åñëè ãðàô G èìååò k -ðàñêðàñêó, òî îí
íàçûâàåòñÿ k -ðàñêðàøèâàåìûì. Çàäà÷à î âåðøèííîé k -ðàñêðàñêå (êðàòêî, çàäà÷à k -ÂÐ)
äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí k -ðàñêðàøèâàåìûì
èëè íåò.

Çàäà÷à 3-ÂÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí
íå áîëåå ÷åì 4 [1]. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Áðóêñà [2] îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ äëÿ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 3. Çàäà÷à 3-ÂÐ ðàçðåøèìà çà
ëèíåéíîå âðåìÿ â êëàññå ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèé, ò.å. ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ âñå
ãðàíè (âêëþ÷àÿ è âíåøíþþ) ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè [3]. Áûëî áû èíòåðåñíûì íàéòè
ïîðîã íà çíà÷åíèÿ äëèí ãðàíåé ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ïðè êîòîðîì ñëîæíîñòü çàäà÷è 3-
ÂÐ ìåíÿåòñÿ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè íà NP-ïîëíîòó è ïðè ýòîì èìåòü ãðàôû
ñ íåáîëüøîé ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ â íàñòîÿùåé
ðàáîòå. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à 3-ÂÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå
ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 5, ÷üèìè ãðàíÿìè ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî òðåóãîëüíèêè è ÷åòûðåõóãîëüíèêè.

1 Ñèðîòêèí Äìèòðèé Âàëåðüåâè÷, ëàáîðàíò, êàôåäðà àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-
êè ÔÃÀÎÓ ÂÎ "ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä.
23), áåç ó÷åíîé ñòåïåíè, ORCID: http://orcid.org/ 0000-0002-2682-9867, dmitriy.v.sirotkin@gmail.com
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2. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ

×åðåç N(x) îáîçíà÷àåòñÿ îêðåñòíîñòü âåðøèíû x . Äëÿ ïîäìíîæåñòâà V ′ ⊆ V (G)
÷åðåç G \V ′ îáîçíà÷àåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâà V ′ èç ãðàôà
G .

×åðåç diamond îáîçíà÷àåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà èç ïîëíîãî ãðà-
ôà c 4 âåðøèíàìè. ×åðåç Hd

1 , ãäå d ≥ 3 , îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô, ïîëó÷åííûé çàìûêàíèåì â
öèêë d êîïèé ãðàôà diamond è äîáàâëåíèåì â ìåñòà ñêëåéêè d ëèñòîâ (ñì. ðèñóíîê 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ãðàô Hd

1

Ãðàôû, îáîçíà÷àåìûå ÷åðåç H2 è H3 , èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 2.2 è 2.3.

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ãðàô H2

Ð è ñ ó í î ê 2.3
Ãðàô H3

×åðåç P îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ïëàíàðíûõ ãðàôîâ.
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3. Îïåðàöèè øóíòèðîâàíèÿ è çàìåíû

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà ëîêàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ãðàôîâ, êîòîðûå ìû íàçîâåì îïåðàöèÿìè øóíòèðîâàíèÿ è çàìåíû.

Çàíóìåðóåì ëèñòüÿ ãðàôà Hd
1 â ïîðÿäêå èõ îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Îïåðàöèÿ Hd

1 �
øóíòèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê âåðøèíå x ïëàíàðíîãî ãðàôà G , îêðåñòíîñòü êîòîðîé îá-
ðàçîâàíà öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûìè âåðøèíàìè y1, . . . , yd , ãäå d ≥ 3 . Îíà ñîñòîèò â
óäàëåíèè x èç G , äîáàâëåíèè ãðàôà Hd

1 è îòîæäåñòâëåíèè i -îãî ëèñòà ãðàôà Hd
1 ñ

âåðøèíîé yi äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, d . Ðåçóëüòàò G′
x ïðèìåíåíèÿ äàííîé îïåðàöèè, î÷åâèä-

íî, áóäåò ïëàíàðíûì ãðàôîì. Áîëåå òîãî, ãðàô G′
x ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G . Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, çàìåòèâ, ÷òî
âåðøèíû ñòåïåíè 2 èìåþò îäèíàêîâûå öâåòà â ëþáîé 3-ðàñêðàñêå ãðàôà diamond .

Îïåðàöèÿ (H2, H3) -çàìåíû ñîñòîèò â óäàëåíèè íåêîòîðîé ïîðîæäåííîé êîïèè ãðàôà
H2 èç ïëàíàðíîãî ãðàôà G , ïîñëåäóþùåì äîáàâëåíèè ãðàôà H3 è âñåõ ðåáåð âèäà biv ,

ãäå i ∈ 1, 5 è v ∈ N(ai) \
6∪
j=1

{aj} . Ïóñòü ãðàô G′ � ðåçóëüòàò (H2, H3) -çàìåíû â ãðàôå

G . Òîãäà ãðàô G′ ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.

Ë å ì ì à 3.1 Ãðàô G′ ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c � íåêîòîðàÿ 3-ðàñêðàñêà ãðàôà
G . Òîãäà {c(a1), c(a2)} = {c(a4), c(a5)} è c(a6) ̸∈ {c(a1), c(a2)} . Ïðîäîëæèì èìåþùóþñÿ

3-ðàñêðàñêó ãðàôà G \
6∪
j=1

{aj} ñëåäóþùèì îáðàçîì: c(bi) = c(ai) äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, 6 è

c(b8) = c(b10) = c(b13) = c(b6), c(b7) = c(b11) = c(b1), c(b9) = c(b12) = c(b2).

Î÷åâèäíî, ÷òî c � 3-ðàñêðàñêà ãðàôà G .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c′ � íåêîòîðàÿ 3-ðàñêðàñêà ãðàôà G′ . Òîãäà

{c′(b1), c′(b2)} = {c′(b4), c′(b5)}, c′(b6) = c′(b8) = c′(b10) = c′(b13), c
′(b6) ̸∈ {c′(b1), c′(b2)}.

Ïðîäîëæèì èìåþùóþñÿ 3-ðàñêðàñêó ãðàôà G′\
12∪
j=1

{bj} ñëåäóþùèì îáðàçîì: c′(ai) = c′(bi)

äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, 6 . Î÷åâèäíî, ÷òî c′ � 3-ðàñêðàñêà ãðàôà G′ .

4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû è åãî äîêàçàòåëüñòâî

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 4.1 Çàäà÷à 3-ÂÐ â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåð-
øèí íå áîëåå ÷åì 5 è ñ ãðàíÿìè, îãðàíè÷åííûìè íå áîëåå ÷åì 4 ðåáðàìè êàæäàÿ, ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûïîëíèì ïîëèíîìèàëüíîå ñâåä�åíèå çàäà÷è 3-ÂÐ â êëàññå P
ê òîé æå çàäà÷å â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäêëàññå êëàññà P . Îòñþäà è áóäåò ñëåäîâàòü ñïðà-
âåäëèâîñòü äàííîé òåîðåìû. Îïèñàíèå ñâåä�åíèÿ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå âñåé îñòàâøåéñÿ
÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà.
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Çàäà÷à 3-ÂÐ â êëàññå P ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå P áåç
âåðøèí ñòåïåíè 1 è 2 è øàðíèðîâ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [4]), ò.å. âåðøèí, ïðè óäàëåíèè
êîòîðûõ óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Êàæäàÿ âíåøíÿÿ ãðàíü òàêî-
ãî ãðàôà îáðàçîâàíà öèêëîì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïëàíàðíûé ãðàô G áåç âåðøèí
ñòåïåíè 1 è 2 è øàðíèðîâ. Âûïîëíèì îïåðàöèþ Hd

1 -øóíòèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû
ãðàôà G , à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî áóäåì âûïîëíÿòü îïåðàöèþ (H2, H3) -çàìåíû äëÿ êàæ-
äîãî âõîæäåíèÿ ïîäãðàôà H2 â òåêóùèé ãðàô. Ïîëó÷åííûé ãðàô G′ áóäåò ïëàíàðíûì,
ïðè÷åì ïî ëåììå 3.1 îí ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì
ÿâëÿåòñÿ ãðàô G .

Â ãðàôå G′ êàæäàÿ ãðàíü äëèíû íå ìåíåå ÷åì 5 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ òè-
ïîâ. Ãðàíü ïåðâîãî òèïà � ðåçóëüòàò ¾îêðóæåíèÿ¿ âåðøèí ãðàôà G â ðåçóëüòàòå Hd

1 -
øóíòèðîâàíèé è (H2, H3) -çàìåí. Ãðàíü âòîðîãî òèïà � îáðàç ãðàíè ãðàôà G ïðè ïåðåõîäå
îò G ê G′ .

Ïðè (H2, H3) -çàìåíàõ ðåáðà a1a6 è a6a5 ïåðåõîäÿò â ïÿòü ðåáåð
b1b6, b6b12, b12b11, b11b10, b10b5 . Â êàæäîé ãðàíè ýòîãî ãðàôà ðåáðî a2a6 ïåðåõîäèò â
ðåáðà b2b6, b6b7, b7b8 , à ðåáðî a6a4 ïåðåõîäèò â ðåáðà b8b9, b9b10, b10b4 . Òàêèì îáðàçîì,
äëèíà ãðàíè ïåðâîãî òèïà äåëèòñÿ íà 5, äëèíà ãðàíè âòîðîãî òèïà äåëèòñÿ íà 7.

Äëÿ êàæäîãî öèêëà C , îáðàçóþùåãî ãðàíü ïåðâîãî òèïà â ãðàôå G′ , çàäàäèì ôóíêöèþ
g1 : V (C) → 0, 2 . Åå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì âåðøèíû â ýêçåìïëÿðå ïîäãðàôà
H3 , êîòîðîìó îíà ïðèíàäëåæèò, à èìåííî:

g1(b1) = 2, g1(b6) = 0, g1(b12) = 1, g1(b11) = 1, g1(b10) = 1, g1(b5) = 2.

Äëÿ êàæäîãî öèêëà C ′ , îáðàçóþùåãî ãðàíü âòîðîãî òèïà â ãðàôå G′ , àíàëîãè÷íî çàäàäèì
ôóíêöèþ g2 : V (C ′) → 0, 2 , à èìåííî:

g2(b3) = 1, g2(b8) = 1, g2(b9) = 1, g2(b10) = 0, g2(b4) = 2, g2(b7) = 1, g2(b6) = 1, g2(b2) = 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íèêàêèå äâå ãðàíè ïåðâîãî òèïà íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî âåðøèíàì.
Ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ãðàíü âòîðîãî òèïà ñ ãðàíüþ ïåðâîãî òèïà èëè âòîðîãî òèïà. Îäíàêî,
äëÿ ëþáîé âåðøèíû x âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî gi(x) + gj(x) ≤ 5 − deg(x) , ãäå èíäåêñû i
è j îïðåäåëÿþòñÿ òèïîì ãðàíåé, êîòîðûì ïðèíàäëåæèò x . Ìû áóäåì ïðîâîäèòü ðåáðà,
ëåæàùèå âíóòðè ãðàíåé ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïà èëè âî âíåøíåé ãðàíè, ïðè÷åì äëÿ
êàæäîé âåðøèíû x êîëè÷åñòâî òàêèõ ðåáåð íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ ñóììû òàêèõ ôóíêöèé
( g1 è g1 èëè g1 è g2 ) íà x . Òåì ñàìûì, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí â ðåçóëüòèðóþùåì
ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò 5.

Ñ êàæäîé ãðàíüþ ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïîâ ãðàôà G′ âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ê ãðàôó äîáàâëÿåòñÿ öèêë Cn , ãäå n ≥ 5 � êîëè÷åñòâî ðåáåð â ñîîòâåòñòâóþùåé
ãðàíè ãðàôà G′ , ïðè÷åì äàííûé öèêë ïîìåùàåòñÿ âíóòðü äàííîé ãðàíè, åñëè îíà ÿâëÿåò-
ñÿ âíóòðåííåé, èëè ãðàíü ïîìåùàåòñÿ âíóòðü öèêëà, åñëè ãðàíü ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé. Âñþäó
äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé âíóòðåííåé ãðàíè. Ïðîèçâîäèòñÿ íóìåðàöèÿ
âåðøèí ãðàíè è öèêëà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Â ñëó÷àå ãðàíè ïåðâîãî òèïà âñå âåðøèíû ãðàíè ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè g1 , ðàâíûì
åäèíèöå èëè äâîéêå, ñîåäèíÿþòñÿ ñ âåðøèíîé öèêëà ñ òåì æå íîìåðîì. Âåðøèíà ñî çíà÷å-
íèåì ôóíêöèè, ðàâíûì äâîéêå, äîïîëíèòåëüíî ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåðøèíîé ñ íîìåðîì íà äâà
áîëüøå. Âåðøèíà ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè íå ñîåäèíÿåòñÿ ñ öèêëîì.

Â ñëó÷àå ãðàíè âòîðîãî òèïà âñå âåðøèíû ãðàíè ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè g2 , ðàâíûì
åäèíèöå èëè äâîéêå, ñîåäèíÿþòñÿ ñ âåðøèíîé öèêëà ñ òåì æå íîìåðîì àíàëîãè÷íî ïåðâî-
ìó ñëó÷àþ. Âåðøèíà ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè, ðàâíîì äâîéêå, äîïîëíèòåëüíî ñîåäèíÿåòñÿ
ñ âåðøèíîé ñ íîìåðîì íà äâà ìåíüøå. Âåðøèíà ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè íå ñîåäè-
íÿåòñÿ ñ öèêëîì.
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Íà ðèñóíêàõ 4.1 è 4.2 ïðåäñòàâëåíû ôðàãìåíòû ãðàíåé è öèêëîâ ñ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé
g1 è g2 è äîáàâëåííûìè ðåáðàìè.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ôðàãìåíò ðåçóëüòàòà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ãðàíè ïåðâîãî òèïà

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ôðàãìåíò ðåçóëüòàòà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ãðàíè âòîðîãî òèïà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G′′ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôà G′ , îïèñàííîãî âûøå. Î÷åâèäíî,
÷òî ãðàô G′′ ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî G′ ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì,
åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G′′ . Óäàëèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó ñòåïåíè 2 èç öèêëà
Cn . Ñîñåäíÿÿ ñ íåé âåðøèíà â öèêëå â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå èìååò ñòåïåíü 2. Åå òàêæå
ìîæíî óäàëèòü. Ïîýòîìó ýëèìèíèðóåòñÿ âåñü öèêë Cn . Òåì ñàìûì, ãðàô G′′ ÿâëÿåòñÿ 3-
ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ è ãðàô G′ . Ãðàíü ãðàôà
G′′ , îãðàíè÷åííóþ öèêëîì Cn , íàçîâåì ñàìîé âíóòðåííåé. Åå äëèíà íå ìåíüøå ïÿòè, îíà
ñìåæíà òîëüêî ñ ãðàíÿìè äëèíû 4 è âñå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå åé, èìåþò ñòåïåíü íå
áîëåå ÷åì 4.

Ðàçáèåíèå ñàìîé âíóòðåííåé ãðàíè äëèíû 5 ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 4.3. Ïðîâåðêó
òîãî, ÷òî ëþáàÿ 3-ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàíè ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü 11-âåðøèííûé ãðàô
ðàçáèåíèÿ, ëåãêî îñóùåñòâèòü íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â
ëþáîé 3-ðàñêðàñêå âåðøèí ýòîé ãðàíè äâå âåðøèíû èìåþò ïåðâûé öâåò, äâå âåðøèíû
èìåþò âòîðîé öâåò, à îäíà âåðøèíà � òðåòèé öâåò. Ïîñëå ýòîãî ðàññìîòðåòü ïîëîæåíèå
âåðøèíû òðåòüåãî öâåòà � ñìåæíà ëè îíà ñ âåðøèíîé ñòåïåíè 4 â ãðàôå ðàçáèåíèÿ èëè
íåò.

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Ðàçáèåíèå ñàìîé âíóòðåííåé ãðàíè äëèíû 5

Ïîêàæåì, êàê ðàçáèòü ñàìóþ âíóòðåííþþ ãðàíü ñ n > 5 ðåáðàìè íà äâå ãðàíè äëèíû
n− 1 è 5 (åñëè n = 6 , òî ãðàíåé äëèíû 5 ðîâíî äâå øòóêè) è íåñêîëüêî ãðàíåé äëèíû 4.
Êàæäàÿ âåðøèíà íîâûõ ãðàíåé èìååò ñòåïåíü íå áîëåå ÷åì 4. Îáúÿâëåíèå ãðàíè äëèíû
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n− 1 ñàìîé âíóòðåííåé è âûïîëíåíèå äàííîãî ðàçáèåíèÿ n− 5 ðàç ñâîäèò çàäà÷ó ê óæå
ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ.

Ñîçäàäèì âíóòðè êàæäîé ñàìîé âíóòðåííåé ãðàíè öèêë Cn . Ïðîèçâåäåì íóìåðàöèþ
âåðøèí ãðàíè è öèêëà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñîåäèíèì âåðøèíû ãðàíè ñ âåðøèíàìè öèêëà
Cn ñ òåì æå íîìåðîì. Ïðîâåäåííûå íà ýòîì øàãå ðåáðà âûäåëåíû æèðíûì íà ðèñóíêå
4.4. Ïðîâåäåíèå äàííûõ ðåáåð ñîõðàíÿåò 3-ðàñêðàøèâàåìîñòü, ò.ê. äëÿ åå ñîõðàíåíèÿ äî-
ñòàòî÷íî ïðèñâîèòü êàæäîé âåðøèíå öèêëà öâåò ñ íîìåðîì íà 1 áîëüøèì (ïî ìîäóëþ 3),
÷åì öâåò âåðøèíû ãðàíè, ñ êîòîðîé îíà ñîåäèíåíà. Òàêæå ïðîâåäåì â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå
äàííîé ãðàíè ðåáðà, âûäåëåííûå ïóíêòèðîì íà ðèñóíêå 4.4. Î÷åâèäíî, ÷òî èõ äîáàâëåíèå
íå ìåíÿåò 3-ðàñêðàøèâàåìîñòè ãðàôà. Îíè ðàçáèâàþò ãðàíü íà ãðàíè äëèíû 4 è ãðàíè
äëèíû 5 è n− 1 .

Ð è ñ ó í î ê 4.4

Ðàçáèåíèå ñàìîé âíóòðåííåé ãðàíè äëèíû áîëåå ÷åì 5

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé, îïèñàííûõ âûøå, ìû ïîëó÷èì ãðàô G′′′ .
Îí ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì, âñå åãî ãðàíè èìåþò äëèíó 3 è 4, à ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü
âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò 5. Ãðàô G′′′ ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G . Êîëè÷åñòâî âåðøèí G′′′ îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïîëèíîìîì
òðåòüåé ñòåïåíè îò ÷èñëà âåðøèí ãðàôà G . Òåì ñàìûì, èìååò ìåñòî ñâåä�åíèå çàäà÷è
3-ÂÐ â êëàññå P ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí
êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì 5 è âñå ãðàíè èìåþò äëèíó 3 è 4. Çíà÷èò, èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå
äàííîé òåîðåìû.
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On the complexity for constructing a 3-colouring for

planar graphs with short facets

c⃝ D. S. Sirotkin1

Abstract. The vertex 3-colourability problem is to determine for a given graph whether one
can divide its vertex set into three subsets of pairwise non-adjacent vertices. This problem is
NP-complete in the class of planar graphs, but it becomes polynomial-time solvable for planar
triangulations, i.e. planar graphs, all facets of which (including external) are triangles. Additionally,
the problem is NP-complete for planar graphs whose vertices have degrees at most 4, but it
becomes linear-time solvable for graphs whose vertices have maximal degree at most 3. So it
is an interesting question to �nd a threshold for lengths of facets and maximum vertex degree,
for which the complexity of the vertex 3-colourability changes from polynomial-time solvability to
NP-completeness. In this paper we answer this question and prove NP-completeness of the vertex
3-colourability problem in the class of planar graphs of the maximum vertex degree at most 5,
whose facets are triangles and quadrangles only.

Key Words: computational complexity, vertex 3-colourability problem, planar graph
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