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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, øàðíèðíî
ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ñòåðæíÿìè, ïåðåìåùàþùåéñÿ â âÿçêîé æèäêîñòè çà ñ÷åò ôîðìèðî-
âàíèÿ âîêðóã ñåáÿ òàêîãî âèõðåâîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè, êîòîðîå ñîçäàåò ãèäðîäèíàìè-
÷åñêóþ ñèëó, äâèãàþùóþ öåïî÷êó â çàäàííîì íàïðàâëåíèè. Âèõðåâîå òå÷åíèå æèäêîñòè îá-
ðàçóåòñÿ âðàùåíèåì ÷àñòèö öåïî÷êè â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë, ñóììà
êîòîðûõ ðàâíà íóëþ. Äëÿ ðàñ÷åòà äèíàìèêè öåïî÷êè ñîâìåñòíî ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè ìàëûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
è äèíàìèêè ÷àñòèö. Ó÷èòûâàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå âñåõ ÷àñòèö â öåïî÷êå.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñòåðæíè ñ æèäêîñòüþ íå âçàèìîäåéñòâóþò, à èõ ðîëü ñâîäèòñÿ ê óäåðæàíèþ
ñîåäèíåííûì ñòåðæíåì ÷àñòèö íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè. Ïðîâåäåíî êîìïüþòåðíîå ìî-
äåëèðîâàíèå äèíàìèêè òðåõ öåïî÷åê, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ðàçìåðàìè ÷àñòèö. Ðàññ÷èòàíû
óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ è ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ äëÿ êàæäîé ìîäåëüíîé öåïî÷êè. Íàéäåíî, ÷òî
îäíà èç ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ïåðåìåùàåòñÿ áûñòðåå. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà
ìîæíî ñîçäàâàòü ìîäåëè ñàìîäâèæóùèõñÿ öåïî÷åê ÷àñòèö ðàçíîé äëèíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, âÿçêàÿ æèäêîñòü, ñàìîäâèæóùèåñÿ öåïî÷êè
÷àñòèö, ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå, âíóòðåííèå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ìèíèàòþðíûõ ñàìîäâèæóùèõñÿ óñòðîéñòâ, îñíîâàííîå íà
ïðèìåíåíèè â èõ ðàáîòå ïðèíöèïîâ äâèæåíèÿ æèâûõ îðãàíèçìîâ â ïðèðîäå, àêòèâíî ðàç-
âèâàåòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû. Ýòî ñâÿçàíî ñ êîíñòðóèðîâàíèåì íîâûõ òèïîâ ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ äâèæèòåëåé è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàñîñîâ, ìèêðîàïïàðàòîâ äëÿ îáñëåäîâàíèÿ ñî-
ñóäîâ è îðãàíîâ ÷åëîâåêà è ò.ï., îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè ïðèðîäíûõ àíàëîãîâ. Ïðè
ýòîì è ñàìà ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïëàâàíèÿ ðàçëè÷íûõ æèâûõ îðãàíèç-
ìîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé êàê äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ
ðàçðàáîòêàõ, òàê è äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ ñîçäàâàòü
ðàçëè÷íûå ìèíèàòþðíûå óñòðîéñòâà.

Èìåþùèåñÿ îáçîðû ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïëàâàíèÿ ìàêðî- è ìèêðîîðãàíèç-
ìîâ [1]-[3] ñîäåðæàò, ãëàâíûì îáðàçîì, ìîäåëè äâèæåíèÿ òåëà íà îñíîâå åãî äåôîðìàöèé,

1Ìàðòûíîâ Ñåðãåé Èâàíîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Þãîð-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò " (628000 ã. Õàíòû-Ìàíñèéñê, óë. ×åõîâà, ä.16), äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6420-3315, martynovsi@mail.ru

2 Òêà÷ Ëåîíèëëà Þðüåâíà, ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ñòðîèòåëüíûõ è òðàíñïîðòíûõ êîì-
ïëåêñîâ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Þãîðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò " (628000 ã. Õàíòû-Ìàíñèéñê, óë. ×åõîâà,
ä.16), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-8814-9285, leonilla7777@mail.ru
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èìèòèðóþùèõ ðåàëüíûå äâèæåíèÿ ïðèðîäíîãî îðãàíèçìà, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå äàþò ïå-
ðåìåùåíèå òåëà â çàäàííîì íàïðàâëåíèè. Îäíàêî ïðîáëåìà òàêîãî ìîäåëèðîâàíèè çàêëþ-
÷àåòñÿ â ðàçëè÷èè ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ìîäåëè è æèâûõ îðãàíèçìîâ. Ýòî ñâîäèò çàäà÷ó
ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå àíàëîãîâûõ äåôîðìàöèé ê òðóäíîðàçðåøèìîé ïðîáëåìå. Àâòîðà-
ìè ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà àíàëèçå òå÷åíèé â îêðóæàþùåé æèäêîñòè, êîòîðîå
ñîçäàåò ïëàâàþùèé îðãàíèçì, è ìîäåëèðîâàíèè ïîäîáíîãî òå÷åíèÿ áîëåå ïðîñòûìè ñïî-
ñîáàìè, ÷åì äåôîðìàöèè, èìèòèðóþùèå ðåàëüíûé ïëàâàþùèé îðãàíèçì. Íà îñíîâå ýòîãî
ïîäõîäà, àâòîðàìè áûëè ïðåäëîæåíû [4, 5] äâå ìîäåëè ñàìîäâèæóùèõñÿ àãðåãàòîâ ÷àñòèö,
â êîòîðûõ äâèæåíèå òåëà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò âðàùåíèÿ ÷àñòèö, ñîçäàþùèõ âèõðåâîå òå-
÷åíèå â îêðóæàþùåé æèäêîñòè, ïîäîáíîå òîìó, ÷òî ó æèâûõ îðãàíèçìîâ (ðèñ. 1) ïðè èõ
ïëàâàíèè. Òàêîãî ðîäà âèõðåâûå òå÷åíèÿ ôîðìèðóþòñÿ ïðè ïëàâàíèè ðàçëè÷íûõ îðãà-
íèçìîâ â ðåçóëüòàòå äâèæåíèÿ êàêèõ-ëèáî èõ ÷àñòåé, ÷òî ñëåäóåò èç àíàëèçà ìàòåðèàëîâ,
ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [1, 6].

Ðèñ. 1: Âèõðåâûå òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå âîêðóã ïëûâóùåãî â æèäêîñòè ïèíãâèíà

Îäíà ìîäåëü ñàìîäâèæóùåãîñÿ àãðåãàòà ñ äâóìÿ è áîëåå âðàùàþùèìèñÿ ÷àñòèöàìè è
ìåõàíèçì èõ âðàùåíèÿ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì ðàññìîòðåíà â [5]. Ìîäåëü ñàìîäâèæó-
ùåéñÿ öåïî÷êè ÷àñòèö, êàê ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö
ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, ïðèâåäåíà â [4]. Ïðè ýòîì âîïðîñ îïòèìèçàöèè âðàùåíèé ÷àñòèö
è èõ ðàçìåðîâ, ïðèâîäÿùèõ ê áîëåå áûñòðîìó ïåðåìåùåíèþ öåïî÷êè â çàäàííîì íàïðàâ-
ëåíèè, îñòàëñÿ íåðàññìîòðåííûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèçèðóþòñÿ ìîäåëè òðåõ öåïî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìåðàìè
÷àñòèö ñ öåëüþ îïòèìèçàöèè èõ âðàùåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëüøåé ñêîðîñòè ïåðåìå-
ùåíèÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü àãðåãàòà, ñîñòîÿùåãî èç 3 òâåðäûõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, ïî-
ìåùåííûõ â íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü ïëîòíîñòè ρ è âÿçêîñòè η . ×àñòèöû ìîãóò áûòü ðàç-
íîãî ðàäèóñà, ðàçíîé ïëîòíîñòè, íàõîäèòüñÿ âáëèçè èëè âäàëè îò ïëîñêîé ñòåíêè, âäîëü
êîòîðîé ìîæåò çàäàâàòüñÿ òå÷åíèå ñ çàäàííûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
÷àñòèöû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òîíêèìè íåðàñòÿæèìûìè ñòåðæíÿìè, âçàèìîäåéñòâèåì êî-
òîðûõ ñ æèäêîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîçâîëÿþùèìè ÷àñòèöàì ñîâåðøàòü ïîñòóïàòåëü-
íîå è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå èëè äâèæåíèå áåç âðàùåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè ðîëü ýòèõ ñòåðæ-
íåé ñâîäèòñÿ ê ñîõðàíåíèþ íåèçìåííûì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîåäèíåííûõ ýòèì ñòåðæíåì
÷àñòèöàìè. Ïðèâåäåííîå ÷èñëî ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì, ïîçâîëÿþùèì ðàññìàòðè-
âàòü èõ êàê öåïî÷êó è ìîäåëèðîâàòü åå äèíàìèêó â ðåçóëüòàòå âðàùåíèé ÷àñòèö çà ñ÷åò
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âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ.
Ñ÷èòàåì, ÷òî ê ÷àñòèöàì ïðèëîæåíû ìîìåíòû ñèë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ, êàê

è ñëåäóåò èç îáùèõ ñâîéñòâ ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë ñèñòåìû. Ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòîâ
âíóòðåííèõ ñèë ÷àñòèöû âðàùàþòñÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè, ÷òî ñîçäàåò âèõðåâîå òå÷åíèå
â îêðóæàþùåé æèäêîñòè, çàñòàâëÿþùåå öåïî÷êó ÷àñòèö èçãèáàòüñÿ. Ìåíÿÿ íàïðàâëåíèå
ïðèëîæåííûõ ìîìåíòîâ è èõ âåëè÷èíó, ìîæíî èçìåíÿòü âèõðåâîå òå÷åíèå æèäêîñòè âî-
êðóã öåïî÷êè ÷àñòèö è òåì ñàìûì äîáèâàòüñÿ òàêèõ åå äåôîðìàöèé â âèäå èçãèáàíèé, ÷òî
â èòîãå ïîëó÷àåì ïåðåìåùåíèå âñåé öåïî÷êè â íàïðàâëåíèè ïåðâîíà÷àëüíîé åå îðèåíòà-
öèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷åííûå äåôîðìàöèè öåïî÷êè äîëæíû áûòü ïîõîæèìè íà òå,
÷òî ó çìåè ïðè åå äâèæåíèè â âîäå.

Äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ æèäêîñòè âîêðóã ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû çàïèñûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè è êàæäîé ÷àñòèöû ñ ó÷åòîì âñåõ ñèë è ìîìåíòîâ, ñâÿ-
çàííûõ ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì âñåõ ÷àñòèö è ñèë ðåàêöèè ñòåðæíåâûõ
ñâÿçåé. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñêîðîñòè u è äàâëåíèÿ p â æèäêîñòè â ñëó÷àå ìàëûõ
÷èñåë Ðåéíîëüäñà èìååò âèä

∇u = 0, (2.1)

−∇p+ η∆u = 0. (2.2)

Óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû ñ íîìåðîì k :

ui = V k
i + Γkijx

k
j , | Xk |= a. (2.3)

Çäåñü V k
i � êîìïîíåíòû àáñîëþòíîé ëèíåéíîé ñêîðîñòè, Γkij � òåíçîð óãëîâîé ñêîðîñòè,

Xk � ðàäèóñ-âåêòîð ïîëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ÷à-
ñòèöû ñ íîìåðîì k .

Óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ äàëåêî îò ÷àñòèö:

ui → 0, p→ p0 ïðè | X |→ ∞, (2.4)

ãäå p0 � íåâîçìóùåííîå äàâëåíèå â æèäêîñòè.
Äèíàìèêà öåïî÷êè ìîäåëèðóåòñÿ êàê äèíàìèêà ñèñòåìû ÷àñòèö ñî ñâÿçÿìè. Â áåçûíåð-

öèîííîì ïðèáëèæåíèè çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ êàæäîé ÷àñòèöû ñ ó÷åòîì äåéñòâóþùèõ íà íåå ñèë ðåàêöèè ñòåðæíåé, ñèë ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, à òàêæå èõ ìîìåíòîâ:

Fi
k + Fe

k + Fh
k = 0, Ti

k +Te
k +Th

k = 0. (2.5)

Çäåñü Fh
k � ñèëû, Th

k � ìîìåíòû ñèë ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, Fi
k , T

i
k � âíóòðåííèå, Fe

k ,
Te
k � âíåøíèå ñèëû è ìîìåíòû ñèë, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöó ñ íîìåðîì k .
Ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è àíàëîãè÷íà ïðîöåäóðå èç ðàáîòû [4]. Èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòè (2.1)-(2.4) íàõîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â
æèäêîñòè âîêðóã öåïî÷êè, à çàòåì ñèëû Fh

k è ìîìåíòû ñèë Th
k , äåéñòâóþùèå ñî ñòîðîíû

æèäêîñòè íà ÷àñòèöû â öåïî÷êå. Ïîñòóïàòåëüíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö öåïî÷êè îïðå-
äåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (2.5). Â òîì ÷èñëå, óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñîñòàâëÿþùåé îòíîñè-
òåëüíîé ñêîðîñòè äâóõ ÷àñòèö âäîëü ñîåäèíÿþùåãî èõ ñòåðæíÿ ïîçâîëÿåò íàéòè óñèëèå
â íåì. Òàê êàê ÷èñëî ÷àñòèö â öåïî÷êå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü áîëüøèì è âûðàæå-
íèÿ äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, èìåþò ñëîæíûå
âûðàæåíèÿ, òî íàõîæäåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó. Ïîýòîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàëàñü ÷èñëåííî.

Ñ. È. Ìàðòûíîâ, Ë. Þ. Òêà÷. Ìîäåëü äèíàìèêè ñàìîäâèæóùåéñÿ öåïî÷êè ÷àñòèö . . .



48 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 4

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëñÿ ñïåöèàëüíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ðàçðàáîòàííûé äëÿ ïåðñî-
íàëüíîãî êîìïüþòåðà, êîòîðûé â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ïîëó÷àåò òîëüêî æåëàåìóþ
òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, êîîðäèíàòû è ðàäèóñû ÷àñòèö, âÿçêîñòü è ñêîðîñòü æèäêîñòè, à òàê
æå ïðèëîæåííûå ê ÷àñòèöàì âíåøíèå ñèëû è ìîìåíòû. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïîäî-
áèÿ, àíàëîãè÷íûé ðàáîòå [4]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì ðàçìåðû ÷àñòèö
äîñòàòî÷íî ìàëû, ÷òî çàòðóäíÿåò íàõîæäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé è
âèçóàëèçàöèþ ðåçóëüòàòîâ. Ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè öåïî÷åê çàäà-
þòñÿ ðàçìåðû ÷àñòèö â , âÿçêîñòü íåñóùåé æèäêîñòè η̂ , âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå âíåøíåé

ñèëû
⃗̂
Fk , äåéñòâóþùåé íà êàæäóþ ÷àñòèöó, à òàê æå ñêîðîñòü âíåøíåãî ìîäåëüíîãî ïî-

òîêà. Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü æèäêîñòè ÿâíûì îáðàçîì íå âõîäèò â óðàâíåíèÿ (2.1), òî îíà
ñ÷èòàåòñÿ îäèíàêîâîé äëÿ ìîäåëüíîé è ðåàëüíîé æèäêîñòåé.

Ñâÿçü ìåæäó ðåàëüíûìè è ìîäåëüíûìè ïàðàìåòðàìè çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè [4]

V =
F âη̂V̂

F̂ ηa
, (2.6)

η̂2 = η2
F̂

F
. (2.7)

Ñ ó÷åòîì (2.7) âûðàæåíèå (2.6) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

V =
âηV̂

η̂a
. (2.8)

Äðóãèìè ñëîâàìè, çíàÿ ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìîæíî çà-
äàâàòü çíà÷åíèÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ, à çíà÷åíèå òðåòüåãî íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ïîäîáèÿ.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü è îáðàòíóþ çàäà÷ó. Çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ âñåõ òðåõ ìîäåëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ, ìîæíî íàéòè îäèí èç òðåõ ðåàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, çíàÿ çíà÷åíèÿ äâóõ èç íèõ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè â ïðîãðàììå èñïîëüçóåòñÿ òàêîé ïàðàìåòð, êàê
ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè ñâÿçü ìåæäó òàêèìè ïàðàìåòðàìè â
ðåàëüíîì ïðîöåññå äâèæåíèÿ t = a/V è ïðè ìîäåëèðîâàíèè t̂ = â/V̂ . Èñïîëüçóÿ ñîîòíî-
øåíèÿ (2.8), ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïàðàìåòðàìè:

t =
a2η̂t̂

â2η
. (2.9)

Òàêîé ïàðàìåòð çàäà÷è, êàê ñèëà ðåàêöèÿ ñòåðæíåé S äëÿ ðåàëüíîé öåïî÷êè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ìàñøòàáèðîâàíèåì ìîäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ñèë ðåàêöèé Ŝ ïî ôîðìóëå

S = Ŝ
F

F̂
. (2.10)

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö Ω îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ïîäîáèÿ ìîäåëüíîãî è ðåàëüíîãî
òå÷åíèÿ. Ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

Ω =
Ω̂â2η

a2η̂
.

Â ñëó÷àå, êîãäà èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà öåïî÷êè ÷àñòèö â ïîòîêå â îòñóòñòâèè âíåøíèõ
ñèë, òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìîäåëüíîé è ðåàëüíîé ñêîðîñòüþ íàõîäèòñÿ èç ïîäîáèÿ òå÷å-
íèé è èìååò âèä

u =
ûâη

aη̂
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Çäåñü u � ñêîðîñòü ÷àñòèöû â àãðåãàòå. Ðåàêöèÿ ñòåðæíåé â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ
òàêæå èç ñîîòíîøåíèÿ (2.10) â êîòîðîì ïîä ñèëîé F ïîíèìàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó â àãðåãàòå ñ ó÷åòîì åå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè
â àãðåãàòå. Ìîäåëüíîå çíà÷åíèå F̂ íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) òàê æå, êàê è
çíà÷åíèå Ŝ .

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì âàðèàíòû öåïî÷êè èç òðåõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö A , B è C , ñîåäèíåííûõ
ìåæäó ñîáîé ñòåðæíÿìè. Ñèñòåìà ÷àñòèö ïîìåùåíà â âÿçêóþ æèäêîñòü. Ê ÷àñòèöàì ïðè-
ëîæåíû ìîìåíòû TA , TB è TC , ïîä äåéñòâèåì êîòîðûõ ÷àñòèöû âðàùàþòñÿ è ñîçäàþò
âèõðåâîå òå÷åíèå â îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Òå÷åíèå æèäêîñòè ñîçäàåò ñèëû, äåéñòâóþùèå
íà ÷àñòèöû ñî ñòîðîíû æèäêîñòè è ïðèâîäÿùèå ê äåôîðìàöèè öåïî÷êè â âèäå åå èçãèáà.
×åðåç îïðåäåëåííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå ìîìåíòîâ èçìåíÿþòñÿ
òàê, ÷òîáû èçãèá öåïî÷êè áûë ïîäîáåí äåôîðìàöèÿì òåëà ïëûâóùåé â âîäå çìåè.

à) á)

â) ã)

ä) å)
Ð è ñ ó í î ê 3.1

Äèíàìèêà ïåðâîé ìîäåëè öåïî÷êè ñ ÷àñòèöàìè îäíîãî ðàçìåðà
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Íà ðèñ. 3.1à - 3.1á ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïåðâîé
öåïî÷êè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t̂ = 20 ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: çíà÷åíèÿ
ðàäèóñîâ âñåõ ÷àñòèö â = 1 ; ìîìåíòû âíóòðåííèõ ñèë T̂B = −5 , T̂A = 0 , T̂C = 5 ; ìîäåëü-
íàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè ñ÷èòàëàñü ðàâíîé η̂ = 1 . Â ïîñëåäíåé êîíôèãóðàöèè íàïðàâëåíèå
è çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû, ìåíÿåòñÿ T̂B = −5 , T̂A = 10 ,
T̂C = −5 è âíîâü ðàññ÷èòûâàåòñÿ äèíàìèêà öåïî÷êè. Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t̂ = 18, 5
öåïî÷êà ïðèíèìàåò êîíôèãóðàöèþ ðèñ. 2â. Â ïîñëåäíåé êîíôèãóðàöèè öåïî÷êè íàïðàâëå-
íèå è âåëè÷èíà ìîìåíòîâ âíîâü ìåíÿþòñÿ íà T̂B = 5 , T̂A = 0 , T̂C = −5 è çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè t̂ = 49 îíà ïåðåìåùàåòñÿ â ïîëîæåíèå ðèñ. 2ã. Â ýòîì ïîëîæåíèè âíîâü ìåíÿåòñÿ
íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíà âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ, T̂B = 5 , T̂A = −10 , T̂C = 5 , è çà ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè t̂ = 47 öåïî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ è ïðèíèìàåò êîíôèãóðàöèþ ðèñ. 2ä. È âíîâü
ïðîöåäóðà èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ è çíà÷åíèé ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ
ïîñëåäíåé êîíôèãóðàöèè è âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ñèòóàöèè: T̂B = −5 , T̂A = 0 ,
T̂C = 5 . Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t̂ = 60 öåïî÷êà ïðèíèìàåò ïîëîæåíèå ðèñ. 2å. Äàëåå
öèêë âû÷èñëåíèé ïîâòîðÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîäåëàíû äëÿ åùå äâóõ öåïî÷åê. Íà ðèñ. 3.2 ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ öåïî÷êè ó êîòîðîé ðàäèóñ ÷àñòèöû A óâåëè÷åí
äî â = 1, 5 , îñòàëüíûå ÷àñòèöû èìåþò åäèíè÷íûé ðàäèóñ.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Äèíàìèêà âòîðîé ìîäåëè öåïî÷êè ñ áîëüøîé öåíòðàëüíîé ÷àñòèöåé
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Ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ÷åðåç êîòîðûå ìîìåíòû âíóòðåííèõ ñèë ìåíÿëè çíà÷åíèÿ è íà-
ïðàâëåíèÿ, âûáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå èõ äåéñòâèÿ öåïî÷êà ïðèíè-
ìàëà êîíôèãóðàöèþ, ïîäîáíóþ ïåðâîé öåïî÷êå. Ïîýòîìó èìååì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: íà
ïåðâîì ïðîìåæóòêå t̂ = 20 , íà âòîðîì � t̂ = 20 , íà òðåòüåì � t̂ = 50 , íà ÷åòâåðòîì �
t̂ = 52, 5 , íà ïÿòîì � t̂ = 60 .

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè ó êîòîðîé ðàäèóñ ÷àñòèö B è C óâå-
ëè÷åí äî â = 1, 5 , à ÷àñòèöà A èìååò åäèíè÷íûé ðàäèóñ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.3.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ âûáèðàëèñü ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ÷åðåç êîòîðûå ìî-
ìåíòû âíóòðåííèõ ñèë ìåíÿëè çíà÷åíèÿ è íàïðàâëåíèÿ: íà ïåðâîì ïðîìåæóòêå t̂ = 20 ,
íà âòîðîì � t̂ = 19 , íà òðåòüåì � t̂ = 57, 8 , íà ÷åòâåðòîì � t̂ = 49, 3 , íà ïÿòîì � t̂ = 75, 6 .

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Äèíàìèêà òðåòüåé ìîäåëè öåïî÷êè ñ êðàéíèìè ÷àñòèöàìè áîëüøîãî ðàçìåðà

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ öåïî÷åê ïðåäñòàâëåíû â òàá. 1. Êàê
âèäíî èç òàáëèöû, áûñòðåå ïåðåìåùàåòñÿ âòîðàÿ öåïî÷êà, à ïåðâàÿ öåïî÷êà � ñàìàÿ ìåä-
ëåííàÿ èç òðåõ. Îáúÿñíåíèå òàêîé äèíàìèêè öåïî÷åê ëåæèò â ãèäðîäèíàìèêå òå÷åíèÿ,
îáðàçóåìîãî âîêðóã êàæäîé öåïî÷êè âðàùåíèåì èõ ÷àñòèö è ñîçäàâàåìîé ýòèì òå÷åíèåì
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû, ïåðåìåùàþùåé öåïî÷êó.
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Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè ÷àñòèö

Ïàðàìåòðû Ïåðâàÿ Âòîðàÿ Òðåòüÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ öåïî÷êà öåïî÷êà öåïî÷êà

Âðåìÿ äâèæåíèÿ t̂ 194, 5 202, 5 221, 7
Ïåðåìåùåíèå öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû X1 3, 24 3, 85 3, 724

Ñêîðîñòü öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû V̂1 0, 016658 0, 01901 0, 016797

Òàêæå ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ â ðåçóëüòàòå
äåôîðìàöèè öåïî÷êè ÷àñòèö â ïîòîêå âÿçêîé æèäêîñòè.

Ïðåäëîæåííûé âûøå ïîäõîä ïîçâîëÿåò êîíñòðóèðîâàòü öåïî÷êè ÷àñòèö ðàçëè÷íîé
äëèíû, ñàìîäâèæóùèåñÿ â âÿçêîé æèäêîñòè.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíû ìîäåëè öåïî÷åê ÷àñòèö, ïëàâàþùèõ çà ñ÷åò ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë, êî-
òîðûå ôîðìèðóþò âèõðåâóþ ñòðóêòóðó òå÷åíèÿ â îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Òàêîå òå÷åíèå
ñîçäàåò ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà öåïî÷êó è ïðèâîäÿùàÿ ê åãî ïåðåìå-
ùåíèþ. Ó÷èòûâàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå âñåõ ÷àñòèö, èç êîòîðûõ ñîñòîèò
öåïî÷êà. Äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåìåùåíèé òàêîãî ðîäà àãðåãàòîâ â âÿç-
êîé æèäêîñòè èñïîëüçîâàí ñïåöèàëüíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ðàçðàáîòàííûé ðàíåå.
Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äèíàìèêè 3 ìîäåëüíûõ ñòðóêòóð, îáðàçîâàííûõ, èç 3 ÷àñòèö
ðàçíîãî ðàçìåðà. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îäíà èç ìîäåëåé
ïëàâàþùèõ öåïî÷åê ÷àñòèö ïåðåìåùàåòñÿ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì äâå äðóãèå. Íàéäåíû
óñèëèÿ ðåàêöèé ñòåðæíåâûõ ñâÿçåé, íàëîæåííûõ íà ÷àñòèöû öåïî÷êè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-41-0007).
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Model of dynamics of a self-moving chain of particles in a

viscous �uid

c⃝ S. I. Martynov3, L.U. Tkach4

Abstract.We consider a model of a chain consisting of spherical particles interconnected by rods.
This chain moves in a viscous �uid by forming around itself such a vortex �ow that creates a
hydrodynamic force that propels the chain in a given direction. The vortex �ow of a �uid is formed
by the rotation of chain particles under the action of moments of internal forces; their sum is zero.
To calculate the dynamics of the chain, the system of equations is solved that includes equations
of creeping �ow, boundary conditions and equations of particle dynamics. The hydrodynamic
interaction of all particles is taken into account. It is assumed that the rods don't interact with the
�uid, and their role is to keep the connected particles at the same distance. Computer simulation
of the dynamics of three chains is carried out. These chains di�er in the particle size. The forces
in the rods and the movement speed for each chain are calculated. It is found that one of the
models considered moves faster. Basing on the proposed approach, it is possible to create models
of self-propelled chains of di�erent length.

Key Words: numerical modeling, viscous �uid, self-propelled chains of particles, hydrodynamic
interaction, internal forces of interaction.
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