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Ñëîåíûå ìîäåëè äëÿ ãëàäêèõ îðáèôîëäîâ è èõ

ïðèìåíåíèå

c⃝ Í.È. Æóêîâà 1

Àííîòàöèÿ. Äëÿ ëþáîãî îðáèôîëäà ïîñòðîåíà ñëîåíàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñëî-
åíèå, ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ýòèì îðáèôîëäîì, êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà
ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé â êàòåãîðèè îðáèôîëäîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà âñåõ
äèôôåîìîðôèçìîâ îðáèôîëäà èçîìîðôíà ãðóïïå áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ (â êàòåãîðèè ñëî-
åíèé) ïîñòðîåííîãî ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ. Íà ÿçûêå ìîäåëüíûõ ñëîåíèé íàéäåíû íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îðáèôîëäû áûëè õîðîøèìè. Â êà÷åñòâå ïðèëîæå-
íèÿ ïîëó÷åíî, ÷òî ëþáîé îðáèôîëä, äîïóñêàþùèé êàðòàíîâó ãåîìåòðèþ íóëåâîé êðèâèçíû,
ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îðáèôîëä, ñëîåíèå, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ, êàðòàíîâà ãåîìåò-
ðèÿ.

1. Ââåäåíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Îðáèôîëäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè. Îíè ââåäåíû
Ñàòàêè [1] êàê îáîáùåíèÿ ìíîãîîáðàçèé. Òåðìèí "îðáèôîëä"ïðåäëîæåí Òåðñòîíîì, êîòî-
ðûé ïðèìåíèë êëàññèôèêàöèþ äâóìåðíûõ îðáèôîëäîâ ïðè ïîëó÷åíèè èçâåñòíûõ ðåçóëü-
òàòîâ î ñòðóêòóðå çàìêíóòûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé [2].

Îðáèôîëäû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå: êàê ïðîñòðàí-
ñòâà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñòðóí, â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, â òåîðèè äåôîðìàöèîííîãî êâàí-
òîâàíèÿ, îáçîð ìîæíî íàéòè â [3].

Îðáèôîëä ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì Rn ïî êîíå÷íîé ãðóïïå äèôôåî-
ìîðôèçìîâ Γ. Ïðè ýòîì ãðóïïà Γ íå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé è ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðè
ïåðåõîäå îò îäíîé êàðòû îðáèôîëäà ê äðóãîé. Èçîìîðôèçì êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé
ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæåííûì äåéñòâèÿì îäíîé è òîé æå ãðóïïû Γ íà Rn.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèé îðáèôîëäîâ. Â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðè-
ìåð, [4]) ðàçðàáàòûâàåòñÿ ãðóïïîèäíûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè ïðîáëåìû äëÿ îðáè-
ôîëäà ê ïðîáëåìàì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïîèäîâ, òåîðèÿ êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ. Êàòåãîðèÿ îðáèôîëäîâ ýêâèâàëåíòíà òàêæå êàòåãîðèè ïñåâäîãðóïï
èçîìåòðèé ãëàäêèõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîñòðàíñòâî îð-
áèò êîòîðûõ õàóñäîðôîâû è ñòàöèîíàðíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íû. Èçâåñòíû òàêæå è äðóãèå
ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ è èçó÷åíèþ îðáèôîëäîâ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîêàçàòü, ÷òî îðáèôîëäû òåñíî ñâÿçàíû ñî ñëîåíèÿìè, óñòàíî-
âèòü ýòó ñâÿçü è ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû î ñëîåíèÿõ ê èññëåäîâàíèþ îðáèôîëäîâ.

Âàæíóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàþò ñëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà. Ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè
Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèé ââåäåíî Áëþìåíòàëåì è Õåáäîé [6]. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñâÿçíîñòü
Ýðåñìàíà èìååò ãëîáàëüíûé äèôôåðåíöèàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð.
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×åðåç Fol îáîçíà÷àåòñÿ êàòåãîðèÿ ñëîåíèé, â êîòîðîé ìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå
îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ñëîè îäíîãî ñëîåíèÿ â ñëîè äðóãîãî. ×åðåç Diff(M,F ) îáî-
çíà÷àåòñÿ ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèÿ (M,F ) â êàòåãîðèè Fol . Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
ïîäãðóïïà DiffL(M,F ) := {f ∈ Diff(M,F ) | f(L) = L,L ∈ F} ãðóïïû Diff(M,F ) , îá-
ðàçîâàííàÿ äèôôåîìîðôèçìàìè ìíîãîîáðàçèÿ M , îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ êàæäûé ñëîé
ñëîåíèÿ èíâàðèàíòåí, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé è íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñëîåâûõ
àâòîìîðôèçìîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ôàêòîð-ãðóïïà

Diffb(M,F ) = Diff(M,F )/DiffL(M,F )

ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèÿ Diff(M,F ) ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå ñëîåâûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ DiffL(M,F ) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèÿ (M,F ) .

Ìû íàïîìèíàåì, ÷òî ãëàäêèå îðáèôîëäû îáðàçóþò êàòåãîðèþ Orb (Ðàçäåë 1).
Äëÿ ëþáîãî n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ìû ñòîèì ñëîåíóþ ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñî-

áîé ñëîåíèå (M,F ) ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ êîòîðîãî ãîìåîìîðôíî
N , à ôàêòîð-îòîáðàæåíèå r : M → N ∼= M/F ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé â êàòåãîðèè îðáè-
ôîëäîâ Orb (Îïðåäåëåíèå 1.2.). Ïðè ýòîì ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ìîäåëüíûì èëè
àññîöèèðîâàííûì.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëîåíèå íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè âñå åãî ñëîè êîìïàêòíû. Äîêà-
çàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ñóùåñòâóåò ñëî-
åíèÿ ìîäåëü (M,F ) . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî îðáèôîëäà N ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå
ìîäåëüíîå ñëîåíèå (M,F ) .

Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ òà èëè èíàÿ ñëîåíàÿ ìîäåëü äëÿ îðáèôîëäà.
Ïðèìåíÿÿ íåêîìïàêòíóþ ìîäåëü, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè ãðóïï
àâòîìîðôèçìîâ îðáèôîëäà è åãî ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ãðóïïà Diff(N ) âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêîãî îðáèôîëäà N
â êàòåãîðèè Orb èçîìîðôíà ãðóïïå áàçîâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Diffb(M,F ) íåêîòîðîãî
ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ (M,F ) .

Òåðñòîíîì [2] ââåäåíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå õîðîøèõ îðáèôîëäîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Îðáèôîëä íàçûâàåòñÿ õîðîøèì, åñëè åãî óíèâåðñàëü-
íûé íàêðûâàþùèé îðáèôîëä ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé õîðîøèé îðáèôîëä ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîñòðàíñòâà îðáèò M/Ψ ìíî-
ãîîáðàçèÿ M ïî íåêîòîðîé ãðóïïå äèôôåîìîðôèçìîâ Ψ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì, íàêðûòûì ðàñ-

ñëîåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå k : M̃ → M òàêîå, ÷òî
èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå f ∗F îáðàçîâàííîå ñëîÿìè íåêîòîðîé ñóáìåðñèè s : M̃ → N .
ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà.

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïåðåâîäèò òåðìèí "õîðîøèé îðáèôîëä"íà ÿçûê ìîäåëüíûõ ñëî-
åíèé.
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Ò å î ð å ì à 1.3. Ïóñòü N � n -ìåðíûé îðáèôîëä è (M,F ) � åãî ìîäåëüíîå
ñëîåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îðáèôîëä N áûë õîðîøèì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñëîåíèå (M,F ) áûëî íàêðûòî ðàññëîåíèåì.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì îðáèôîëäû, ñíàáæåííûå êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé, êîòîðûå íà-
çûâàåì êàðòàíîâûìè îðáèôîëäàìè. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâå-
äåíèÿ î êàðòàíîâîé ãåîìåòðèè è î êàðòàíîâûõ ñëîåíèÿõ (Ðàçäåë 6).

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ Òåîðåìû 1.4. ê êàðòàíîâûì îáèôîëäàì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû êàðòàíîâ îðáèôîëä áûë õîðîøèì. Ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû î êàðòàíîâûõ ñëîåíèÿõ èç [10].

Ò å î ð å ì à 1.4. Ïóñòü ξ = (P (N , H), ω) � êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ íà îðáèôîëäå
N . Åñëè êðèâèçíà êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòè ω ðàâíà íóëþ, òî åñòü, dω = 0 , òî îðáèôîëä
N ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Ðèìàíîâû è ïñåâäîðèìàíîâû îðáèôîëäû ïîñòîÿííîé êðèâèç-
íû ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè.

Áëàãîäàðíîñòè
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ãðàíò � 17-11-01041).

2. Êàòåãîðèÿ îðáèôîëäîâ

Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû èç òåîðèè îðáèôîëäîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3].
Âåçäå â ýòîé ðàáîòå ïîä ãëàäêîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ãëàäêîñòü êëàññà C∞.
Åñëè f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé, òî ÷åðåç f∗ (ñîîòâåòñòâåííî

f ∗ ) ìû îáîçíà÷àåì äèôôåðåíöèàë (ñîîòâåòñòâåííî, êîäèôôåðåíöèàë) îòîáðàæåíèÿ f .
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî îðáèôîëäà. Ïóñòü N � ñâÿçíîå õàóñäîðôîâî òî-

ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â N , n �
ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êàðòîé íà N íàçûâàåòñÿ òðîéêà (Ω,Γ, p), ãäå Ω �
ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â n -ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn, Γ � êî-
íå÷íàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ Ω, à p : Ω → N � êîìïîçèöèÿ ôàêòîð-îòîáðàæåíèÿ
r : Ω → Ω/Γ è íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà q : Ω/Γ → U ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà Ω/Γ íà
U. Ïîäìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ êàðòû (Ω,Γ, p) . Îòìåòèì,
÷òî â îòëè÷èå îò Ñàòàêè [1] ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ
òî÷åê FixΓ ãðóïïû Γ áûëà ìåíüøå n− 1.

Èíúåêöèåé êàðòû (Ω,Γ, p) â êàðòó (Ω′,Γ′, p′), ñîîòâåòñòâóþùåé âêëþ÷åíèþ êîîð-
äèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé U ⊂ U ′, íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå ϕ : Ω → Ω′, óäîâëåòâîðÿþùåå
ðàâåíñòâó p′ ◦ ϕ = p. Êàê èçâåñòíî ([4]), ëþáàÿ èíúåêöèÿ ϕ èíäóöèðóåò (åäèíñòâåííûé)
ìîíîìîðôèçì ãðóïï ψ : Γ → Γ′, äëÿ êîòîðîãî ϕ ◦ γ = ψ(γ) ◦ ϕ, ∀γ ∈ Γ, ïðè ýòîì, åñëè ϕ
� äèôôåîìîðôèçì, òî ψ � èçîìîðôèçì ãðóïï Γ è Γ′.

Äâå êàðòû (Ω1,Γ1, p1) è (Ω2,Γ2, p2) ñ êîîðäèíàòíûìè îêðåñòíîñòÿìè U1 è U2 íà-
çûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè ïðè U1 ∩ U2 ̸= ∅ äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U1 ∩ U2 ñóùå-
ñòâóþò: a) êàðòà (Ω,Γ, p) ñ òàêîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ U, ÷òî x ∈ U ⊂ U1 ∩ U2,
b) èíúåêöèè êàðò ϕ1 : Ω → Ω1 è ϕ2 : Ω → Ω2, ñîîòâåòñòâóþùèå âêëþ÷åíèÿì U ⊂ U1 è
U ⊂ U2. Ìíîæåñòâî êàðò A = {(Ωi,Γi, pi) | i ∈ J} íàçûâàåòñÿ àòëàñîì, åñëè ñåìåéñòâî
{Ui := pi(Ωi) | i ∈ J} � îòêðûòîå ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà N è ëþáûå
äâå êàðòû èç A ñîãëàñîâàíû. Àòëàñ A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè A ñîâïàäàåò ñ
ëþáûì àòëàñîì, åãî ñîäåðæàùèì.
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Ìàêñèìàëüíûé àòëàñ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé n -ìåðíîãî îðáèôîëäà íà òîïîëî-
ãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå N . Ïàðà (N ,A), ãäå A � ìàêñèìàëüíûé àòëàñ íà N , íàçûâàåòñÿ
ãëàäêèì n -ìåðíûì îðáèôîëäîì. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé àòëàñ ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì
ìàêñèìàëüíîì àòëàñå è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ãëàäêîãî îðáèôîëäà.

Âñþäó äàëåå îðáèôîëäû N ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè, à ÷åðåç A = {(Ωi,Γi, pi) | i ∈ J}
îáîçíà÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíûé àòëàñ N . Èíúåêöèþ ϕij êàðòû (Ωi,Γi, pi) â êàðòó (Ωj,Γj, pj),
ñîîòâåòñòâóþùóþ âêëþ÷åíèþ êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé Ui ⊂ Uj, ìû áóäåì íàçûâàòü
èíúåêöèåé êàðò è îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕij : Ωi → Ωj, i, j ∈ J.

Íà ìíîãîîáðàçèè T =
∪
i∈J Ωi âîçíèêàåò ïñåâäîãðóïïà ëîêàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

H(N ) , ïîðîæäåííàÿ èíúåêöèÿìè ϕij êàðò àòëàñà A îðáèôîëäà N . Áóäåì íàçûâàòü
H(N ) ïñåâäîãðóïïîé îðáèôîëäà N .

Äëÿ êàðò (Ω,Γ, p) è (Ω′,Γ′, p′) èç A ñ êîîðäèíàòíûìè îêðåñòíîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè
x ∈ N , ïîäãðóïïû èçîòðîïèè Γy è Γ′

z òî÷åê y ∈ p−1(x) è z ∈ p′−1(x), ñîîòâåòñòâåííî,
èçîìîðôíû. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå x îðáèôîëäà N ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ãðóïï) àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà Γy , íàçûâàåìàÿ ãðóïïîé îð-
áèôîëäíîñòè òî÷êè x. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè åå ãðóïïà îðáèôîëäíîñòè
òðèâèàëüíà. Òî÷êà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ðåãóëÿðíîé, íàçûâàåòñÿ îðáèôîëäíîé. Êàê èçâåñòíî,
ìíîæåñòâî ∆n âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ñ èíäóöèðîâàííîé òîïî-
ëîãèåé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì îòêðûòûì n -ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, âñþäó ïëîòíûì â N .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ êàðòà (Ω,Γ, p) ∈ A, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ
n -ìåðíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Rn, p(0) = x, 0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn, à Γ �
êîíå÷íîé ãðóïïîé îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn. Òàêàÿ êàðòà (Rn,Γ, p) íàçûâàåòñÿ
ëèíåàðèçîâàííîé êàðòîé â òî÷êå x.

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : N → N ′ îðáèôîëäà (N ,A) â îðáèôîëä (N ′,A′) íà-
çûâàåòñÿ ãëàäêèì ([4]), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ N ñóùåñòâóþò: a) êàðòà (Ω,Γ, p) ∈ A
ñ êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ U ∋ x; b) êàðòà (Ω′,Γ′, p′) ∈ A′ ñ òàêîé êîîðäèíàòíîé
îêðåñòíîñòüþ U ′, ÷òî f(U) ⊂ U ′; c) ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f̃ : Ω → Ω′ ìíîãîîáðàçèÿ Ω â
ìíîãîîáðàçèå Ω′ òàêîå, ÷òî p′ ◦ f̃ = f |U ◦ p. Ïðè ýòîì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f̃ íàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíûì ëèôòîì îòîáðàæåíèÿ f.

Êàòåãîðèÿ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå îðáèôîëäû, ìîðôèçìàìè � ãëàäêèå
îòîáðàæåíèÿ îðáèôîëäîâ, à êîìïîçèöèåé ìîðôèçìîâ � êîìïîçèöèÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
îðáèôîëäîâ, íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé îðáèôîëäîâ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Orb . Êàòåãîðèÿ
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, ìîðôèçìàìè â êîòîðîé ñëóæàò ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðà-
çèé, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè Orb .

Äåéñòâèå Φ: G × N → N ãðóïïû Ëè G íà îðáèôîëäå N áóäåì íàçûâàòü ãëàäêèì,
åñëè Φ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îðáèôîëäîâ G×N â N .

Ãîâîðÿò, ÷òî îðáèôîëä (N ,A) îðèåíòèðîâàí, åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ J íà ìíîãîîá-
ðàçèè Ωi âûáðàíà îðèåíòàöèÿ, ïðè÷åì ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå γ ∈ Γi è ëþáàÿ èíúåêöèÿ
ϕij : Ωi → Ωj, i, j ∈ J, ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ.

Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû ([5], ïðèìåð 1), â îòëè÷èå îò ìíîãîîáðàçèé è äâóìåðíûõ îð-
áèôîëäîâ ïðè n ≥ 3 òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà n -ìåðíûõ îðáèôîëäîâ, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî åâêëèäîâûìè.

3. Ïîñòðîåíèå ñëîåíîé ìîäåëè

3.1. Ðàññëîåííûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé íàä îðáèôîëäàìè

Ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî íàä îðáèôîëäîì ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé è, â ÷àñòíîñòè, ïðî-
ñòðàíñòâî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðáèôîëä (ñì., íàïðèìåð, [5]). ×åðåç
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P(N , H) áóäåì îáîçíà÷àòü ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå íàä îðáèôîëäîì N ñ ïðîñòðàíñòâîì
ðàññëîåíèÿ P .

3.2. Ìîäåëüíîå ñëîåíèå äëÿ îðáèôîëäà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êîìïîíåíòó åäèíèöû GLe(n+1, R) îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(n+
1, R) . Òîãäà G � ãðóïïà êâàäðàòíûõ (n+ 1) -ìåðíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëü-
íûìè îïðåäåëèòåëÿìè. Îïðåäåëèì âëîæåíèå J : GL(n,R) → G, ïîëàãàÿ J(A) :=

(
1 0
0 A

)
,

åñëè detA > 0, è J(A) :=
( −1 0

0 A

)
, êîãäà detA < 0. Ïðè ýòîì J � ìîíîìîðôèçì ãðóïïû

Gl(n,R) â ãðóïïó G.

Ò å î ð å ì à 3.1. Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ñóùåñòâóåò ãëàâ-
íîå G -ðàññëîåíèå M(N , G) íàä N , ãäå G � êîìïîíåíòà åäèíèöû ãðóïïû GL(n+1, R) ,
îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

1) ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, à îðáèòû ãðóïïû G
îáðàçóþò ãëàäêîå ñëîåíèå (M,F ) ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ îðáèôîëäîì N , à ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ r : M → N = M/G
ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì â êàòåãîðèè Orb ;

2) ãðóïïà îðáèôîëäíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ N èçîìîðôíà ãðóïïå ãîëîíîìèè
ñëîÿ r−1(x) ;

3) ðàññëîåíèå ëèíåéíûõ ðåïåðîâ S(N , GL(n,R)) íàä îðáèôîëäîì N ÿâëÿåòñÿ ïîäðàñ-
ñëîåíèåì ðàññëîåíèÿ M(N , G) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê èçâåñòíî, íà ãëàäêîì îðáèîáðàçèè N âñåãäà ñóùåñòâóåò
ðèìàíîâà ìåòðèêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðèìàíîâà ìåòðèêà íà N çàôèêñèðîâàíà, òî åñòü
N � ðèìàíîâî îðáèôîëä. Â ëèíåàðèçîâàííîé êàðòå (Ω,Γ, p) ñ öåíòðîì â x êàæäîå ïðå-
îáðàçîâàíèå γ èç Γ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, òî åñòü Γ ⊂ O(n) ⊂ Gl(n,R). Äëÿ êàðòû
(Ω,Γ, p) ïîëîæèì PΩ := Ω × G , ïóñòü πΩ � ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü PΩ êàê ïðîñòðàíñòâî ãëàâíîãî G -ðàññëîåíèÿ.

Çàäàäèì àíòèèçîìîðôèçì hΩ ïî ôîðìóëå hΩ(γ)(y, A) := (γ−1(y), J(γ−1)A), ∀(y,A) ∈
Ω×G. Ïóñòü ψ � èíúåêöèÿ êàðòû (Ω,Γ, p) â êàðòó (Ω′,Γ′, p′), ñîîòâåòñòâóþùàÿ âêëþ-
÷åíèþ U ⊂ U ′ è χ : Γ → Γ′ � ìîíîìîðôèçì ãðóïï, èíäóöèðîâàííûé ψ. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå ψ̄ ðàâåíñòâîì ψ̄(z,B) := (ψ−1(z), J(ψ−1

∗ )B), ∀(z,B) ∈ PΩ′|ψ(Ω) ⊂ Ω′ × G,
ãäå ψ∗ � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ψ. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî N � ðèìàíîâ îðáèôîëä,
ìû èìååì ψ∗ ∈ O(n), ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ψ̄ îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Íåïîñðåä-
ñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíî ãëàâíîå G -ðàññëîåíèå íàä
îðáèôîëäîì N .

Ïîñêîëüêó ãðóïïà Γ äåéñòâóåò ñâîáîäíî ïîñðåäñòâîì hΩ íà PΩ ïðîñòðàíñòâî îðáèò
MΩ := PΩ/Γ åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîåêöèÿ ηΩ : MΩ → PΩ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì íàêðûòèåì ñ ãðóïïîé
íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé hΩ(Γ). Òàê êàê êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå èç hΩ(Γ) ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì òðèâèàëüíîãî ñëîåíèÿ F̄Ω := {{y} ×G, y ∈ Ω} íà PΩ, òî íà MΩ èíäóöè-
ðóåòñÿ ñëîåíèå FΩ := η∗ΩF̄Ω, ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

p ◦ πΩ = rΩ ◦ ηΩ, (3.1)

ãäå îòîáðàæåíèå rΩ : MΩ → U ïåðåâîäèò îðáèòó (y, A)Γ â òî÷êó p(y) äëÿ ëþáûõ (y,A) ∈
Ω×G. Èç (3.1) âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà ãîëîíîìèè Γ(L, z) ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ L := rΩ(x), x ∈
U, ýòîãî ñëîåíèÿ èçîìîðôíà ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïå Γy ãðóïïû Γ â òî÷êå y ∈ p−1(x) ⊂
Ω, à ïîòîìó êîíå÷íà. Ïóñòü Mi := MΩi

, ãäå (Ωi, pi,Γi) � êàðòà îðáèôîëäà N , ri :=
rΩi

: Mi → Ui, ηi := ηΩi
.

Í.È. Æóêîâà. Ñëîåíûå ìîäåëè äëÿ ãëàäêèõ îðáèôîëäîâ è èõ ïðèìåíåíèå



38 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 4

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S :=
⊔
Mi äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå âñåõ Mi. Äâå òî÷êè zi ∈Mi è

zj ∈ Mj èç S ìû íàçûâàåì σ -ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè: 1) ri(zi) = rj(zj) = x ∈ Ui ∩ Uj; 2)
ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè z̄i ∈ η−1

i (zi), z̄j ∈ η−1
j (zj) è òàêàÿ êàðòà (Ωk, pk,Γk) ñ öåíòðîì â

x, ÷òî Uk ⊂ Ui è Uk ⊂ Uj è z̄j = ψ̄−1
kj ◦ ψ̄ki(z̄i), ãäå ψ̄ki, ψ̄kj � èçîìîðôèçìû ãëàâíûõ G -

ðàññëîåíèé, èíäóöèðîâàííûå èíúåêöèÿìè ψki è ψkj, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòèì âêëþ÷åíè-
ÿì. Çàìåòèì, ÷òî σ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè â S. Îáîçíà÷èì
÷åðåç M ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî S/σ, ïóñòü τ : S → M � ôàêòîð-îòîáðàæåíèå. Òàê êàê
τi := τ |Mi

: Mi → M � ãîìåîìîðôèçì, òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íà M èíäóöèðóåòñÿ
ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé τi � ãëàäêîå âëîæåíèå Mi íà îòêðûòîå ïîäìíî-
ãîîáðàçèå â M. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè σ íå ðàçðóøàåò ñëîåíèÿ (Mi, Fi),
ãäå Fi := FΩi

, òî íà ìíîãîîáðàçèè M èíäóöèðóåòñÿ òàêîå ñëîåíèå F, ÷òî τ ∗i Fi = F |Mi
.

Äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì τi(Mi) ñ Mi, ïðè ýòîì F |Mi
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Fi. Ïîëàãàÿ

r|Mi
:= ri ìû îïðåäåëÿåì ïðîåêöèþ r : M → N .
Èç ðàâåíñòâà (3.1) âûòåêàåò, ÷òî r : M → N � ñóáìåðñèÿ íà îðáèôîëä N . Ñëîè

ñëîåíèÿ (M,F ) ñîâïàäàþò ñî ñëîÿìè r−1(x), x ∈ N . Ïîñêîëüêó äëÿ x ∈ Ui ãðóïïà
ãîëîíîìèè ñëîÿ r−1(x) ñëîåíèÿ (M,F ) èçîìîðôíà ãðóïïå ãîëîíîìèè ñëîÿ r−1

i (x) ñëîåíèÿ
(Mi, Fi), òî îíà èçîìîðôíà ãðóïïå îðáèôîëäíîñòè òî÷êè x ∈ N .

Òàê êàê ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà G ðàññëîåíèÿ M(N , G) ñîáñòâåííî ðàçðûâíî äåéñòâóåò
íà ìíîãîîáðàçèè M , òî ýòî äåéñòâèå ñîáñòâåííîå. Ïîýòîìó, íà ìíîãîîáðàçèè M ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà g , ÷òî G ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé èçîìåòðèé ðèìàíîâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ (M, g) . Èñïîëüçóÿ ýòî, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî n -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M,
îðòîãîíàëüíîå ñëîåíèþ (M,F ) , îáðàçîâàííîìó îðáèòàìè ýòîé ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíî-
ñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ (M,F ) . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 1) è 2).

Îïðåäåëåííûé âûøå ìîíîìîðôèçì ãðóïï Ëè J : GL(n,R) → G èíäóöèðóåò âëîæåíèå
ðàññëîåíèÿ ðåïåðîâ S(N , GL(n,R)) íàä îðáèôîëäîì N â ðàññëîåíèå M(N , G) . Ïîýòîìó
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü S(N , GL(n,R)) êàê ïîäðàññëîåíèå ðàññëîåíèÿ M(N , G) . Òàêèì
îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî 3).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Åñëè â êà÷åñòâå ãðóïïû G âçÿòü ãðóïïó SO(n + 1, R) , à
ãðóïïó GL(n,R) çàìåíèòü ãðóïïîé O(n) , òî òàê æå êàê â Òåîðåìå 3.1. ñòðîèòñÿ êîì-
ïàêòíîå ñëîåíèå (M,F ) , àññîöèèðîâàííîå ñ îðáèôîëäîì N .

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Ôàêòè÷åñêè â ñòàòüå À.Â. Áàãàåâà è àâòîðà [5] èñïîëü-
çîâàíî ìîäåëüíîå ñëîåíèå äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ îðáèôîëäîâ N . Èññëåäîâàíèå íåîðèåí-
òèðóåìûõ ðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ ñâåäåíî ê îðèåíòèðîâàííûì ñ ïîìîùüþ äâóëèñòíîãî
íàêðûòèÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.3. Ïñåâäîãðóïïà ãîëîíîìèè êàæäîãî ñëîåíèÿ, àññîöèèðîâàííî-
ãî ñ îðáèôîëäîì N , ñîâïàäàåò ñ ïñåâäîãðóïïîé H(N ) ýòîãî îðáèôîëäà.

4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.2.

Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé n -ìåðíûé îðáèôîëä è M(N , G) , G = GLe(n+1, R) ,
� åãî ìîäåëüíîå ñëîåíèå, ïîñòðîåííîå âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.1.. Îáîçíà÷èì
÷åðåç j : S →M âëîæåíèå ðåäóöèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ S(N , GL(n,R)) â M(N , G) . Äëÿ
ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, îòîæäåñòâèì ïîñðåäñòâîì j ïîäìíîæåñòâî j(SΩ) ñ SΩ äëÿ ëþáîé
êàðòû (Ω,Γ, p) îðáèôîëäà N . Ïðè ýòîì SΩ � ðåäóêöèÿ G -ðàññëîåíèÿ MΩ ê ïîäãðóïïå
GL(n,R) íàä N .
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ N . Ðàñ-
ñìîòðèì êàðòû (Ω,Γ, p) è (Ω′,Γ′, p′) îðáèôîëäà N â òî÷êàõ x è y = f(x) , ñîîòâåòñòâåí-
íî. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(U) = f ′(U ′), ãäå U = Ω/Γ è U ′ = Ω′/Γ′.
Ïóñòü f : Ω → Ω′ � íåêîòîðûé ïðåäñòàâèòåëü f .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈M íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî MΩ , ñîäåðæàùåå z òàêîå,
÷òî rΩ(z) = x.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü z ∈ SΩ. Âîçüìåì z ∈ η−1
Ω (z). Òîãäà z � ðåïåð â òî÷êå 0 ∈ Ω. Ïîýòîìó

z′ = f ∗0(z) � ðåïåð â òî÷êå 0 ∈ Ω′ è z′ := ηΩ′(z′) ∈ SΩ′ .

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ f̂ : MΩ → M ′
Ω : z 7→ z′. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f ∈ Diff(N ) , ìû

âèäèì, ÷òî f : Ω → Ω′ ñîïðÿãàåò äåéñòâèÿ ãðóïï Γ íà Ω è Γ′ íà Ω′ . Èñïîëüçóÿ ýòî,
íåòðóäíî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f̂ .

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü òåïåðü z � ëþáàÿ òî÷êà èç MΩ . Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà z0 ∈ SΩ,
ïðèíàäëåæàùàÿ òîìó æå ñëîþ ñëîåíèÿ (M,F ) , ÷òî è z . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò a ∈ G , äëÿ

êîòîðîãî z = z0a. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ: f̂(z) = f̂(z0)a.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò äðóãîé ýëåìåíò b ∈ G , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ z = z0b . Òîãäà Ra−1 ◦ Rb(z0) =

Rba−1(z0) = z0, òî åñòü ba
−1 ∈ Gz0 . Ïîýòîìó èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ: f̂(z) = f̂(z0)b =

f̂(zb) = f̂(z0b(a
−1a)) = f̂(z0(ba

−1)a) = f̂(z0a), ÷òî çàâåðøàåò íàøó ïðîâåðêó.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà êàðò îðáèôîëäà N â òî÷êàõ x è y =

f(x) ïðîâåðÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f̂ : M → M
äèôôåðåíöèðóåìîå.

Àíàëîãè÷íî, äèôôåîìîðôèçì f−1 ∈ Diff(N ) îïðåäåëÿò äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðà-

æåíèå f̂−1 :M →M. Èç îïðåäåëåíèÿ f̂ è f̂−1 ñëåäóåò, ÷òî f̂ è f̂−1 äèôôåðåíöèðóåìû è
ñëåäîâàòåëüíî, îíè �äèôôåîìîðôèçìû ìíîãîîáðàçèÿ M , ñîõðàíÿþùèå ñëîåíèå (M,F ) .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ïîñòðîåíî ìîäåëüíîå
ñëîåíèå (M,F ) , ãäå G = GLe(n + 1, R) b M = M(N , G) , äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíî îòîá-
ðàæåíèå

Θ : Diff(N ) → Diff(M,F ) : f 7→ f̂ ,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå äèôôåîìîðôèçìó f îðáèôîëäà N èíäóöèðîâàííûé óêàçàííûì
âûøå ñïîñîáîì äèôôåîìîðôèçì f̂ ìíîãîîáðàçèÿ M , ïðè÷åì Θ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì ãðóïïû Diff(N ) â Diff(M) .

Îòîáðàæåíèå
χ : Diff(M,F ) → Diff(N ),

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ëþáîìó äèôôåîìîðôèçìó ìíîãîîáðàçèÿ M , ñîõðàíÿþùåìó ñëî-
åíèå, åãî ïðîåêöèþ íà îðáèôîëä, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Èç äîêàçàííîãî âûøå
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîãî ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ (M,F ) ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôèçìîì. Ïîñêîëüêó åãî ÿäðî ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî
ñëîåíèÿ, òî åñòü, Ker(χ) = DiffL(M,F ) , òî ãðóïïà Diff(N ) èçîìîðôíà ãðóïïå áàçîâûõ
àâòîìîðôèçìîâ Diffb(M,F ) ñëîåíèÿ (M,F ) è Òåîðåìà 1.2. äîêàçàíà. �

5. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ñóùåñòâóåò ìîäåëüíîå ñëîåíèå (M,F ) ,
íàêðûòîå ðàññëîåíèåì. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå íàêðûâàþùå-
ãî îòîáðàæåíèÿ k : M̃ → M òàêîãî, ÷òî èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå F̃ = f ∗F îáðàçîâàííîå
ñëîÿìè íåêîòîðîé ñóáìåðñèè s : M̃ → B ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà. Áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâà-
íèþ ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà äëÿ ýòîé ñóáìåðñèè îïðåäåëåíî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå
ñ ïðîåêöèåé s : M̃ → B .
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Çàìåòèì, ÷òî B = M̃/F̃ , ïðè÷åì ôàêòîð-îòîáðàæåíèå íà ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ s : M̃ →
B îòîáðàæàåò ñëîé L̃ ∈ F̃ â òî÷êó [L̃] ∈ M̃/F̃ . Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå q : B → N ,

q([L̃]) := [L] , ãäå k(L̃) = L � ñëîé ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ, íàêðûòûé ñëîåì L̃ , óäîâëåòâîðÿ-
þùåå ðàâåíñòâó

q ◦ s = r ◦ k. (5.1)

Èç âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (5.1) âûòåêàåò, ÷òî q : B → N � íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå
äëÿ îðáèôîëäà N , ñëåäîâàòåëüíî, N � õîðîøèé îðáèôîëä.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî N � õîðîøèé îðáèôîëä. Òîãäà ñóùåñòâóþò ãëàäêîå ìíî-
ãîîáðàçèå è ãëàäêîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå q : P → N . Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.1. ñóùå-
ñòâóåò ìîäåëüíîå ñëîåíèå (M,F ) äëÿ N . Ïóñòü, êàê è âûøå, r :M → N � ïðîåêöèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîîáðàç M̂ = r∗P íàêðûòèÿ q : P → N ïðè îòîáðàæåíèè r. Òîãäà
M̂ := {(z, v) ∈M × P | r(z) = k(v)} . Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè

r̂ : M̂ → P : (z, v) 7→ v

è
q̂ : M̂ →M : (z, v) 7→ z.

Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî k ◦ r̂ = r ◦ ĥ . Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî íåòðóäíî äîêà-
çàòü, ÷òî M̂ � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à ïðîåêöèÿ q̂ : M̂ → M � ãëàäêîå íàêðûâàþùåå
îòîáðàæåíèå. Êðîìå òîãî, ïðîåêöèÿ r̂ : M̂ → P � ñóáìåðñèÿ, à åå ñëîè ÿâëÿþòñÿ ñëîÿìè
èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ F̂ := q̂∗F .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ, ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà M äëÿ
ñëîåíèÿ (M,F ) . Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíäóöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå M̂ =

q̂∗M íà M̂ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M̂, F̂ ). Êàê èçâåñòíî [6], ñâÿç-
íîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ, îáðàçîâàííîãî ñëîÿìè ñóáìåðñèè, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ýðå-
ñìàíà äëÿ ýòîé ñóáìåðñèè. Òàêèì îáðàçîì, èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå (M̂, F̂ ) îáðàçîâàíî
ñëîÿìè ñóáìåðñèè ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà. Ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 1.3. ñëîåíèå (M,F )
íàêðûòî ðàññëîåíèåì è Òåîðåìà 1.3. äîêàçàíà. �

6. Ïðèìåíåíèå ê êàðòàíîâûì îðáèôîëäàì

6.1. Kàðòàíîâû ãåîìåòðèè

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå êàðòàíîâûõ ãåîìåòðèé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè ×àïà è Ñëîâàêà
[7].

Ïóñòü p : P → N � ãëàâíîå ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé H. Áó-
äåì îáîçíà÷àòü ýòî ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç P (N,H) è íàçûâàòü H -ðàññëîåíèåì.
Ïóñòü R : P ×H → P � ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâîå ñâîáîäíîå äåéñòâèå H íà P. Îáîçíà÷èì
÷åðåç X(P ) ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè P íàä àëãåáðîé ãëàäêèõ
ôóíêöèé F(P ). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü X(P ) êàê áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè îòíîñè-
òåëüíî ñêîáêè Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà
Ëè ãðóïïû Ëè G, èìåþùåé àëãåáðó Ëè g, à h � ïîäàëãåáðà Ëè àëãåáðû Ëè g, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîäãðóïïå H. Ïóñòü çàäàíà 1 -ôîðìà ω ∈ Ω1(P, g) ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå Ëè
g, ÿâëÿþùàÿñÿ íåâûðîæäåííîé, ò. å. ωu : TuP → g � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
äëÿ ëþáîãî u ∈ P. Òîãäà îïðåäåëåíî îáðàòíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ζ : g → X(P ), ãäå
ζB(u) := ω−1

u (B), B ∈ g.
Íåâûðîæäåííàÿ 1 -ôîðìà ω ∈ Ω1(P, g) íàçûâàåòñÿ êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòüþ â ðàññëî-

åíèè P (T,H) , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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(s1) äëÿ ëþáîãî A ∈ h èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ζA = A∗, ãäå A∗ � ôóíäàìåíòàëüíîå
âåêòîðíîå ïîëå íà P, ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó A ;

(s2) ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ H -ýêâèâàðèàíòíîé, ò. å. R∗
aω = AdG(a

−1)ω äëÿ ëþáîãî a ∈ H,
ãäå AdG � ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G â åå àëãåáðå Ëè g.

Ðàññëîåíèå ñ êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòüþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ξ = (P (N,H), ω) è íàçû-
âàòü êàðòàíîâûì ðàññëîåíèåì èëè êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé òèïà (G,H) . Ìíîãîîáðàçèå
N, ÿâëÿþùååñÿ áàçîé ãëàâíîãî H -ðàññëîåíèÿ p : P → N, íà ïðîñòðàíñòâå êîòîðîãî çàäà-
íà êàðòàíîâà ñâÿçíîñòü ω ∈ Ω1(P, g), áóäåì íàçûâàòü êàðòàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì òèïà
(G,H) , è îáîçíà÷àòü ÷åðåç (N, ξ).

g -Çíà÷íàÿ 2 -ôîðìà Ω := dω+ 1
2
[ω, ω] íàçûâàåòñÿ ôîðìîé êðèâèçíû êàðòàíîâîé ñâÿç-

íîñòè ω. Â ñëó÷àå, êîãäà Ω = 0, ãîâîðÿò, ÷òî (N, ξ) � êàðòàíîâî ìíîãîîáðàçèå íóëåâîé
êðèâèçíû.

Ïóñòü ξ = (P (N,H), ω) è ξ′ = (P ′(N ′, H ′), ω′) � äâà êàðòàíîâûõ ðàññëîåíèÿ, ïðè÷åì
H ′ = H . Èçîìîðôèçìîì ξ è ξ′ íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì Γ: P → P ′, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) Γ∗ω′ = ω è

2) Γ ◦Ra = R′
a ◦ Γ ∀a ∈ H, ãäå Ra(u) := u · a ∀u ∈ P è R′

a(u
′) := u′ · a ∀u′ ∈ P ′.

Èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà êàðòàíîâûõ ðàññëîåíèé Γ: ξ → ξ′ ñëåäóåò, ÷òî îïðå-
äåëåíî îòîáðàæåíèå γ : N → N ′, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó γ ◦ π = π′ ◦ Γ, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé êàðòàíîâà èçîìîðôèçìà Γ. Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïðîåê-
öèÿ γ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì áàç N è N ′. Ïðîåêöèÿ γ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì
êàðòàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (N, ξ) è (N ′, ξ′).

Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå êàðòàíîâû ãåîìåòðèè òèïà (G,H)
ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè, òî åñòü, ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò ëåâûìè ñäâèãàìè íà îäíîðîä-
íîì ïðîñòðàíñòâå G/H ýôôåêòèâíî.

6.2. Kàðòàíîâû ñëîåíèÿ

Ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î êàðòàíîâûõ ñëîåíèÿõ ñîäåðæèòñÿ â [8] è [9].
Ïóñòü T � n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðè÷åì ñâÿçíîñòü åãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïóñòü ξ = (P (T,H), ω) � êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ òèïà (G,H) ñ
ïðîåêöèåé p : P → N. Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà V â T èíäóöèðóåòñÿ êàð-
òàíîâà ñòðóêòóðà ξV = (PV (V,H), ωV ) òîãî æå òèïà, ãäå PV := p−1(V ), à ωV � ñóæåíèå
ω íà PV . Ïóñòü M � ãëàäêîå n -ìåðíîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå. (T, ξ) -Êîöèêëîì èëè
(T, ξ) -àòëàñîì íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî {Ui, fi, {Γij}}i,j∈J , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) {Ui, i ∈ J} � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ M, à fi : Ui → T � ñóáìåðñèè ñî
ñâÿçíûìè ñëîÿìè;

2) åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, i, j ∈ J, òî îïðåäåëåí èçîìîðôèçì γij èíäóöèðîâííûõ êàðòà-
íîâûõ ãåîìåòðèé (fj(Ui ∩ Uj), ξfj(Ui∩Uj)) è (fi(Ui ∩ Uj), ξfi(Ui∩Uj)) óäîâëåòâîðÿþùèé
ðàâåíñòâó fi = γij ◦ fj.

Äâà (T, ξ) -àòëàñà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ îáúåäèíåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ
(T, ξ) -àòëàñîì. Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ (T, ξ) -àòëàñîâ çàäàåò êàðòàíîâî ñëîåíèå íà ìíîãî-
îáðàçèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî ñëîåâ ñóáìåðñèé fi èç êëàññà ýêâè-
âàëåíòíîñòè [{Ui, fi, {γij}}i,j∈J ]. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Σ � áàçà íåêîòîðîé òîïîëîãèè
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τ â M. Êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, τ) îáðàçóþò
ðàçáèåíèå F := {Lα |α ∈ J } ìíîãîîáðàçèÿ M, íàçûâàåìîå íàìè êàðòàíîâûì ñëîåíèåì
òèïà (G,H) ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé ξ, à Lα � åãî ñëîÿìè.

Ãîâîðÿò, ÷òî êàðòàíîâî ñëîåíèå èìååò íóëåâóþ òðàíñâåðñàëüíóþ êðèâèçíó, åñëè åãî
òðàíñâåðñàëüíàÿ êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ ξ, èìåå íóëåâóþ êðèâèçíó.

6.3. Kàðòàíîâû îðáèôîëäû

Ïóñòü N � ãëàäêèé n -ìåðíûé îðáèôîëä ñ àòëàñîì A = {(Ωi,Γi, pi) | i ∈ J}. Ïóñòü G �
ãðóïïà Ëè, H � åå çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà Ëè, è g è h � àëãåáðû Ëè ãðóïï G è H. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íàä îðáèôîëäîì N çàäàíî ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) â êàæäîì ãëàâíîì H -ðàññëîåíèè πi : Pi → Ωi çàäàíà êàðòàíîâà ñâÿçíîñòü ωi òèïà
(G.H);

2) hi ÿâëÿåòñÿ àíòèèçîìîðôèçìîì ãðóïïû Γi â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êàðòàíîâà ðàñ-
ñëîåíèÿ ξi = (Pi(H,Ωi), ωi);

3) äëÿ èíúåêöèè êàðò ψij : Ωi → Ωj îïðåäåëåí èçîìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ êàðòàíî-
âûõ ãåîìåòðèé ψ̄ij : Pj|ψij(Ωi) → Pi ñ ïðîåêöèåé ψij ;

4) åñëè Ωi ⊂ Ωj è ψij : Ωi → Ωj � âêëþ÷åíèå, òî ψ̄ij � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
Èç îïðåäåëåíèÿ êàðòàíîâîé ñòðóêòóðû íà îðáèôîëäå è ïîñòðîåíèÿ ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ

âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 6.1. Ãëàäêèé îðáèôîëä N � êàðòàíîâ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ëþáîå åãî ìîäåëüíîå ñëîåíèå (M,F ) � êàðòàíîâî.

6.4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.4.

Ïóñòü (M,F ) � êàðòàíîâî ñëîåíèå, çàäàííîå (N, ξ) -êîöèêëîì, ãäå ξ = (P (N,H), ω) �
êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ òèïà (G,H) , ïðè÷åì êðèâèçíà êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòè ω ðàâíà íóëþ.
Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå (N, ξ) ëîêàëüíî èçîìîðôíî ñòàíäàðòíîé êàðòàíîâîé ãåîìåò-
ðèè ξ0 = (G(G/H,H), ωG) , ãäå ωG � ôîðìà Ìàóðåðà-Êàðòàíà íà ãðóïïå Ëè G . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñëîåíèå (M,F ) ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî îäíîðîäíûì èëè (G,G/H) -ñëîåíèåì.
Êðîìå òîãî, îíî äîïóñêàåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà. Êàê äîêàçàíî íàìè â ([10], Òåîðåìà 2),
ñëîåíèå (M,F ) íàêðûòî ðàññëîåíèåì. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.3., îðáèôîëä N �
õîðîøèé.
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Foliated models for orbifolds and their applications

c⃝ N. I. Zhukova 2

Abstract. A foliated model is constructed for every orbifold. Such model is a foliation with the leaf
space coinciding with the orbifold. The canonical projection onto the leaf space is a submersion
in the category of orbifolds. We prove that the group of all di�eomorphisms of an orbifold is
isomorphic to the group of basic automorphisms (in the category of foliations) of the constructed
model foliation. In terms of the model foliations necessary and su�cient conditions are found for
orbifold to be good. As the application we obtain that every orbifold admitting Cartan geometry
of zero curvature is good.

Key Words: orbifold, foliation, Ehresmann connection for a foliation, Cartan geometry.
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