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Î ïîâåðõíîñòÿõ, ñêëååííûõ èç 2n -óãîëüíèêîâ
c⃝ Â.Å. Êðóãëîâ1, Ã.Í. Òàëàíîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ 2n -óãîëüíèêè è ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ïîëó÷àþò-
ñÿ ïðè îòîæäåñòâëåíèè ñòîðîí ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïîïàðíî, òî åñòü ïðè ñêëåéêå 2n -
óãîëüíèêà. Êàê èçâåñòíî, ñêëåéêîé íåêîòîðîãî 2n -óãîëüíèêà ìîæíî ïîëó÷èòü ïîâåðõíîñòü
ëþáîãî ðîäà è îðèåíòèðóåìîñòè, îäíàêî óçíàòü ðîä ýòîé ïîâåðõíîñòè ïî ìíîãîóãîëüíèêó è
õàðàêòåðó ñêëåéêè î÷åíü íåïðîñòî, âåäü äëÿ ýòîãî íàäî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âåðøèí, îá-
ðàçîâàâøèõñÿ ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ, à óæå ïðè ìàëûõ n ýòî ïðàêòè÷åñêè íåâûïîëíèìàÿ
çàäà÷à, åñëè äåëàòü ýòî íàïðÿìóþ. Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ýòîé çàäà÷å. Õîðîøî èçâå-
ñòåí êàíîíè÷åñêèé âàðèàíò ñêëåéêè 4q -óãîëüíèêà ( 2q -óãîëüíèêà), äàþùèé îðèåíòèðóåìóþ
(íåîðèåíòèðóåìóþ) ïîâåðõíîñòü ðîäà q . Èçâåñòíû òàêæå ÷èñëà Õàðåðà-Öàãèðà � ÷èñëà ñêëå-
åê 2n -óãîëüíèêà â îðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà q . Â ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé ñïîñîá
âû÷èñëåíèÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè (à, ñëåäîâàòåëüíî, ðîäà) âíå
çàâèñèìîñòè îò å¼ îðèåíòèðóåìîñòè ñ ïîìîùüþ òð¼õöâåòíîãî ãðàôà è ñâåäåíèé î òîïîëîãè-
÷åñêîé êëàññèôèêàöèè çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: 2n -óãîëüíèê, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà, îðèåíòèðóåìîñòü, ñêëåéêà.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîóãîëüíèêè ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì ñòîðîí è �ñêëååííûå�
èç íèõ ïîâåðõíîñòè. Â ñòàòüå Ã. Øàáàòà è À. Ñãèáíåâà [1] ïîäðîáíî ðàññêàçûâàåòñÿ, êàê
ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè çàäàíèåì ìèíèìàëüíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè, îòîæäåñòâëÿþùåãî ïîïàðíî ñòîðîíû 2n -óãîëüíèêîâ. Â íåé ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
êëàññè÷åñêîé ðàáîòû Äæ. Õàðåðà è Ä. Öàãèðà [2] î ÷èñëå ñêëååê 2n -óãîëüíèêà â îðèåí-
òèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà q (÷èñëà Õàðåðà-Öàãèðà).

Õîðîøî èçâåñòåí êàíîíè÷åñêèé âàðèàíò ñêëåéêè 4q -óãîëüíèêà ( 2q -óãîëüíèêà), äàþ-
ùèé îðèåíòèðóåìóþ (íåîðèåíòèðóåìóþ) ïîâåðõíîñòü ðîäà q , ñìîòðè Ðèñ. 1.1 (a) (Ðèñ.
1.1 (b)). Çäåñü è íà âñåõ ðèñóíêàõ íèæå áóêâû è ñòðåëêè îêîëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà
îçíà÷àþò ñëåäóþùåå: ó ìíîãîóãîëüíèêà ñêëåèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå ñòîðîíû, îáîçíà÷åííûå
îäèíàêîâîé áóêâîé, ïðè ýòîì ñòðåëêè íà ñòîðîíàõ óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå îòîæäåñòâëå-
íèÿ ñòîðîí. Êîðîòêî îïèñàòü òàêóþ ñêëåéêó ìîæíî òàê íàçûâàåìûì �ñëîâîì�, ñîñòîÿùèì
èç âñåõ áóêâ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè îáõîäå ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïðè
ýòîì ê áóêâå äîáàâëÿåòñÿ −1 â âåðõíåì èíäåêñå, åñëè ñòðåëêà íà ñîîòâåòñâóþùåé ñòîðîíå
íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ îáõîäó. Òàê ñêëåéêà íà Ðèñóíêå 1.1 (a) (1.1 (b))
çàïèñûâàåòñÿ ñëîâîì a1b1a

−1
1 b−1

1 . . . aqbqa
−1
q b−1

q ( a1a1a2a2 . . . aqaq ).

1Êðóãëîâ Âëàäèñëàâ Åâãåíüåâè÷, ñòàæ¼ð-èññëåäîâàòåëü ëàáîðàòîðèè Òîïîëîãè÷åñêèõ Ìåòîäîâ â
Äèíàìèêå, ÍÈÓ ÂØÝ (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷¼ðñêàÿ, ä. 25/12), ñòóäåíò
èíñòèòóòà ÈÒÌÌ, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî (603950, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä. 23),
ORCID: http://orcid.org/ 0000-0003-4661-0288, kruglovslava21@mail.ru
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Ð è ñ ó í î ê 1.1

Êàíîíè÷åñêèå ñêëåéêè 2n -óãîëüíèêîâ

Îäíàêî, ýòî íå åäèíñòâåííûé âàðèàíò ñêëåéêè, è äëÿ ðàçíûõ ñêëååê îäíîãî è òîãî æå
ìíîãîóãîëüíèêà ðîä ïîâåðõíîñòè ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ðàçëè÷íûé. Ê ïðèìåðó, èç êâàäðàòà
ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òîð (ñì. Ðèñ. 1.2), ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü (ñì. Ðèñ. 1.3), ñôåðà (ñì. Ðèñ.
1.4), áóòûëêà Êëåéíà (ñì. Ðèñ. 1.5).

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Òîð è åãî ðàçâ¼ðòêà

Ð è ñ ó í î ê 1.3

Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü è å¼ ðàçâ¼ðòêà
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Ð è ñ ó í î ê 1.4

Ñôåðà è å¼ ðàçâ¼ðòêà

Ð è ñ ó í î ê 1.5

Áóòûëêà Êëåéíà è å¼ ðàçâ¼ðòêà

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî íàëè÷èå â ñëîâå õîòÿ áû äâóõ îäèíàêîâûõ áóêâ aa , a−1a−1 ,
íå îáÿçàòåëüíî ñòîÿùèõ ïîäðÿä, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ïëåíêè Ì¼áèóñà íà òàêîé
ïîâåðõíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ê íåîðèåíòèðóåìîñòè òàêîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
îðèåíòèðóåìîñòü ïîâåðõíîñòè ïî ñêëåéêå îïðåäåëÿåòñÿ äîâîëüíî áûñòðî. Ïî ôîðìóëå Ýé-
ëåðà ðîä ïîâåðõíîñòè q ñâÿçàí ñ ÷èñëîì âåðøèí B , ðåáåð P è ãðàíåé Γ ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé

B − P + Γ = 2− 2q

äëÿ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè è

B − P + Γ = 2− q

äëÿ íåîðèåíòèðóåìîé, â ýòèõ ôîðìóëàõ ÷èñëî 2− 2q è 2− q , ñîîòâåòñòâåííî, � ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ôîðìóëû ïðèíèìàþò âèä B−n+1 = 2−2q ,
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B − n + 1 = 2 − q ñîîòâåòñòâåííî è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðîäà ïîâåðõíî-
ñòè ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó âåðøèí, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè. Îäíàêî ñäåëàòü
ýòî íå òàê ïðîñòî, îñîáåííî äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ñòîðîí. Íàïðèìåð, óæå äëÿ âîñüìèóãîëü-
íèêà ñóùåñòâóåò 105 ðàçëè÷íûõ ñêëååê åãî ñòîðîí è íóæíî õîðîøåå ïðîñòðàíñòâåííîå
âîîáðàæåíèå, ÷òîáû ïðè êàæäîì ñêëåèâàíèè ñòîðîí ñëåäèòü, êàêèå âåðøèíû ñêëåÿòñÿ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, êàê âû÷èñëèòü ÷èñëî ñêëååííûõ âåðøèí ñ ïîìîùüþ
öâåòíûõ ãðàôîâ.

Áîëåå äåòàëüíî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M íàø 2n -óãîëüíèê è ÷åðåç S ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ ïîñëå

ñêëåéêè åãî ñòîðîí. Ñîåäèíèì åãî öåíòð ñî âñåìè âåðøèíàìè, à ñîåäèíÿþùèå îòðåçêè
íàçîâ¼ì t -êðèâûìè. Çàòåì ñîåäèíèì öåíòð æå ñ ñåðåäèíàìè âñåõ ñòîðîí, à ñîåäèíÿþùèå
îòðåçêè íàçîâ¼ì u -êðèâûìè. Êàæäóþ ïîëîâèíó ñòîðîíû, îòäåë¼ííóþ âåðøèíîé ìíîãî-
óãîëüíèêà è ñåðåäèíîé ñòîðîíû, íàçîâ¼ì s -êðèâîé.

Çàìåòèì, ÷òî ìû òîëüêî ÷òî òðèàíãóëèðîâàëè ìíîãîóãîëüíèê è, ñîîòâåòñòâåííî, ïî-
âåðõíîñòü, èëè ðàçäåëèëè íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè. Ñòîðîíû òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé áóäåì
íàçûâàòü öâåòíûìè êðèâûìè, êàæäàÿ îäíîãî èç òð¼õ öâåòîâ � s , u èëè t (ñì. Ðèñ. 1.6).

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òð¼õöâåòíûé ãðàô Υ . Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òðåóãîëü-
íûì îáëàñòÿì âåðøèíû ãðàôà, à öâåòíûì êðèâûì � öâåòíûå ð¼áðà, ïðè÷¼ì ðåáðî, ñîîò-
âåòñòâóþùåå öâåòíîé êðèâîé, èìååò òàêîé æå öâåò ÷òî è ñòîðîíà è ñîåäèíÿåò âåðøèíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì, ãðàíèöàì êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò
öâåòíàÿ êðèâàÿ (ñì. Ðèñ. 1.6).
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Ð è ñ ó í î ê 1.6

Òðèàíãóëÿöèÿ öâåòíûìè êðèâûìè è å¼ òð¼õöâåòíûé ãðàô

Íàçîâ¼ì st -öèêëîì, tu -öèêëîì, su -öèêëîì öèêë íà ãðàôå, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç ð¼áåð
öâåòîâ s è t , t è u , s è u ñîîòâåòñòâåííî (ñì. Ðèñ. 1.7, 1.8, 1.9).
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Ð è ñ ó í î ê 1.7

Ðàçâ¼ðòêà òîðà è åãî òð¼õöâåòíûé ãðàô

Ð è ñ ó í î ê 1.8

Ðàçâ¼ðòêà áóòûëêè Êëåéíà è å¼ òð¼õöâåòíûé ãðàô

Ð è ñ ó í î ê 1.9
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Ðàçâ¼ðòêà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è å¼ òð¼õöâåòíûé ãðàô

Ò å î ð å ì à 1.1.

1. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(S) ïîâåðõíîñòè S âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

χ(S) = ν − n+ 1, (1.1)

ãäå ν � êîëè÷åñòâî st -öèêëîâ ãðàôà Γ .

2. Ïîâåðõíîñòü S îðèåíòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ñîîòâåòñòâóþùåì
åé ãðàôå Υ íå ñîäåðæèòñÿ öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.

2. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.1.

1. Ïîñòðîåíèå ïîòîêà Ìîðñà íà ìíîãîóãîëüíèêå. Çàäàäèì ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé ïî-
òîê èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîòîê Ìîðñà f t : S×R → S òàêèì îáðàçîì, ÷òî â öåíòðå ëåæèò
ñòîê ω , â êàæäîé âåðøèíå � èñòî÷íèê α , â öåíòðå êàæäîé ñòîðîíû � ñåäëîâàÿ òî÷êà σ ñ
íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé, ëåæàùåé íà ðàäèóñå îïèñàííîé îêðóæíîñòè, è óñòîé÷èâûìè
ñåïàðàòðèñàìè, ëåæàùèìè íà ñòîðîíàõ M (Ðèñ. 2.1); ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè îñîáûõ
òðàåêòîðèé íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ òî÷åê ñîâïàäóò ñ u -êðèâûìè, óñòîé÷è-
âûå � ñ s -êðèâûìè, à ñ t -êðèâûìè ñîâïàäóò îáû÷íûå òðàåêòîðèè, èäóùèå èç èñòî÷íèêà
â ñòîê. Ñäåëàåì ìû ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì (îñíîâàííûì íà ñïîñîáå, îïèñàííîì â [4]).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ïîòîê f t

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå v0 íà ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé v0 =
(sinπx, sinπy) . Ýòî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Ìîðñà. Åãî îñîáûå òî÷êè � ýòî âñå òî÷êè öå-
ëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè (x, y) , èç íèõ òî÷êè ñ äâóìÿ ÷¼òíûìè êîîðäèíàòàìè � èñòî÷íèêè,
ñ äâóìÿ íå÷¼òíûìè � ñòîêè, à ñ êîîðäèíàòàìè ðàçíîé ÷¼òíîñòè � ñåäëîâûå òî÷êè ïîòîêà,
îïðåäåëÿåìîãî ïîëåì v0 . Ñåïàðàòðèñû ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, â êà÷åñòâå t -êðèâûõ
âîçüì¼ì äèàãîíàëè êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíàìè, ëåæàùèìè íà ñåïàðàòðèñàõ. Ïîëó÷èëè ðàç-
áèåíèå íà �ñòàíäàðòíûå� òðåóãîëüíèêè.
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Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì p : R2 → R2 ôîðìóëîé p(x, y) = (x, y) = (x + 1, y + 1) è
ïîäåéñòâóåì èì íà ïîëå v0 , ÷òîáû ñòîê îêàçàëñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëó÷èëè ïîëå
ṽ0 = p(v0) .

-1

-1

0

x

y

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Âåêòîðíîå ïîëå ṽ0

Åäèíñòâåííûé ñòîê â íàøåì ìíîãîóãîëüíèêå M ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé 4n òðåóãîëüíè-
êîâ. Ïîëîæèì T � ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèê â ïðîñòðàíñòâå (x̄, ȳ) ñ âåðøèíàìè (0, 0) ,
(−1, 0) , (−1,−1) . Ðàñïîëîæèì íàø ìíîãîóãîëüíèê M òàê, ÷òîáû åãî öåíòð ëåæàë â íà-
÷àëå êîîðäèíàò, à îäíà èç u -êðèâûõ ëåæàëà íà îñè Ox . Îáîçíà÷èì êàæäóþ òðåóãîëüíóþ
îáëàñòü ìíîãîóãîëüíèêà M ÷åðåç δi , i = 1, 4n òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû δ1 ëåæàëà â ïåð-
âîì êâàäðàíòå è å¼ u -êðèâàÿ ëåæàëà íà îñè Ox . Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì ψi : T → δi
ôîðìóëîé

ψi(x̄, ȳ) = ψi(r cos θ, r sin θ) = ψi(ri(r, θ) cos θi(r, θ), ri(r, θ) sin θi(r, θ)),

ãäå

ri(r, θ) =
r√
2
· θ − π

π
4

+ r · tg π
2n

· sin π

2n
·

5
4
π − θ
π
4

,

θi(θ) =

(
i− 2

(
i

2
(mod1)

))
· π
2n

+ (−1)i−1 θ − π
π
4

· π
2n
.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçìû ψi ìåíÿþò âåëè÷èíó óãëà ïðè íà÷àëå êîîðäè-
íàò äî âåëè÷èíû óãëà ìåæäó u -êðèâîé è t -êðèâîé, ðàçâîðà÷èâàþò òðåóãîëüíèê íà i -å
ìåñòî è ìåíÿþò âåëè÷èíû ñòîðîí, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ èìåííî 2n -óãîëüíèê, ñîîòâåòñòâåííî
ìåíÿÿ è çíà÷åíèÿ ïîëÿ ṽ0 . Òàêèì îáðàçîì, ìû çàäàëè â òðåóãîëüíîé îáëàñòè δi âåêòîðíîå
ïîëå vi = ψi(ṽ0) = ψi(p(v0)) . Ïîëîæèì, ÷òî îáùåå ïîëå V , îïðåäåëÿþùåå ïîòîê f t íà
M , ðàâíî vi íà âñåõ åãî òðåóãîëüíûõ îáëàñòÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïîòîê Ìîðñà f t íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè. Â ñèëó òåîðå-
ìû Ïóàíêàðå-Õîïôà [5], â ýòîì ñëó÷àå ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

χ(S) = µ0 − µ1 + µ2,

ãäå µ0 � ÷èñëî ñòîêîâ, µ1 � ÷èñëî ñåäëîâûõ òî÷åê, µ2 � ÷èñëî èñòî÷íèêîâ.
2. Îïðåäåëåíèå ÷èñëà ñòîêîâ, èñòî÷íèêîâ è ñ¼äåë ïî ãðàôó. Ìíîæåñòâà st , tu

è su -öèêëîâ ãðàôà Υ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâó èñòî÷íèêîâ, ìíî-
æåñòâó ñòîêîâ, ìíîæåñòâó ñåäëîâûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ÷èñëî st -öèêëîâ ν
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÷¼òíîå. Âñ¼ ýòî âèäíî, åñëè ñïðîåêòèðîâàòü ãðàô Υ íà ïîâåðõíîñòü S , âåäü òîãäà êàæ-
äûé èç ýòèõ öèêëîâ ñòàíåò îêðóæíîñòüþ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò òðàåêòîðèè, ïðè÷¼ì êàæäîå
ðåáðî ïåðåñåêàåò åäèíñòâåííûé ðàç òðàåêòîðèþ ñâîåãî öâåòà. Êðèâûå öâåòîâ s è t ìî-
ãóò ëåæàòü ëèøü â áàññåéíå èñòî÷íèêà è ÷åðåäóþòñÿ, ïîýòîìó öèêë èìååò ÷¼òíóþ äëèíó.
Êðèâûå öâåòîâ u è t ìîãóò ëåæàòü ëèøü â áàññåéíå ñòîêà. À êðèâûå s è u ìîãóò ïå-
ðåñåêàòü ëèøü ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû. Áîëåå ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿ ñìîòðèòå [4], ãäå,
â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà ñ ïîìîùüþ òð¼õ-
öâåòíûõ ãðàôîâ êàê òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ è ïðèâåäåíà è äîêàçàíà îáùàÿ ôîðìóëà
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ ïî òð¼õöâåòíîìó ãðàôó ïîòîêà (äàííàÿ
êëàññèôèêàöèÿ îñóùåñòâëÿëàñü ìåòîäàìè, ðàçðàáîòàííûìè ðàíåå â [6], [7], [8]).

Èç ñîîòâåòñòâèÿ öèêëîâ íåïîäâèæíûì òî÷êàì ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà 1.1 ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé ñóììû èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê ïîòîêà f t , ÷òî âëå÷¼ò èñòèííîñòü äîêàçûâàåìîãî
óòâåðæäåíèÿ. À ÷èñëî âåðøèí, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè, òåïåðü ïðîñòî ðàâíî
÷èñëó st -öèêëîâ íà ãðàôå.

3. Îïðåäåëåíèå îðèåíòèðóåìîñòè ïîâåðõíîñòè ïî ãðàôó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆
ìíîæåñòâî òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîâåðõíîñòè S , ÷åðåç B � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà
Υ , à ÷åðåç π : ∆ → B ôóíêöèþ, îñóùåñòâëÿþùóþ ñîîòâåòñòâèå òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé è
âåðøèí ãðàôà.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S îðèåíòèðóåìà. Îðèåíòèðóåì ãðàíèöó êàæäîé òðåóãîëüíîé îá-
ëàñòè, âûáðàâ îäèí èç ïîðÿäêîâ îáõîäà å¼ âåðøèí; åñëè ïðè îáõîäå â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè îáëàñòü îñòà¼òñÿ ñëåâà, òî ïðèñâîèì åé ìåòêó +1 , åñëè ñïðàâà � òî −1 .
Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ θ : ∆ → {−1, 1} ñîãëàñîâàííîé îðèåíòàöèåé, åñëè ëþáûå äâå ñîñåäíèå
ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò ðàçëè÷íûå ìåòêè. Òî åñòü θ(δ1)θ(δ2) = −1 äëÿ ðàçëè÷-
íûõ δ1, δ2 ∈ ∆ òàêèõ, ÷òî cl(δ1) ∩ cl(δ2) ̸= ∅ . Ìû ïîëàãàåì S îðèåíòèðóåìûì, ïîýòîìó
ñîãëàñîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ ñóùåñòâóåò.

Ïîêàæåì, ÷òî â ãðàôå Υ âñå öèêëû èìåþò ÷åòíóþ äëèíó. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå: ñóùåñòâóåò öèêë C = {b0, (b0, b1), b1, . . . , bi−1, (bi−1, bi), bi, . . . , bk−1, (bk−1, bk, ))} íå÷¼ò-
íîé äëèíû k , ãäå δk = δ0 . Ïîëîæèì δi = π−1(bi), i = 0, k − 1 . Òîãäà èç óñëîâèÿ
θ(δ1) · θ(δ2) = −1 ñëåäóåò, ÷òî θ(δi) · θ(δi+1) = −1 . Îòñþäà θ(δ0) = −θ(δ1) = −(−θ(δ2)) =
· · · = (−1)k−1θ(δk−1) = (−1)kθ(δk) . Òàêèì îáðàçîì, θ(δ0) = −θ(δ0) : ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-
÷èþ.

Îáðàòíî, ïóñòü âñå öèêëû ãðàôà Υ èìåþò ÷¼òíóþ äëèíó. Ââåä¼ì ñîãëàñîâàííóþ îðè-
åíòàöèþ θ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü δ0 ∈ ∆ � ïðîèçâîëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü. Ïî-
ëîæèì θ(δ0) = +1 è b0 = π(δ0) . Äëÿ ëþáîé îáëàñòè δ ∈ ∆ ïîëîæèì b = π(δ) . Ïîñêîëüêó
ãðàô ñâÿçåí, òî â í¼ì ñóùåñòâóåò ïóòü b0, (b0, b1), b1, . . . , bi−1, (bi−1, bi), bi, . . . , bk−1, (bk−1, b)
äëèíû k . Ïîëîæèì θ(δ) = (−1)k . Òàê êàê âñå öèêëû ãðàôà èìåþò ÷åòíóþ äëèíó, òî äëèíû
âñåõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû b0 è b èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî,
îòîáðàæåíèå θ êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Áëàãîäàðíîñòè. Ïîñòðîåíèå ïîòîêà íà ìíîãîóãîëüíèêå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ïðîåêòà
� 17-11-01041 ÐÍÔ, ôîðìóëà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòè íàéäåíà â ðàìêàõ
ïðîåêòà ÒÇ-90 ÖÔÈ ÂØÝ. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ïî÷èíêó Î.Â. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, âíè-
ìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è öåííûå ñîâåòû.
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On surfaces glued of 2n -gons
c⃝ V.E. Kruglov3, G.N. Talanova4

Abstract. In this paper 2n -gons and surfaces obtained through identi�cation of 2n -gon's sides
in pairs (i.e. through sewing) are considered. As well-known, one can get surface of any genus
and orientability through sewing but it's very uneasy to calculate by only the polygon and the
way of sewing, because to do this one need to calculate the number of vertices appearing after
identi�cation; even for small n the problem is almost impossible if one want to do this directly.
There are di�erent ways to solve the task. The canonical variant of 4q -gon sewing ( 2q -gon sewing)
giving an orientable (unorientable) surface of genus q is well-known, as the Harer-Zagier' numbers,
that are the numbers of variants of sewing a 2n -gon to an orientable surface of gunes q . In this
paper we o�er a new way of Euler characteristic's of obtained surface calculation (and, hence, its
genus) undepending on its orientability by means of three-colour graph and information about
closed surfaces topological classi�cation.

Key Words: 2n -gon, Ejler characteristic, orientability, sewing
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