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îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà
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Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîìåðíûõ ðàçðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ íóëåâîé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà íèäèíã-èíâàðèàíòîâ è íèäèíã-ðÿäîâ.Íèäèíã-
òåõíèêà áûëà ââåäåíà Äæ. Ìèëíîðîì è Â. Òåðñòîíîì äëÿ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ
îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé è ïðèìåíÿëàñü ðàíåå äëÿ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ê íóëåâîé ýíòðîïèè
ñ ïîìîùüþ íèäèíã-ðÿäîâ óäàåòñÿ êîíñòðóêòèâíî çàäàòü èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ îáîáùåííûõ
ïåðåêëàäûâàíèé, à òàêæå äëÿ êëàññà ðàçðûâíûõ îòîáðàæåíèé áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Òåì
ñàìûì, â òåðìèíàõ íèäèíã-ðÿäîâ ïîëó÷åíà êîíñòðóêöèÿ ïîëóñîïðÿæåííîñòè (à â òðàíçèòèâ-
íîì ñëó÷àå � ñîïðÿæåííîñòè) ñ ìîäåëüíûì îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîãî (ïî ìîäóëþ) íàêëîíà.
Óêàçàííàÿ êîíñòðóêöèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè, ïîçâîëÿþùèìè ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ âû÷èñ-
ëèòü ïàðàìåòðû ìîäåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Íèäèíã-ðÿäû, îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàíèÿ, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ.

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà îáîáùàåò íàøè ðåçóëüòàòû èç íàøåé ðàáîòû [1], ãäå áûëè ðàññìîòðåíû
íèäèíã-êîíñòðóêöèè èíâàðèàíòíûõ ìåð äëÿ êëàññà ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ñ íóëåâîé
ýíòðîïèåé. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ìîäåëåé ïîñòî-
ÿííîãî (ïî ìîäóëþ) íàêëîíà äëÿ îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà, à òàêæå äëÿ åù¼
áîëåå îáùåãî êëàññà � êëàññà ðàçðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé
áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Äæ. Ìèëíîðîì è Â. Òåðñòîíîì â [2] ðàññìàòðèâàëàñü ïîäîáíàÿ
çàäà÷à äëÿ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé, à Ì.È. Ìàëêèíûì â [3] � äëÿ ðàçðûâíûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêî-
ãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì óñëîâèÿì òèïà ðàñòÿæåíèÿ. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ â
äàííûõ ðàáîòàõ êëàññàõ îòîáðàæåíèé áûëî äîêàçàíî, ÷òî èçó÷àåìîå îòîáðàæåíèå f ñ
ïîëîæèòåëüíîé ýíòðîïèåé (htop(f) > 0 ) ïîëóñîïðÿæåíî êóñî÷íî-ëèíåéíîìó ìîäåëüíîìó
îòîáðàæåíèþ ñ íàêëîíîì ehtop(f) è óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîãäà íà ñàìîì äåëå
èìååò ìåñòî ñîïðÿæåííîñòü. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå íèäèíã-òåõíèêè Ìèëíîðà è Òåð-
ñòîíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ óêàçàííîé ïîëóñîïðÿæåííîñòè îñíîâàíî íà òîì, ÷òî íèäèíã-ðÿäû â
ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé ýíòðîïèè èìåþò åäèíè÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, à èõ íàèìåíüøèé
êîðåíü ëåæèò ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, è ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïðèìåíèòü
ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ è ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé.
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Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå, êóñî÷íî-ìîíîòîííûå îòîá-
ðàæåíèÿ îòðåçêà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ îáû÷íî âîçíèêàþò êàê
îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ. Ïîäîáíûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî íà-
çâàòü

”
îáîáùåííûìè ïåðåêëàäûâàíèÿìè îòðåçêà“: â îòëè÷èå îò (êëàññè÷åñêèõ) ïåðåêëà-

äûâàíèé îòðåçêà (interval exchanche transformations) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà èíòåðâàëàõ
ìîíîòîííîñòè íàêëîí èçíà÷àëüíî ðàâåí åäèíèöå. Ýòè îòîáðàæåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè èìåþò
íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ, íî, â îòëè÷èå îò ïåðåêëàäûâàíèé ñ îäíîé òî÷êîé ðàç-
ðûâà (ïîëóñîïðÿæåííûõ ñ èððàöèîíàëüíûì ïîâîðîòîì îêðóæíîñòè), îíè ìîãóò èìåòü íå
åäèíñòâåííóþ èíâàðèàíòíóþ ìåðó (ò.å. íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ýðãîäè÷åñêèìè). Òà-
êèå êëàññû îòîáðàæåíèé èçó÷àëèñü â ðàáîòå [4] . Àâòîðàìè ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ñ÷åòíûõ
ìàðêîâñêèõ öåïåé (áåñêîíå÷íûõ

”
áàøåí Õîôáàóýðà“) áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ

ñîïðÿæåííîñòè ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ìîäåëüþ, à òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè êîëè÷åñòâà ýðãî-
äè÷åñêèõ ìåð äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé.

Íàøà ðàáîòà îáîáùàåò èäåè Ìèëíîðà è Òåðñòîíà íà ñëó÷àé îòîáðàæåíèé ñ íóëåâîé
òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Ñ ïîìîùüþ íèäèíã-òåõíèêè îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ìåð, ïî-
ëóñîïðÿãàþùèõ èñõîäíîå îòîáðàæåíèå ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûì åäèíè÷íîãî íàêëîíà, íî, â îò-
ëè÷èå îò [4] , â òåðìèíàõ íèäèíã-ðÿäîâ íàìè ïîëó÷åí êîíñòðóêòèâíûé âûâîä ôîðìóë,
îáåñïå÷èâàþùèõ ïîëóñîïðÿæåííîñòü ñ ìîäåëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû

Îòîáðàæåíèå f : I → I åäèíè÷íîãî îòðåçêà â ñåáÿ áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-
ìîíîòîííûì, åñëè îòðåçîê I ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ A =
{(ci, ci+1), i = 0, n} òàêèõ, ÷òî f äåéñòâóåò íåïðåðûâíî è ñòðîãî ìîíîòîííî íà êàæäîì
èíòåðâàëå ðàçáèåíèÿ (ci, ci+1) .

Ñðåäè âñåõ ðàçáèåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ âûøå, ìîæíî âûáðàòü åäèíñòâåííîå
� íàèìåíüøåå ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè ci(i = 1, n− 1) ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè ðàçðûâà îòîáðàæåíèÿ f , à òî÷êè c0 è cn ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöå îòðåçêà ∂I .
Òàêæå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ðàçðûâà, ÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ

fk(ci+) ̸= ci, f
k(ci−) ̸= ci äëÿ ∀ n ∈ N.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ htop(f) îòîáðà-
æåíèÿ f ðàâíà 0 . Îòìåòèì åù¼ îäíî ñâîéñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì
ïîíÿòèå ãîìòåðâàëà. Èíòåðâàë J ∈ I áóäåì íàçûâàòü ãîìòåðâàëîì, åñëè îãðàíè÷åíèå
ëþáîé èòåðàöèè fk|J íà ýòîò èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ëþáîé ãîìòåðâàë ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùèì èíòåðâàëîì, òî åñòü âñå
èòåðàöèè J, f(J), f 2(J), . . . ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. [5] ).

Ïî àíàëîãèè ñ [2] , ãäå áûëè îïðåäåëåíû íèäèíã-ðÿäû, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèì
òî÷êàì, äëÿ êàæäîé òî÷êè ðàçðûâà ci(i = 1, n− 1) è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäûíòåðâàëà
J = (a, b) ââåäåì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

Li(J, t) =
∞∑
k=0

likt
k, ãäå lik = card(J ∩ {f−k(ci)}).

Òàêæå ïîëåçíî áóäåò ðàññìîòðåòü åùå îäèí ðÿä, ïîðîæäåííûé êîýôôèöèåíòàìè lk =∑n−1
i=1 l

i
k ,

L(J, t) =
∞∑
k=0

lkt
k.
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Ñîãëàñíî [6] , òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ äëÿ ðàçðûâíîãî êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî îòîáðà-
æåíèÿ f ìîæíî îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì êàê

htop(f) = lim
n→∞

ln ln
n

. (2.1)

Èç ôîðìóëû Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà èìååì

r(L(I, t)) =
1

limn→∞
n
√
cardDn

. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâ (2.1) è (2.2) ïîëó÷àåì r(L(I, t)) = 1 . Ïîñêîëüêó 0 ≤
lik(J) ≤ lk(I) , ñòåïåííûå ðÿäû Li(J, t) îïðåäåëÿþò àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â åäèíè÷íîì
êðóãå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðÿä Li(J, t) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ,
òî åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè â òî÷íîñòè ðàâåí åäèíèöå, à àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Li(J, t)
èìååò ïîëþñ â òî÷êå t = 1 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Li(J, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì.
Îêàçûâàåòñÿ, ôóíêöèè Li(J, t) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè: ýòî ñëåäóåò èç
ñëåäóþùåé òåîðåìû, ïðèíàäëåæàùåé Ôàòó.

Ò å î ð å ì à 2.1. (Ôàòó, [7] ) Ñòåïåííîé ðÿä
∑
ait

i ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ, îòëè÷íóþ îò ðàöèîíàëüíîé, ëèøü â
ñëó÷àå, êîãäà åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ìåíüøå åäèíèöû. Åñëè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí
åäèíèöå, òî ôóíêöèÿ ðàöèîíàëüíà, à åå ïîëþñû ðàñïîëîæåíû â êîðíÿõ öåëîé ñòåïåíè èç
åäèíèöû.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Â ñëó÷àå îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà, òî åñòü
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ, êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé, ôóíêöèè Li(I, t) èìåþò âèä

Li(I, t) = 1 + t+ t2 + t3 + . . . =
1

1− t

è èìåþò â òî÷êå t = 1 ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî (ñîáñòâåííîãî) èí-
òåðâàëà J ∈ I êîýôôèöèåíòû lin(J) ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0 èëè 1 , ïîýòîìó ôóíêöèÿ
Li(J, t) èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå t = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîîáðàçîâ òî÷êè ci (òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ôóíêöèÿ íå
èìååò îñîáåííîñòåé â ýòîé òî÷êå, êîãäà ó ci ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ â J ).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ, çàäàâàåìóþ âûðàæåíèåì Λi(J, t) =
Li(J,t)
Li(I,t)

. Â ÷èñëèòå-

ëå è çíàìåíàòåëå çäåñü ñòîÿò ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ïðè÷¼ì èç íåðàâåíñòâà 0 ≤ lin(J) ≤
lin(I) ñëåäóåò, ÷òî Li(I, t) èìååò ïîëþñ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì Li(J, t) . Òàêèì îá-
ðàçîì, Λi(J, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåùåñòâåííóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà èíòåðâàëå
0 < t < 1 è èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå t = 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíî
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

Λi(J) = lim
t→1

Λi(J, t) = lim
t→1

Li(J, t)

Li(I, t)
. (2.3)

Íàøà çàäà÷à � ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Λi(J) çàäàåò áîðåëåâñêóþ âå-
ðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà I . Ïðè ýòîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå òî÷êè ci , êîòîðûå
èìåþò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîîáðàçîâ. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè Λi(J) ñëåäóåò èç íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ lin , à åå àääèòèâíîñòü ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæå-
íèþ.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü a, b, c � òî÷êè èç I òàêèå, ÷òî a < b < c .
Òîãäà Λi((a, c)) = Λi((a, b)) + Λi((b, c)) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ (âîçìîæíî, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà b ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì òî÷êè ðàçðûâà ci ), èìååì ñîîòíîøåíèå

lin(a, c) = lin(a, b) + lin(b, c),

Èñïîëüçóÿ äàííîå ñîîòíîøåíèå, ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

lim
t→1

Li((a, b), t)

Li(I, t)
+
Li((b, c), t)

Li(I, t)
= lim

t→1

Li((a, c), t)

Li(I, t)

ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ìåðû Λ(J) ïðè íåêî-
òîðîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà J .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Åñëè èíòåðâàë J öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç èí-
òåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ f , òî Λ(f(J)) = Λ(J) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå f |J ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
íà îáðàç, ïîýòîìó ln(f(J)) = ln+1(J) è L(f(J), t) = tL(J, t) . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó

lim
t→1

Li(f(J), t)

Li(I, t)
= lim

t→1

Li(J, t)

Li(I, t)

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Åñëè òî÷êà ci èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ, òî îïðåäåëåííàÿ íàìè ìåðà Λi(J)
áóäåò íåïðåðûâíîé â ñèëó îòñóòñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ òî÷êà
ðàçðûâà îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ. Áîëåå
òîãî, äëÿ îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé êàæäàÿ ìåðà Λi(J) áóäåò èíâàðèàíòíîé.

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ìåðà Λi(J) ïîëóñîïðÿãàåò f ñ íåêîòîðûì ëèíåé-
íûì êóñî÷íî-ìîíîòîííûì îòîáðàæåíèåì ïîñòîÿííîãî íàêëîíà. Äàëåå ñèìâîëîì Λ ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ëþáóþ èç ôóíêöèé Λi . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x) = Λ[0, x) , êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì îòîáðàæåíèåì îòðåçêà I íà ñåáÿ. Îïðåäåëèì êóñî÷íî-ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå F ñëåäóþùèì îáðàçîì

F (x) = ϕ(f(ci+))− ϕ(ci) + εx, äëÿ x ∈ (ϕ(ci), ϕ(ci+1)),

ε ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 èëè −1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè f âîçðàñòàþùåé
èëè óáûâàþùåé íà (ci, ci+1) . Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà ϕ ◦ f = F ◦ ϕ , ïðè
ýòîì íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü òî÷êè y , äëÿ êîòîðûõ ϕ(y) = ϕ(ci) è òî÷êà ci ÿâëÿåòñÿ
áëóæäàþùåé. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ íà èíòåðâàëå (ci, ci+1)
èìååì

ϕ(f(x)) = Λ[0, f(x)) = Λ[0, f(ci+)) + Λ[f(ci+), f(x)) =

= Λ[0, f(ci+)) + Λ[ci, x) = Λ[0, f(ci+))− Λ[0, ci) + Λ[0, x) = F (ϕ(x)).

Â ñëó÷àå ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ òîæäåñòâî ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ìåðû Λ(J) , âêëþ÷àþùåé ïðîîáðàçû

âñåõ òî÷åê ðàçðûâà. Èçó÷èì ïîëóñîïðÿæåíèå, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ýòîé ìåðû, â ñëó-
÷àå îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà. Ïóñòü ìåðà íåêîòîðîãî ïîäûíòåðâàëà K ∈ I
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ðàâíà Λ(K) = 0 . Òîãäà, â ñèëó çàìå÷àíèÿ ïîñëå òåîðåìû 2.1. , K ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãîìòåðâàëîâ è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîîáðàçîâ òî÷åê ðàçðûâà.
Êàæäûé ãîìòåðâàë ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùèì èíòåðâàëîì, ïîêàæåì, ÷òî è ïðîîáðàç òî÷êè
ðàçðûâà, íàõîäÿùèéñÿ ìåæäó äâóìÿ ãîìòåðâàëàìè, ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé òî÷êîé. Ïóñòü
(a, b) è (b, c)� ãîìòåðâàëû è fk(b) = ci . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d = f l(ci) ëåæèò â (a, b)
è ïîêàæåì, ÷òî ìåæäó â èíòåðâàëå (d, b) íàéäåòñÿ åùå îäèí ïðîîáðàç òî÷êè ðàçðûâà,
÷òî áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü îïðåäåëåíèþ ãîìòåðâàëà (a, b) . Åñëè â èíòåðâàëå (d, b) íåò òî-
÷åê ðàçðûâà, òî îáúåäèíåíèå T = ∪∞

i=0f
(k+l)i[d, b] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé ñâÿçíûé

èíòåðâàë, ïðè ýòîì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fk+l|T ïåðåâîäèò T â ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â T íàéäåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó òî÷êà
b ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé, à çíà÷èò è âåñü èíòåðâàë K � áëóæäàþùèé. Î÷åâèäíî, ëþ-
áîé áëóæäàþùèé èíòåðâàë èìååò ìåðó 0 . Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Λ(K) èìååò íóëåâóþ
ìåðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K � áëóæäàþùèé èíòåðâàë. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè f � îáîáùåííîå ïåðåêëàäûâàíèå n îòðåçêîâ, òî îòîá-
ðàæåíèå ϕ(x) = Λ[0, x) , ãäå ôóíêöèÿ (ìåðà) Λ = Λi îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (2.3),
i = 1, . . . , n − 1 , óñòàíàâëèâàåò ïîëóñîïðÿæåííîñòü ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûì ïåðåêëàäû-
âàíèåì åäèíè÷íîãî íàêëîíà. Ïðè ýòîì ϕ(x) ñêëåèâàåò íå áîëåå, ÷åì ïî äâå òî÷êè â
íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå Ω(f) , ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ áëóæäàþùèõ èíòåðâàëîâ.
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Niding designs of models of constant inclination for

generalized shifts of a segment

c⃝ M. Malkin3, K. Safonov4

Abstract. For one-dimensional discontinuous maps with zero topological entropy we apply the
technique of kneading invariants and kneading series. The kneading technique was introduced
�rst by J. Milnor and W. Thurston for continuous piecewise monotonic one-dimensional maps
and was applied to maps with positive topological entropy. In the present paper we show that by
approaching the zero entropy one using kneading series may de�ne invariant measure for generalized
interval exchange transformations and also for a class of discontinuous maps without periodic
points. Thus, in terms of kneading series we construct a semiconjugacy (being actually a conjugacy
in the transitive case) with a model map of unit (in absolute value) slope. The proposed construction
is determined by formulas which allow to calculate the parameters of the model map with required
accuracy.

Key Words: kneading series, generalized interval exchange transformations, topological entropy.
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