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ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè ïåðåñå÷åíèÿìè íà ñôåðå Sn
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äåëàåòñÿ ïåðâûé øàã â èçó÷åíèè ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n ≥ 4 íà òðàåêòîðèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà (ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ
ïîòîêîâ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-
ñèÿ è çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé), äîïóñêàþùèõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ. Áîëåå òî÷íî,
ðàññìîòðåí êëàññ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ñôåðå Sn , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ
ñîñòîèò èç äâóõ óçëîâûõ è äâóõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ïîòîêà èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïåðåñå÷åíèå èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé äâóõ ðàçëè÷íûõ
ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íåïóñòî è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñåïàðàòîðîâ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, èçó÷åíèå ñòðóêòóðû êîòîðûõ, êàê è âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðèíöè-
ïèàëüíûõ ïðîáëåì ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, íàçûâàåìûå ñåé÷àñ ñèñòåìàìè Ìîðñà-Ñìåéëà, áûëè ââåäå-
íû Ñ. Ñìåéëîì â 1960 ã. â êà÷åñòâå ïðåòåíäåíòà íà êëàññ âñåõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
ñèñòåì â ðàçìåðíîñòè, áîëüøåé äâóõ. Óñëîâèÿ, âûäåëÿþùèå ýòîò êëàññ, áûëè ñôîðìó-
ëèðîâàíû ïî àíàëîãèè ñ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ãðóáîñòè ïîòîêîâ íà
ïëîñêîñòè, íàéäåííûìè À. À. Àíäðîíîâûì è Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíûì â 1937 ãîäó. Îñíîâíûì
àòðèáóòîì ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷íîñòü íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà è
êîíå÷íîñòü ÷èñëà åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Âñêîðå ñàì Ñ. Ñìåéë ïîíÿë, ÷òî ìíîãîìåðíûå
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå ñèñòåìû óñòðîåíû çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå è ìîãóò îáëàäàòü ñ÷åò-
íûì ìíîæåñòâîì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Îäíàêî, èçó÷åíèå ñèñòåì
Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, èìåþùåé êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ (äëÿ
îïèñàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ â åñòåñòâîçíàíèè), òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
áèôóðêàöèé äëÿ ïîíèìàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ.

Ãëàäêèé ïîòîê f t : Mn → Mn , çàäàííûé íà çàìêíóòîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Mn

ðàçìåðíîñòè n , íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

• íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf t ïîòîêà f
t ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ è çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, âñå îíè ãèïåðáîëè÷åñêèå;

• èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ èëè çàìêíó-
òûõ òðàåêòîðèé ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.
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Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ L,N ìíîãîîáðàçèÿ Mn ïåðåñåêàþòñÿòðàíñ-
âåðàëüíî, åñëè ëèáî L∩N = ∅ , ëèáî â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ x ∈ L∩N êàñàòåëüíûå
ïðîñòðàíñòâà ê L,N ïîðîæäàþò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Mn .

Êëàññè÷åñêèìè ðàáîòàìè ïî èçó÷åíèþ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, îòêðûâøèìè ýòó òåìà-
òèêó, ñòàëè ðàáîòû À. À. Àíäðîíîâà, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å. À. Ëåîíòîâè÷ è À. Ã. Ìàéåðà
1937 - 1955 ãîäîâ, ðåçóëüòàòîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî-
ïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêîâ íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ
òðàåêòîðèé (â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò è êëàññèôèêàöèÿ ãðóáûõ ïîòîêîâ íà äâóìåðíîé
ñôåðå, ñì. [1]). Îòïðàâíîé òî÷êîé ýòîé ðàáîòû ïîñëóæèëè èäåè À. Ïóàíêàpå è È. Áåíäèê-
ñîíà î âîçìîæíîñòè âûäåëåíèÿ îñîáûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü òàêèõ òpàåêòîpèé, âçàèìíîå
pàñïîëîæåíèå êîòîpûõ îäíîçíà÷íî çàäàåò êà÷åñòâåííóþ ñòpóêòópó pàçáèåíèÿ ôàçîâîãî
ïpîñòpàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà òpàåêòîpèè, à òàêæå èäåÿ ãpóáîñòè, ïpèíàäëåæà-
ùàÿ À. À. Àíäpîíîâó è Ë. Ñ. Ïîíòpÿãèíó.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ, îòëè÷íûõ îò
äâóìåðíîé ñôåðû, ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ M. Ïåéêøîòî, à òàê æå À. À. Îøåìêîâà è Â. Â.Øàð-
êî. Íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ñõîæåñòü äâóìåðíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà è ïîòîêîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ïîñëåäíèõ îêàçàëàñü âñå æå ñëîæíåå, ÷åì â äâóìåðíîì ñëó÷àå, áëàãîäàðÿ, â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèþ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, íàèáîëåå ñî-
äåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïîêà òîëüêî äëÿ òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ â ñëó-
÷àå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â ðàáîòàõ Æ. Ôëåéòàñà [2] è
ß. Ë. Óìàíñêîãî [3], à â áîëüøåé ðàçìåðíîñòè � Ñ. Þ. Ïèëþãèíûì [4] äëÿ êëàññà
ïîòîêîâ, çàäàííûõ íà ñôåðå, è íå îáëàäàþùèõ çàìêíóòûìè è ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè òðàåê-
òîðèÿìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äåëàåòñÿ ïåðâûõ øàã â èçó÷åíèè ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ ôàçîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà íà òðàåêòîðèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ñôåðå ðàçìåðíîñòè
4 è âûøå, è äîïóñêàþùèõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ. Ïóñòü Gi,j(S

n) � êëàññ ïîòî-
êîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ñôåðå Sn , òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f t ∈ Gi,j(S

n)
åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf t ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ:
èñòî÷íèêà α , ñòîêà ω è äâóõ ñåäåë σi, σj , èìåþùèõ íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàç-
ìåðíîñòè i, j ñîîòâåòñòâåííî, i, j ∈ {1, . . . , n − 1} . Èç ôîðìóëû Ëåôøåöà ñëåäóåò, ÷òî
ðàçíîñòü j − i ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ∈ Ωf t îáîçíà-
÷èì ÷åðåç W s

p ,W
u
p åãî óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîîáðàçèå ñîîòâåòñòâåííî. Îñíîâíîé

ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t ∈ Gi,j(S
n) , j > i . Òîãäà:

1. W u
σi
∩W s

σj
= ∅ .

2. W s
σi
∩W u

σj
íåïóñòî è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà çàìêíóòûõ òðåõ-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëó÷åí â ðàáîòå [5]. Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
êðèâûõ ó ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ â ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàçëè÷-
íîé îáùíîñòè ðåøàëñÿ òàêæå â ðàáîòàõ [6, 7, 8], à äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè n > 3 , òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê ñîñòîèò èç
òî÷åê èíäåêñà 1 è (n− 1) � â ðàáîòå [9].
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2. Ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ ïîòîêîâ èç êëàññà Gi,j(S
n)

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.3 ðàáî-
òû [10].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü f t :Mn →Mn � ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà. Òîãäà:

1) Mn =
∪

p∈Ωft

W u
p ;

2) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf t ìíîãîîáðàçèå W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì

ìíîãîîáðàçèÿ Mn ;

3) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf t , è êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè lup ìíîæåñòâà W u
p \ p âåðíî

ðàâåíñòâî cl lup \ (lup ∪ p) =
∪

q∈Ωf :W s
q ∩lup ̸=∅

W u
q

3.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2.1. îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè
ïîñëå ôîðìàëüíîé çàìåíû ñèìâîëîâ u, s íà ñèìâîëû s, u ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Äîêàæåì ï.1). Åñëè W u
σi

∩ W s
σj

̸= ∅ , òî êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê W u
σi
,W s

σj
â

êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïîðîæäàþò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Sn , ñëåäîâàòåëüíî
dim W u

σi
+dim W s

σj
≥ n . Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê dim W u

σi
= i , à dim W s

σj
= n−j , è j > i .

Äîêàæåì ï. 2). Èç ï.1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.1. ñëåäóåò, ÷òî çàìûêàíèå clW s
σj

ÿâëÿåòñÿ

ñôåðîé Sn−jα = α∪W s
σj
. Èç ãèïåðáîëè÷íîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ σj ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ãëàäêî âëîæåííàÿ ñôåðà Sj−1 ⊂ W u
σj
, îãðàíè÷èâàþùàÿ øàð Bj ⊂ W u

σj
òàêîé, ÷òî

σj ⊂ intBj , ÿâëÿþùàÿñÿ ãëîáàëüíîé ñåêóùåé äëÿ ïîòîêà f t|Wu
σj

\σj . Òîãäà êîýôôèöèåíò

çàöåïëåíèÿ ñôåð Sn−jα , Sj−1 ðàâåí ±1 .
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1. Sn =

∪
p∈Ωft

W s
p . Åñëè W u

σj
∩W s

σi
= ∅ , òî Sj−1 ⊂ W s

ω . Òàê êàê

W s
ω∩(W s

σi
∪α) = ∅ , òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü uω òî÷êè ω â W s

ω òàêàÿ, ÷òî uω∩Sn−jα = ∅ .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò T > 0 òàêîå, ÷òî f t(Sj−1) ⊂ int uω äëÿ âñåõ t > T . Òàê êàê
ãðóïïà πj−1(Rn) òðèâèàëüíà, òî f t(Si−2) îãðàíè÷èâàåò øàð Dj ⊂ uω (âîçìîæíî, ñ ñàìî-
ïåðåñå÷åíèÿìè). Òîãäà êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ñôåð f t(Sn−jα ) è f t(Sj−1) ðàâåí íóëþ, íî
òîãäà è êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ñôåð Sn−jα , Sj−1 ðàâåí íóëþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò, ÷òî W s

σi
∩W u

σj
̸= 0 .

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W s
σi

∩ W u
σj

ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè. Ïîëîæèì Σ = W s
σi

∩ Sj−1 . Òîãäà ìíîæåñòâî W s
σi

∩ W u
σj

ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ Σ×R , è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü êîíå÷íîñòü êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
Σ . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå èç êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà Σ è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ÷åðåç X . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñôåðû
Sj−1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ⊂ X , ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x∗ ⊂ Sj−1 .
Òîãäà x∗ ∈ cl W s

σi
. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1. cl W s

σi
= W s

σi
∪W s

σj
∪ α , ïîýòîìó x∗ ∈ W s

σi

è ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x∗ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s

σi
∩W u

σj
.

3 Çäåñü cl lup îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà lup .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ òî÷êè x∗ ∈ W s

σi
∩W u

σj
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü u(x∗) ⊂ Sn è ãîìåîìîðôèçì

h : u(x∗) → Rn òàêîé, ÷òî h(W u
σj
) ⊂ {(x1, ..., xn) ∈ Rn xj+1 = xi+2 = ... = xn = 0} ,

h(W s
σi
) = {(x1, ..., xn) ∈ Rn x1 = x2 = ... = xi = 0} . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî

u(x∗) ∩ (W s
σi
∩W u

σj
) ñâÿçíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò êîíå÷íîñòü ÷èñëà êîì-

ïîíåíò ïåðåñå÷åíèÿ W s
σi
∩W u

σj
.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû Ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé â ÍÈÓ ÂØÝ â 2017 ãîäó (ïðîåêò 90) ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 15-01-03687-a).
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On the simplest Morse-Smale �ows with heteroclinical

intersections on the sphere Sn

c⃝ E. Gurevich4, D. Pavlova5

Abstract. This paper is the �rst step in stydying structure of decomposition of phase space with
dimension n ≥ 4 on the trajectories of Morse-Smale �ows (structurally stable �ows with non-
wandering set consisting of �nite number of equilibria and closed trajectories) allowing heteroclinic
intersections. More precisely, special class of Morse-Smale �ows on the sphere Sn is studied. The
non-wandering set of the �ow of interest consists of two nodal and two saddle equilibrium states.
It is proved that for every �ow from the class under consideration the intersection of invariant
manifolds of two di�erent saddle equilibrium states is nonempty and consists of a �nite number
of connectivity components. Heteroclinic intersections are mathematical models for magnetic �eld
separators. Study of their structure, as well as the question of their existence, is one of the principal
problems of magnetic hydrodynamics.

Key Words: Morse-Smale �ows, heteroclinic intersections.
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