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Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è äîñòàòî÷íîñòè, ñâÿçàííûå ñ

ëîêàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ãðàôîâ äëÿ çàäà÷è î

k -ðàñêðàñêå
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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ââîäèòñÿ íåêîòîðûé êëàññ çàìåí ïîäãðàôîâ â ãðàôàõ, ïðè÷åì
çàìåíû èç ýòîãî êëàññà ñîõðàíÿþò k -ðàñêðàøèâàåìîñòü. Êàæäîå òàêîå ëîêàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ãðàôîâ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì øàáëîíîì � íàáîðîì ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íà åãî
ïîäìíîæåñòâà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé ïîäãðàô ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî øàáëîíà, à
òàêæå ïðèâîäèòñÿ îöåíêà íà êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà øàáëîíà. Äàí-
íûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â ðàáîòå, äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû
òåîðèè ãðàôîâ è êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà. Ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé
ìîæåò áûòü ïîëåçåí ïðè ïîñòðîåíèè ïîëèíîìèàëüíûõ ñâåäåíèé äëÿ çàäà÷è î k -ðàñêðàñêå. Â
÷àñòíîñòè, âìåñòå ñ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû, îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðåäóêöèè
äàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î k -ðàñêðàñêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à î k -ðàñêðàñêå, ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäà÷à ðåàëèçàöèè,
ôóíêöèÿ Øåííîíà.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îáûêíîâåííûå ãðàôû, ò.å. íåïîìå÷åííûå
íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà V ′ ⊆ V (G)
÷åðåç G[V ′] îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðàô ãðàôà G , ïîðîæäåííûé V ′ , à ÷åðåç G \ V ′ ðåçóëüòàò
óäàëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ V ′ èç ãðàôà G . Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ÷åðåç a, b îáî-
çíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî {a, a + 1, . . . , b} . Ïîëíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Kn .

Êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà, íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæå-
ñòâà, ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè α(G) ãðàôà G ïðåäñòàâëåíû, íàïðèìåð, â [1]. Òàì æå îïðåäå-
ëÿåòñÿ çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå.

Â [2] ðàññìàòðèâàëñÿ äîñòàòî÷íî îáùèé êëàññ ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôîâ, íà-
çâàííûõ ñõåìàìè çàìåí, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè â òî÷íîñòè ñîõðàíÿåòñÿ, íî
îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðèíöèïèàëüíûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîéä¼ò, åñëè äîïóñòèòü èçìåíåíèå ÷èñ-
ëà íåçàâèñèìîñòè íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé
ïîäêëàññ êëàññà ñõåì çàìåí, êîòîðûé áóäåò îïðåäåëåí äàëåå.

Ïóñòü G � íåêîòîðûé ãðàô, à H � íåêîòîðûé åãî ïîðîæäåííûé ïîäãðàô. Ïîäìíî-
æåñòâî A ⊆ V (H) íàçîâåì H -îòäåëÿþùèì, åñëè íè îäíà èç âåðøèí ãðàôà H \ A íå
ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ãðàôà G \ V (H) . Ïóñòü ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé
ïîäãðàô G1 ñ G1 -îòäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì A , G2 � ãðàô, äëÿ êîòîðîãî A ⊆ V (G2) .

1 Ñèðîòêèí Äìèòðèé Âàëåðüåâè÷, ëàáîðàíò, ëàáîðàòîðèÿ òåîðèè è ïðàêòèêè ñèñòåì ïîääåðæêè
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ÔÃÀÎÓ ÂÎ "ÍÈÓ ÂØÝ" (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åð-
ñêàÿ, ä. 25/12); ëàáîðàíò, êàôåäðà àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÔÃÀÎÓ ÂÎ "ÍÍÃÓ èì.
Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä. 23); ORCID: http://orcid.org/
0000-0002-2682-9867, dmitriy.v.sirotkin@gmail.com
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Çàìåíà G1 íà G2 â ãðàôå G ñîñòîèò â îáðàçîâàíèè
ãðàôà ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí (V (G)\V (G1))∪V (G2) è ìíîæåñòâîì ðåáåð (E(G)\E(G1))∪
E(G2) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàôû G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ α -
ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆ V (G1) ∩ V (G2) , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c , ÷òî
äëÿ ëþáîãî X ⊆ A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî α(G1 \X) = α(G2 \X) + c .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàôû G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ α -ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Mα(G1, A) = Mα(G2, A) , ãäå Mα(H,A) � ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ
ìíîæåñòâ X ⊆ A , ÷òî äëÿ âñÿêîãî Y ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α(H \X) < α(H \Y ) .
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü ãðàôû G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ α -ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆
V (G1)∩V (G2) , ïðè÷åì A ÿâëÿåòñÿ G1 -îòäåëÿþùèì â ãðàôå G . Òîãäà åñëè ãðàô G∗

α �
ðåçóëüòàò çàìåíû G1 íà G2 â ãðàôå G , òî α(G∗

α) = α(G) + α(G2)− α(G1) .

Èíòåðåñ ê ñõåìàì çàìåí îáóñëîâëåí ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòüþ èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ
ðåäóêöèè ãðàôîâ, ÷òî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæå-
ñòâå â íåêîòîðûõ êëàññàõ ãðàôîâ [3]�[8]. Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøèì çàìåíàì òàêæå èíòå-
ðåñíû ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåàëèçàöèè è îïòèìèçàöèè. Çàäà÷à ðåàëèçàöèè äëÿ çàäàííîãî
ìíîæåñòâà M ⊆ 2A ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè ãðàô G è ïîäìíî-
æåñòâî A ⊆ V (G) òàêèå, ÷òî Mα(G,A) = M . Çàäà÷à îïòèìèçàöèè äëÿ çàäàííûõ G è
A ⊆ V (G) ñîñòîèò â ïîèñêå òàêîãî ãðàôà H ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí, ÷òî
A ⊆ V (H) è Mα(G,A) = Mα(H,A) .

Çàäà÷à ðåàëèçàöèè èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå äàëåêî íå äëÿ ëþáîãî M . Ýòî òàê,
íàïðèìåð, äëÿ M = {{a, b}, {a}} . Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ α(G \ {b}) = α(G \ {a}) =
α(G)−1, α(G\{b}) = α(G\{a, b})−1, α(G\{a}) = α(G\{a, b}) îäíîâðåìåííî íå ñîâìåñòíû.
Äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå çàäà÷à ðåàëèçàöèè êàæåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé, à
çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ åùå áîëåå òðóäíîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå çàäà÷è ðåàëèçàöèè è îïòèìèçàöèè ïðèìåíèòåëü-
íî ê çàäà÷å î ðàñêðàñêå. Êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ k -ðàñêðàñêè, k -ðàñêðàøèâàåìîãî ãðàôà
è çàäà÷è î k -ðàñêðàñêå ïðåäñòàâëåíû â [1].

Ìîæíî ãîâîðèòü î k -ðàñêðàñêå ïîäìíîæåñòâà A ⊆ V (G) , èìåÿ â âèäó ÷àñòè÷íóþ k -
ðàñêðàñêó ïîäãðàôà G[A] , à òàêæå î åå ïðîäîëæåíèè íà k -ðàñêðàñêó âñåãî ãðàôà G .
Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ëþáàÿ k -ðàñêðàñêà ïîäìíîæåñòâà A èëè ãðàôà G
çàäàåòñÿ íåêîòîðûì ðàçáèåíèåì A èëè V (G) íà íå áîëåå ÷åì k íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàôû H1 è H2 ÿâëÿþòñÿ (χ, k) -
ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆ V (H1) ∩ V (H2) , åñëè äëÿ ëþáûõ k -ðàñêðàñîê c1 è c2 ,
ñîîòâåòñòâåííî, ãðàôîâ H1 è H2 ñóùåñòâóþò k -ðàñêðàñêè c′′ è c′ , ñîîòâåòñòâåííî, ãðà-
ôîâ H2 è H1 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà c1(v) = c′′(v)
è c2(v) = c′(v) .

Äëÿ çàäàííûõ ãðàôà G è ïîäìíîæåñòâà A ⊆ V (G) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî M(χ,k)(G,A)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îíî ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé A íà íå áîëåå ÷åì k íåïó-
ñòûõ ÷àñòåé, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðîäîëæàåòñÿ äî k -ðàñêðàñêè G . Îòìåòèì, ÷òî åñëè
íåêîòîðîå ðàçáèåíèå A íå çàäàåò k -ðàñêðàñêó äàííîãî ïîäìíîæåñòâà, òî îíî çàâåäîìî
íå ïðîäîëæàåòñÿ äî k -ðàñêðàñêè G . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàôû H1 è H2 ÿâëÿþòñÿ
(χ, k) -ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆ V (H1) ∩ V (H2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî M(χ,k)(H1, A) = M(χ,k)(H2, A) .
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Ïóñòü H1 è H2 � ãðàôû, A ⊆ V (H1)∩ V (H2) , H1 è H2 ÿâëÿþòñÿ (χ, k) -ïîäîáíûìè
îòíîñèòåëüíî A . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô H ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô H1 ñ H1 -
îòäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì A . Íåòðóäíî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäå-
íèÿ.

Ë å ì ì à 1.2. Åñëè ãðàô H∗
(χ,k) � ðåçóëüòàò çàìåíû H1 íà H2 â ãðàôå H , òî

ãðàô H ÿâëÿåòñÿ k -ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ
ãðàô H∗

(χ,k) .

Ëåììà 1.2 îáóñëàâëèâàåò èíòåðåñ ê çàäà÷àì ðåàëèçàöèè è îïòèìèçàöèè äëÿ çàäà÷è
î k -ðàñêðàñêå. Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ðåàëèçàöèè ðåøàåòñÿ ïîëíîñòüþ. Èìåííî, áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ n è k ≥ 3 è ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ϱ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
ðàçáèåíèé n -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A íà íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé ñóùåñòâóåò
ãðàô G è ïîäìíîæåñòâî A ⊆ V (G) òàêèå, ÷òî M(χ,k)(G,A) = ϱ .

Çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë m,n, k ≥ 3 îïðåäåëèì ôóíêöèþ øåííîíîâñêîãî òèïà fχ(m,n, k) . Ïóñòü Γm,n,k �
ñîâîêóïíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç âñåâîçìîæíûõ m ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà 1, n íà
íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé. Ïîëîæèì fχ(m,n, k) = max

ϱ∈Γm,n,k

gχ(ϱ) , ãäå gχ(ϱ) =

min
{H: 1,n⊆V (H), M(χ,k)(H,1,n)=ϱ}

|V (H)| . Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî fχ(m,n, k) = O(m ·

(k2 · logk n+ n)) .

2. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

Ïóñòü a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à b � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ea,b ãðàô, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëíîãî ãðàôà íà âåðøèíàõ v, v1, . . . , va+b è ïóñòîãî
ãðàôà íà âåðøèíàõ u, u1, . . . , ub äîáàâëåíèåì âñåâîçìîæíûõ ðåáåð âèäà uvi è ujva+j , ãäå
1 ≤ i ≤ a è 1 ≤ j ≤ b . Âåðøèíó v íàçîâåì âåðõíåé, à âåðøèíû u, u1, . . . , ub íàçîâåì
íèæíèìè.

Ë å ì ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ k ≥ 3 è 1 ≤ a ≤ k − 1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

a) â ëþáîé k -ðàñêðàñêå ãðàôà Ea,k−1−a , â êîòîðîé âñå íèæíèå âåðøèíû èìåþò îäèí
è òîò æå öâåò, âåðõíÿÿ âåðøèíà èìååò òàêîé æå öâåò, ÷òî è íèæíèå;

á) ëþáàÿ k -ðàñêðàñêà âåðõíåé è âñåõ íèæíèõ âåðøèí ãðàôà Ea,k−1−a , â êîòîðîé ìíî-
æåñòâî íèæíèõ âåðøèí íå îäíîöâåòíî, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî íåêîòîðîé k -
ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâûé ïóíêò î÷åâèäåí, ïîñêîëüêó âñå âåðøèíû v1, . . . , vk−1

äîëæíû èìåòü ðàçíûå öâåòà, êàæäûé èç êîòîðûõ îòëè÷åí îò öâåòà íèæíèõ âåðøèí. Ïî-
ñêîëüêó öâåò âåðøèíû v îòëè÷åí îò öâåòîâ êàæäîé èç âåðøèí v1, . . . , vk−1 , òî îí ñîâïàäàåò
ñ öâåòîì íèæíèõ âåðøèí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïóíêòà ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïàðàìåòðó k . Óòâåðæäå-
íèå î÷åâèäíî, êîãäà k = 3 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî k . Äîêà-
æåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ k + 1 .

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé ãðàôà Ek−1,1 . Ïóñòü c � åãî ÷àñòè÷íàÿ (k+1) -ðàñêðàñêà,
â êîòîðîé c(u) = 1, c(u1) = 2 è c(v) = x . Åñëè x = 1 , òî ìîæíî íàçíà÷èòü c(v1) = 2 è
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c(vi) = i+1 äëÿ ëþáîãî i ∈ 2, k . Åñëè x = 2 , òî ìîæíî íàçíà÷èòü c(vk) = 1 è c(vi) = i+2
äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, k − 1 . Åñëè æå x ̸∈ {1, 2} , òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x = k + 1 , è ìîæíî
íàçíà÷èòü c(v1) = 2, c(vk) = 1 è c(vi) = i+ 1 äëÿ ëþáîãî i ∈ 2, k − 1 .

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå Ea,k−a âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 2 ≤ k−a ≤ k−1 .
Ïîñêîëüêó íåêîòîðàÿ (k+1) -ðàñêðàñêà c′ âåðøèí u, u1, . . . , uk−a íå ÿâëÿåòñÿ îäíîöâåòíîé
è ò. ê. 2 ≤ k− a ≤ k− 1 , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà ui è òàêîé öâåò col ∈ 1, k + 1 , ÷òî
c′ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîöâåòíîé íà {u, u1, . . . , uk−a} \ {ui} è col ̸∈ {c′(u), c′(u1), . . . , c′(uk−a)} .
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i = k − a . Óäàëèâ èç ãðàôà Ea,k−a âåð-
øèíû vk è uk−a , ìû ïîëó÷èì ïîðîæäåííûé ïîäãðàô Ea,k−1−a . Ê íåìó ìîæíî ïðèìå-
íèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Åñëè {c′(v), c′(u), c′(u1), . . . , c′(uk−a)} ≠ 1, k + 1 , òî ìîæ-
íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî col ̸= c′(v) . Íî òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ k -ðàñêðàñêà ïîäãðàôà
Ea,k−1−a ïðîäîëæàåòñÿ äî (k + 1) -ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà Ea,k−a îêðàøèâàíèåì âåðøè-
íû vk â öâåò col íåçàâèñèìî îò öâåòà c′(uk−a) . Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
a = 1, c′(u) = 1, c′(u1) = 2, . . . , c′(uk−1) = k, c′(v) = k + 1 . Íî òîãäà äëÿ êàæäîãî i ∈ 1, k
âåðøèíå vi ìîæíî íàçíà÷èòü öâåò (i+ 1) mod n .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k ≥ 3 è l ðåêóðñèâíî îïðåäåëèì ãðàô Hk,l ,
à òàêæå åãî âåðõíþþ è l íèæíèõ âåðøèí:

i) Åñëè 1 ≤ l ≤ k − 1 , òî ãðàô Hk,l èçîìîðôåí ãðàôó Ek−l,l−1 , âåðõíÿÿ âåðøèíà
ãðàôà Hk,l ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé âåðøèíîé ãðàôà Ek−l,l−1 , ìíîæåñòâà íèæíèõ âåðøèí
ãðàôîâ Hk,l è Ek−l,l−1 ñîâïàäàþò.

ii) Ïóñòü l ≥ k . Òîãäà ãðàô Hk,l ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà Hk,⌈ l
k−1

⌉ îòîæäåñòâëåíèåì

êàæäîé èç åãî ⌊ l
k−1

⌋ ïåðâûõ íèæíèõ âåðøèí ñ âåðõíåé âåðøèíîé ãðàôà E1,k−2 è
îòîæäåñòâëåíèåì âîçìîæíîé îñòàâøåéñÿ íèæíåé âåðøèíû c âåðõíåé âåðøèíîé ãðàôà
Ek−l+(k−1)·⌊ l

k−1
⌋,l−1−(k−1)·⌊ l

k−1
⌋ . Âåðõíèå âåðøèíû ãðàôîâ Hk,l è Hk,⌈ l

k−1
⌉ ñîâïàäàþò, ìíî-

æåñòâî íèæíèõ âåðøèí ãðàôà Hk,l ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ñîâîêóïíîñòè íèæíèõ
âåðøèí âñåõ ⌊ l

k−1
⌋ ýêçåìïëÿðîâ ãðàôà E1,k−2 è ìíîæåñòâà íèæíèõ âåðøèí âîçìîæíîãî

ýêçåìïëÿðà ãðàôà Ek−l+(k−1)·⌊ l
k−1

⌋,l−1−(k−1)·⌊ l
k−1

⌋ .

Èñõîäÿ èç ñïðàâåäëèâîñòè Ëåììû 2.1 è ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ ãðàôà Hk,l , èíäóêöèåé ïî
ïàðàìåòðó l íåòðóäíî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k ≥ 3 è l ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

a) â ëþáîé k -ðàñêðàñêå ãðàôà Hk,l , â êîòîðîé âñå íèæíèå âåðøèíû èìåþò îäèí è
òîò æå öâåò, âåðõíÿÿ âåðøèíà èìååò òàêîé æå öâåò, ÷òî è íèæíèå;

á) ëþáàÿ k -ðàñêðàñêà âåðõíåé è âñåõ íèæíèõ âåðøèí ãðàôà Hk,l , â êîòîðîé ìíî-
æåñòâî íèæíèõ âåðøèí íå îäíîöâåòíî, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî íåêîòîðîé k -
ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà.

Ïóñòü ϱ = {ρ1, . . . , ρm} , ãäå äëÿ ëþáîãî i ýëåìåíò ρi ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì îäíîãî è
òîãî æå n -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A íà íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé Ai,1, . . . , Ai,ji .
Ïîñòðîèì íåêîòîðûé ãðàô, â êîòîðîì ìíîæåñòâî A áóäåò íåçàâèñèìûì. Äëÿ ëþáûõ i ∈
1,m è j ∈ 1, ji ïîñòðîèì ãðàô Hk,|Ai,j | ñ ìíîæåñòâîì íèæíèõ âåðøèí Ai,j . Åñëè ji ≥
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2 , òî ê ïîëó÷åííîìó ãðàôó äîáàâèì ãðàô Kk+1−ji , âñå âåðøèíû êîòîðîãî ñîåäèíèì ñ
âåðõíèìè âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî ïîäãðàôîâ Hk,|Ai,1|, . . . , Hk,|Ai,ji

| . Ïîëó÷åííûé
òàêèì îáðàçîì ãðàô îáîçíà÷èì ÷åðåç G(ϱ) .

Ë å ì ì à 2.3. Íåêîòîðàÿ k -ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà A ãðàôà G(ϱ) ïðîäîëæàåòñÿ
äî k -ðàñêðàñêè âñåãî ýòîãî ãðàôà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå çàäàåòñÿ íè îäíèì
èç ðàçáèåíèé ρ1, . . . , ρm . Êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå G(ϱ) åñòü O(m · (k2 · logk n+ n)) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè k -ðàñêðàñêà c ìíîæåñòâà A çàäàåòñÿ ðàçáèåíèåì
ρi , òî ïî ïåðâîé ÷àñòè Ëåììû 2.2 ïðè ëþáîì åå ïðîäîëæåíèè íà âåñü ãðàô G(ϱ) âåðõ-
íèå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðàôîâ Hk,|Ai,1|, . . . , Hk,|Ai,ji

| áóäóò îêðàøåíû â ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûå öâåòà. Íî òîãäà ñîñåäíèå èì âåðøèíû ïîäãðàôà Kk+1−ji íåëüçÿ îêðàñèòü â
k − ji öâåòîâ. Ïîýòîìó c íå ïðîäîëæàåòñÿ äî k -ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà G(ϱ) .

Ïóñòü c′ � íåêîòîðàÿ k -ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà A , êîòîðàÿ íå çàäàåòñÿ íè îäíèì
èç ðàçáèåíèé ρ1, . . . , ρm . Òîãäà ïî âòîðîé ÷àñòè Ëåììû 2.2 äëÿ ëþáîãî i ýòà ðàñêðàñ-
êà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî k -ðàñêðàñêè êàæäîãî èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðàôîâ
Hk,|Ai,1|, . . . , Hk,|Ai,ji

| , â êîòîðîé ji èõ âåðõíèõ âåðøèí îêðàøåíû â íå áîëåå ÷åì ji − 1
ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Òåì ñàìûì, âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäãðàôà Kk+1−ji ìîãóò áûòü
ðàñêðàøåíû â k + 1 − ji öâåòîâ. Ïîýòîìó c′ ïðîäîëæàåòñÿ äî k -ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà
G(ϱ) .

Îöåíèì êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå G(ϱ) . Î÷åâèäíî, ÷òî |V (E1,k−2)| = 2k − 1 è ÷òî
|V (Ek−l+(k−1)·⌊ l

k−1
⌋,l−1−(k−1)·⌊ l

k−1
⌋)| = k+ l− (k−1) · ⌊ l

k−1
⌋ . Ïîýòîìó, ïî ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ

ãðàôà Hk,l , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |V (Hk,l)| ≤ |V (Hk,⌈ l
k−1

⌉)|+ (2k − 1) · ⌊ l
k−1

⌋+ k + l −
⌊ l
k−1

⌋ ≤ |V (Hk,⌈ l
k−1

⌉)|+k+3l . Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå |V (Hk,l)| = O(k ·logk l+l) .
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî i îáùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôàõ Hk,|Ai,1|, . . . , Hk,|Ai,ji

|, Kk+1−ji íå

ïðåâîñõîäèò O(ji ·k · logk n+n) = O(k2 · logk n+n) . Òåì ñàìûì, êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå
G(ϱ) åñòü O(m · (k2 · logk n+ n)) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èç Ëåììû 2.3 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâíûì â äàííîé ðàáîòå.

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ n è k ≥ 3 è ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ϱ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé n -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A íà íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé
ñóùåñòâóåò ãðàô G è ïîäìíîæåñòâî âåðøèí A ⊆ V (G) òàêèå, ÷òî M(χ,k)(G,A) = ϱ .
Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå fχ(m,n, k) = O(m · (k2 · logk n+ n)) .

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ïðîåêò � 17-11-01336).
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Theorems of existence and su�ciency connected with local

transformations of graphs for the k -colourability problem
c⃝ D. V. Sirotkin2

Abstract. In the paper we consider some class of subgraphs' replacements in graphs. These while
replacements in this class preserve k -colorability. Every local transformantion from this class is
de�ned by a pattern that is a collection of partitions of a set into subsets. The paper shows that
a replacing subgraph exists for every pattern. An estimation is given for the number of its vertices
depending on size of the pattern. This is the main result of the paper, to obtain it we used methods
of graph theory and combinatorial analysis. Said class of replacements might be useful for creating
polynomial reductions for the k -colorability problem. In particular, together with main result of
the paper one can use it for input reduction for solving the k -colorability problem.

Key Words: k -colourability problem, local transformation, realization problem, Shannon
function.
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