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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f , çàäàííûõ íà ãëàäêèõ îðèåíòèðóåìûõ çàìêíó-
òûõ ïîâåðõíîñòÿõ M2 . Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà ñóùåñòâó-
åò äóàëüíàÿ ïàðà àòòðàêòîð-ðåïåëëåð Af , Rf , êîòîðûå èìåþò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü
íå áîëüøå 1, à ïðîñòðàíñòâî îðáèò â èõ äîïîëíåíèè Vf (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî)
ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó. Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ,
íàïðèìåð, îäèíàêîâûé ïåðèîä âñåõ ñåäëîâûõñåïàðàòðèñ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G . Íà âîç-
ìîæíîñòè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû â âèäå �èñòî÷íèê-ñòîê� îñíîâàí öåëûé
ðÿä êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò � ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà.
Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì â ðàçìåðíîñòè òðè âñåãäà ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ âûáîðîì îäíîìåðíîé äóàëüíîé ïàðû àòòðàêòîð-ðåïåëëåð. Â
ðàçìåðíîñòè äâà ýòî íå âåðíî äàæå â ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîì ñëó÷àå, îäíàêî â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîìåðíàÿ äóàëüíàÿ ïàðà, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
îðáèò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì, àòòðàêòîð, ðåïåëëåð.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè äè-
íàìèêè ñèñòåìû â âèäå �èñòî÷íèê-ñòîê�, òî åñòü â âûäåëåíèè äóàëüíîé ïàðû àòòðàêòîð-
ðåïåëëåð, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ω−α ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òðàåê-
òîðèé ñèñòåìû. Íà âîçìîæíîñòè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâàíà �Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåî-
ðåìà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì� ×. Êîíëè [1], óñòàíàâëèâàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿ-
ïóíîâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñ ýòîé èäååé ñâÿçàíî ïîíÿòèå ôèëü-
òðàöèè, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé Ω -
óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, âûáîð ðàçëè÷íûõ äóàëüíûõ ïàð àòòðàêòîð-ðåïåëëåð
ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì íàõîæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèìåðîâ, êîãäà ðàçóìíûé âûáîð äóàëüíîé ïàðû ïðèâîäèò ê
ïîëíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íåêîòîðîãî êëàññà. Íà ýòîì
ïóòè, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åí öåëûé ðÿä êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî
÷èñëà îðáèò � ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, ñì., íàïðèìåð, [2], [3], [4], [5], [6].

Â ìîíîãðàôèè [7] äîïîëíåíèå ê äóàëüíîé ïàðå àòòðàêòîð-ðåïåëëåð äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà íàçâàíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. ðàçäåë 2.2 ìî-
íîãðàôèè [7]). Òàì æå ïîêàçàíî, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ ñèñòåì â ðàçìåðíîñòè òðè âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò ñâÿçíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ âûáîðîì îäíîìåðíîé
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äóàëüíîé ïàðû àòòðàêòîð-ðåïåëëåð (ñì. Òåîðåìà 2.6 ìîíîãðàôèè [7]). Â ðàçìåðíîñòè äâà
ýòî íå âåðíî äàæå â ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîì ñëó÷àå (ñì. Ðèñóíîê 1.), îäíàêî, â íàñòîÿùåé
ðàáîòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîìåðíàÿ äóàëüíàÿ ïàðà, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî îðáèò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ïîíÿòèÿ.

1.1. Òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçè-
åì, åñëè åãî òî÷êà èìååò îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ îòêðûòîìó äâóìåðíîìó
äèñêó int D2 = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 < 1} .

Çàìåòèì, ÷òî int D2 ãîìåîìîðôíî R2 , òàê ÷òî ñ ðàâíûì óñïåõîì ìîæíî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà èìåëà îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíóþ R2 .

Äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X , êàæ-
äàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìååò îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ ëèáî R2 , ëèáî åãî ïîä-
ìíîæåñòâó R2

+ = {(x1, x2) ∈ R2 : x1, x2 ≥ 0} . Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê X , èìåþùèõ îêðåñò-
íîñòè, ãîìåîìîðôíûå R2

+ , íî íå èìåþùèõ îêðåñòíîñòåé, ãîìåîìîðôíûõ R2 , íàçûâàåòñÿ
êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ X .

Êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèåì.
Èç îïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ñëåäóåò, ÷òî ó X åñòü îòêðûòîå ïîêðûòèå

U = {Uj, j ∈ J} òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì j ∈ J ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ψj : Uj → R2 ,
ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàþùåå Uj íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R2 . Ïðè ýòîì
ìû íàçûâàåì (Uj, ψj) êàðòîé èëè ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
Uj , êîîðäèíàòû x1, x2 íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè â òî÷êå x0 , ìíîæåñòâî
Φ = {(Uj, ψj), j ∈ J} âñåõ êàðò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àòëàñ.

Ïóñòü f : X → Y � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé X . Åñëè
p ∈ U è f(U) ⊂ V äëÿ êàðòû (U,ψ) ìíîãîîáðàçèÿ X è êàðòû (V, φ) ìíîãîîáðàçèÿ Y ,
òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå fp = φfψ−1 : ψ(U) → φ(V ) , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì
ïðåäñòàâëåíèåì f â òî÷êå p . Ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p îïðåäåëÿåòñÿ ãëàä-
êîñòüþ åãî ëîêàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ýòîé òî÷êå. Èìåííî, ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå fp
îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óïîðÿäî÷åííûé íàáîð äâóõ ôóíêöèé
îò äâóõ ïåðåìåííûõ

fp(x1, x2) = (f1(x1, x2), f2(x1, x2)).

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì èëè äèôôåðåíöèðóåìûì êëàññà Cr, r ≥ 1 â òî÷êå p ,
åñëè êàæäàÿ ôóíêöèÿ fk, k = 1, 2 èìååò âñå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà ψ(U)
äî ïîðÿäêà r âêëþ÷èòåëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò f ∈ Cr . Eñëè ôóíêöèè f1, f2 èìåþò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà íà ψ(U) , òî f íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî
ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì â òî÷êå p ( f ∈ C∞ ).

Äëÿ ãëàäêîãî â òî÷êå p îòîáðàæåíèÿ f ìàòðèöà ∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2


ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îòîáðàæåíèÿ fp , âû÷èñëåííûõ â òî÷êå ψ(p) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé
ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p è îáîçíà÷àåòñÿ

(
∂f
∂x

)
|p .

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè îíî îáëàäàåò àòëàñîì, â
êîòîðîì ïåðåõîäû îò îäíèõ êîîðäèíàò ê äðóãèì èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ÿêîáèàíû. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðóåìûì.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X èìååò íóëåâóþ òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A è ëþáîé åå îòêðûòîé îêðåñòíîñòè
Ux ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Vx òàêàÿ, ÷òî x ∈ Vx ⊂ Ux è Fr Vx ∩A = ∅ . Òîãäà,
ïî èíäóêöèè, ìíîæåñòâî A ⊂ X èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü n ≥ 1 , åñëè äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè x ∈ A è ëþáîé åå îòêðûòîé îêðåñòíîñòè Ux ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü
Vx òàêàÿ, ÷òî x ∈ Vx ⊂ Ux è ìíîæåñòâî Fr Vx ∩ A èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü
n− 1 .

1.2. Äèíàìè÷åñêèå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü M2 � ãëàäêîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå è f : M2 → M2 �
ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò
îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî f(Ux)∩Ux = ∅ . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà
x íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà
îêðåñòíîñòè Ux ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî áëóæäàþùèõ òî÷åê
îòêðûòî, à ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê � çàìêíóòî.

Ìíîæåñòâî âñåõ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþ-
ùèì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Ωf .

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðåæäå âñåãî ãèïåðáî-
ëè÷åñêèå íåïîäâèæíûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà, êîòîðûå ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f : X → X � äèôôåîìîðôèçì è f(p) = p . Òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ßêîáè(
∂f
∂x

)
|p íåò ÷èñåë, ïo ìîäóëþ ðàâíûõ 1. Åñëè ïðè ýòîì âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

ßêîáè ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1, òî p íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé, ñòîêîâîé òî÷êîé èëè ñòî-
êîì; åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ áîëüøå 1, òî p íàçûâàåòñÿ îòòàëêèâàþùåé,
èñòî÷íèêîâîé òî÷êîé èëè èñòî÷íèêîì. Ïðèòÿãèâàþùàÿ èëè îòòàëêèâàþùàÿ òî÷êà íàçû-
âàåòñÿ óçëîâîé. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íå ÿâëÿþùàÿñÿ óçëîâîé, íàçûâàåòñÿ
ñåäëîâîé òî÷êîé èëè ñåäëîì.

Åñëè òî÷êà p � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà f ñ ïåðèîäîì per(p) , òî, ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ
êîíñòðóêöèþ ê äèôôåîìîðôèçìó f per(p) , ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, àíàëîãè÷íóþ êëàññèôèêàöèè íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê.

Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ó íåå
óñòîé÷èâîãî W s

p è íåóñòîé÷èâîãî W u
p ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: W s
p = {x ∈ M : d(fkper(p)(x), p) → 0 ïðè k → +∞} , W u

p = {x ∈ M :

d(f−kper(p)(x), p) → 0 ïðè k → +∞} .
Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p óñòîé÷èâîå èëè

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ýòîé òî÷êè, êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W u

p \ p (W s
p \ p ) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé (óñòîé÷èâîé)

ñåïàðàòðèñîé.
Çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M2 íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåò-

íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA òàêóþ, ÷òî
f(UA) ⊂ int UA è A =

∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé

èëè èçîëèðóþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 . Àòòðàêòîð è ðåïåëëåð
íàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè, åñëè äîïîëíåíèåì äî çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà ÿâ-
ëÿåòñÿ çàõâàòûâàþùàÿ îêðåñòíîñòü ðåïåëëåðà.

Å.Â. Íîçäðèíîâà. Ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ó . . .
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1.3. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2 íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè åãî íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
è èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç G êëàññ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Ïóñòü f ∈ G è Af , Rf � äóàëüíàÿ ïàðà àòòðàêòîð-ðåïåëëåð. Ïîëîæèì Vf =M2\(Af∪
Rf ) è îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂f ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæå-
ñòâå Vf . Ìíîæåñòâî Vf íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è ìíîæåñòâî

V̂f íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì îðáèò.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñóùåñòâóåò äóàëüíàÿ ïàðà
àòòðàêòîð-ðåïåëëåð Af , Rf òàêèå, ÷òî èõ òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü íå áîëüøå 1 è
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂f ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Âñå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G èìåþò
îäèíàêîâûé ïåðèîä.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Èç ñâÿçíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îðáèò
V̂f íå ñëåäóåò â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçíîñòü äóàëüíûõ àòòðàêòîðà è ðåïåëëåðà (ñì. ïðèìåð
íà Ðèñóíêå 1.). Îäíàêî, åñëè ñâÿçíûì ÿâëÿåòñÿ ñàìî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
Vf , òî Af è Rf òàêæå ñâÿçíû, ÷òî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç Òåîðåìû 2.6 ìîíîãðàôèè [7].

a1 a2

w1

w2

s1

s2

f S
2

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Íà äàííîì ðèñóíêå èçîáðàæåí ôàçîâûé ïîðòðåò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà,

çàäàííîãî íà äâóìåðíîé ñôåðå. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî σ1, σ2 è α1, α2 � ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû

ïåðèîäà 2, ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííûì ñâÿçíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì îðáèò

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî V̂f , ñîîòâåòñòâóþùåå äóàëüíîé ïàðå àòòðàêòîð-ðåïåëëåð Af −Rf

òàêîé, ÷òî Af = ω1 ∪ ω2 ∪W u
σ1 ∪W u

σ2 , Rf = α1 ∪ α2 . Ïðè ýòîì ñàìî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî Vf ñâÿçíûì íå ÿâëÿåòñÿ, òàêæå, êàê è ðåïåëëåð Rf .

Å.Â. Íîçäðèíîâà. Ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ó . . .
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2. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.1.
Ïóñòü f ∈ G . Åñëè íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf íå ñîäåðæèò ñåäëîâûõ òî÷åê, òî

îíî ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî ñòîêà, à õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî îðáèò ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì (ñì., íàïðèìåð, Òåîðåìó 2.5 â ìîíîãðàôèè
[7]). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà âåðíà.

Âåçäå äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî f ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó
ñåäëîâóþ òî÷êó. Êðîìå òîãî, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, â ðàìêàõ ðåøàåìîé çàäà÷è, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íåáëóæäàþùèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåéòè ê ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f ).

Ïåðåíóìåðóåì ñåäëîâûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f : σ1, . . . , σkf . Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0

ìíîæåñòâî âñåõ ñòîêîâûõ òî÷åê, ÷åðåç Rkf+1 ìíîæåñòâî âñåõ èñòî÷íèêîâ. Çàìåòèì, ÷òî
A0 ̸= ∅, Rkf+1 ̸= ∅ . Äëÿ i = 1, . . . , kf ïîëîæèì W s

i = W s
σi
,W u

i = W u
σi
. Åñëè A0 ñîñòîèò èç

îäíîé òî÷êè, òî ïîëîæèì R0 = Rkf+1 ∪
kf∪
j=1

W s
j è V0 =M2 \ (A0 ∪R0) . Â ñèëó Òåîðåìû 2.6

èç ðàáîòû [7], A0 −R0 � äóàëüíàÿ ïàðà àòòðàêòîð-ðåïåëëåð è îíè îáà ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíû-
ìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îðáèò ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì, ñëåäîâàòåëüíî,
òåîðåìà âåðíà.

Åñëè A0 ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîé òî÷êè, òî äëÿ i = 1, . . . , kf − 1 ïîëîæèì

Ai = A0 ∪
i∪

j=1

W u
j , Ri = Rkf+1 ∪

kf∪
j=i+1

W s
j , Vi =M2 \ (Ai ∪Ri).

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1 ðàáîòû [8], Ai −Ri ÿâëÿåòñÿ äóàëüíîé ïàðîé àòòðàêòîð-ðåïåëëåð
è êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îðáèò ãîìåîìîðôíà
äâóìåðíîìó òîðó.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî A0 ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç n ÷èñëî òî÷åê â ìíîæåñòâå A0 è ïåðåíóìåðóåì ýòè òî÷êè: ω1, . . . , ωn . Ïîëîæèì

R0 = Rkf+1∪
kf∪
j=1

W s
j è V0 =M2\(A0∪R0) . Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂0

ñîñòîèò èç n äâóìåðíûõ òîðîâ T1, . . . , Tn , ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâàìè îðáèò áàññåéíîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîêîâ. Ïîñêîëüêó íåñóùàÿ ïîâåðõíîñòü M2 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, à õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî V0 ñîäåðæèò âñå íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû âñåõ ñåäëîâûõ
òî÷åê, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, . . . , σn−1 òàêèõ, ÷òî íåóñòîé-
÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâîé òî÷êè σj ïðèíàäëåæàò áàññåéíàì ñòîêîâ ωj, ωj+1 . Òîãäà
ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îð-
áèò: V̂0, . . . , V̂n−1 . Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1 ðàáîòû [8], ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂j ñîñòîèò èç n− j
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîñòðàíñòâî V̂n−1 ñâÿçíî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 1.1.
Ïóñòü Af−Rf � äóàëüíàÿ ïàðà àòòðàêòîð-ðåïåëëåð, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíîìó õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó V̂f . Òîãäà äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f
ëèáî óñòîé÷èâûå, ëèáî íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ýòîé òî÷êè ïðèíàäëåæàò õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Vf . Áîëåå òîãî, èõ ïðîåêöèåé â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
îðáèò ÿâëÿòñÿ îäíà èëè äâå ãîìîòîïè÷åñêè íåòðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòè, â çàâèñèìîñòè îò
òèïà îðèåíòàöèè ñåäëîâîé òî÷êè σ . Êðîìå òîãî, ïåðèîä ñåäëîâîé òî÷êè σ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì êëàññîì ýòèõ îêðóæíîñòåé. Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì f

Å.Â. Íîçäðèíîâà. Ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ó . . .
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ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, òî ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ òî÷åê ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîñòðàíñòâå V̂f èì ñîîòâåòñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè.
Ñîãëàñíî [9], âñå òàêèå îêðóæíîñòè ëåæàò â îäíîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå, îòêóäà ñëåäóåò
ðàâåíñòâî ïåðèîäîâ âñåõ ñåäëîâûõ ñåïàðàòðèñ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò Î.Â. Ïî÷èíêó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêî-
ïèñè. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà 90 â 2017 ãîäó ÖÔÈ ÍÈÓ ÂØÝ.
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Abstract. In this paper we consider the class G of orientation-preserving gradient-like
di�eomorphisms f de�ned on a smooth oriented closed surfaces M2 . Author establishes that for
every such di�eomorphism there is a dual pair attractor-repeller Af , Rf that have topological
dimension not greater than 1 and the orbit space in their supplement Vf is homeomorphic
to the two-dimensional torus. The immediate consequence of this result is the same period of
saddle separatrices of all di�eomorphisms f ∈ G . A lot of classi�cation results for structurally
stable dynamical systems with a non-wandering set consisting of a �nite number of orbits (Morse-
Smale systems) is based on the possibility of such representation for the system dynamics in the
�source-sink� form. For example, for systems in dimension three there always exists a connected
characteristic space associated with the choice of a one-dimensional dual attractor-repeller pair. In
dimension two this is not true even in the gradient-like case. However, in this paper it is shown
that there exists a one-dimensional dual pair with connected characteristic orbit space.

Key Words: gradient-like di�eomorphism, attractor, repeller.
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