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Àííîòàöèÿ. Èçó÷åíà ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ ãðàôèòíîé ñìàçêè ñ íàíî-
ðàçìåðíûìè ïëàñòèíêàìè ïóòåì ìåõàíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ ãðàôèòà. Øàðèê, ïîìåùåííûé
âíóòðü øàðîâîé ìåëüíèöû, íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è èñïûòûâàåò òðåíèå ñî
ñòîðîíû ìåëüíèöû. Îáà òåëà íà÷èíàþò äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, ïðè÷åì ðåæèì ðàçãîíà
ìåëüíèöû èçâåñòåí çàðàíåå. Òåîðåòè÷åñêè øàðèê ìîæåò äâèãàòüñÿ â îäíîì èç äâóõ ðåæèìîâ:
ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè èëè áåç íåãî. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåàëüíûõ òåõ-
íîëîãè÷åñêèõ è êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðàõ ðàáîòû ìåõàíèçìà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðèêà
ëèíåàðèçóþòñÿ, à îí ñàì ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, áëèçêèå ê ãàðìîíè÷åñêèì. Íàéäåíà ÷àñòî-
òà ýòèõ êîëåáàíèé, à òàêæå îöåíêè äëÿ âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìå ñèë òðåíèÿ è íîðìàëüíîé
ðåàêöèè. Ïîëó÷åíî óñëîâèå ïåðåõîäà äâèæåíèÿ øàðèêà â ðåæèì ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàôåíîâûåíàíîïëàñòèíêè, ãðàôèòîâàÿ ñìàçêà, øàðîâàÿ ìåëüíèöà,
íåñâîáîäíîå äâèæåíèå òåëà, ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ëèíåàðèçàöèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1. Ââåäåíèå

Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé â ïðîèçâîäñòâå íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ ìàòå-
ðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñîçäàíèå íà îñíîâå óãëåðîäà. Äàííûå ìàòåðèàëû îáëàäàþò âûñîêîé
ïðî÷íîñòüþ, óïðóãîñòüþ, õèìè÷åñêîé ñòîéêîñòüþ, ïîâûøåííîé ýëåêòðî- è òåïëîïðîâîä-
íîñòüþ, à ïðè äîáàâëåíèè â êîìïîçèòû ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòü èõ ñâîéñòâà.

Îäíèì èç âèäîâ òàêèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿþòñÿ ãðàôåíîâûå íàíîïëàñòèíêè (ÃÍÏ). Àê-
òèâíîå ïðèìåíåíèå ÃÍÏ â ïðîìûøëåííîñòè ñäåðæèâàåòñÿ îòñóòñòâèåì ïðîìûøëåííûõ
ìåòîäîâ èõ ïðîèçâîäñòâà è âûñîêîé ñåáåñòîèìîñòüþ ïîëó÷àåìûõ êîìïîçèòîâ.

Áîëüøèíñòâî èç ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ ÃÍÏ îñíîâàíî íà ïðîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ õèìè÷å-
ñêèõ ðåàêöèé è âûðàùèâàíèè íàíîïëàñòèíîê íà ïîäëîæêå. Îäíàêî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
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ìåõàíè÷åñêîå ðàññëîåíèå ãðàôèòà, ñîäåðæàùåãî â ñâîåé ñòðóêòóðå ãðàôåíîâûå ñëîè. Ïî-
ëó÷àåìûå ïðè ýòîì ÃÍÏ ìîãóò èìåòü ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè ñîâåðøåíñòâîâàíèè ãðà-
ôèòíîé ñìàçêè, âûïóñêàåìîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî ÃÎÑÒ 3333�80. Äàííàÿ ñìàçêà øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïóñêà è ïðèðàáîòêè òðóùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé äâèãàòåëåé âíóòðåííåãî ñãî-
ðàíèÿ, â ðàçëè÷íûõ ãèäðîóñòàíîâêàõ, ïðè ýêñïëóàòàöèè êàíàòîâ, äëÿ ñìàçûâàíèÿ ìóôò
áîëüøèõ ðàçìåðîâ, ðàáîòàþùèõ â òÿæåëûõ ðåæèìàõ, â ðåññîðàõ, òîðñèîííûõ ïîäâåñêàõ
ãóñåíè÷íûõ ìàøèí, â îòêðûòûõ øåñòåðíÿõ è äð.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî êîëëîèäàëüíûé ãðàôèò â ïðèñóòñòâèè ìàñëà â ðåçóëüòàòå àäñîðáöèè
îáðàçóåò íà òðóùèõñÿ ïîâåðõíîñòÿõ ïëåíêó, ïðîíèêàåò è óäåðæèâàåòñÿ äàæå â ìåëü÷àéøèõ
íåðîâíîñòÿõ è ïîðàõ ìåòàëëà [1]. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
ê ãðàôåíîâûì ñòðóêòóðàì, è ïðåæäå âñåãî ê ÃÍÏ, îòìå÷åííûé ýôôåêò ñóùåñòâåííî óñè-
ëèòñÿ. Ïîëó÷èòü ÃÍÏ âîçìîæíî ïóòåì ìåõàíîàêòèâàöèè â ðàçëè÷íîãî ðîäà áàðàáàííûõ
àïïàðàòàõ [2], øàðîâûõ [3] è ïëàíåòàðíûõ ìåëüíèöàõ [4]. Ðàñùåïëåíèå ãðàôèòà ïðîâîäè-
ëîñü â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ, íàïðèìåð, â îðãàíè÷åñêèõ ðàñòâîðèòåëÿõ [5], â âîäíîì ðàñòâîðå
äîäåöèëñóëüôîíàòà íàòðèÿ [6] èëè â ïðèñóòñòâèè äîáàâîê ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûõ âåùåñòâ
[7]. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ äàííûõ èññëåäîâàíèé ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ïðè ìåõàíîàêòèâàöèè
âîçìîæíî ïîëó÷èòü ãðàôèòîâóþ ñìàçêó ñ ïðèñóòñòâèåì ãðàôåíîâûõ íàíîñòðóêòóð, ïîâû-
øàþùèõ åå ýêñïëóàòàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ìåëþùèìè øàðàìè â îáðàáàòûâàåìîì ìàòåðèàëå âîçíèêàþò êàê
íîðìàëüíûå, òàê è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ïðè÷åì ïîñëåäíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÃÍÏ áó-
äóò íàèáîëåå ýôôåêòèâíû [8]. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ äâèæåíèÿ
ìåëþùèõ øàðîâ â áàðàáàííîé è ïëàíåòàðíîé ìåëüíèöàõ [9] áûëî îáíàðóæåíî ïåðèîäè-
÷åñêîå ïðîñêàëüçûâàíèå âñåé çàãðóçêè îòíîñèòåëüíî îáå÷àéêè áàðàáàíà. Ïðè ýòîì êàñà-
òåëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ìàòåðèàëå, íàõîäÿùåìñÿ ìåæäó øàðàìè è îáå÷àéêîé, ñòàíîâÿòñÿ
ìàêñèìàëüíûìè, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ñäâèãó ñëîåâ ãðàôèòà îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà è ìîæåò
ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ ÃÍÏ.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷åíèå ÃÍÏ ïîñðåäñòâîì ìåõàíîàêòèâàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì ïðîöåñ-
ñîì; åãî ïîäðîáíîå èçó÷åíèå íåâîçìîæíî áåç ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîèñõîäÿ-
ùèõ â îáîðóäîâàíèè ÿâëåíèé. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ
(ñêîðîñòü âðàùåíèÿ áàðàáàíà) è êîíñòðóêòèâíûõ (ðàçìåðû áàðàáàíà è ìåëþùèõ øàðîâ)
ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå øàðîâ ïî îáå÷àéêå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëèðóåòñÿ äâèæåíèå îäèíî÷íîãî ìåëþùåãî øàðà âíóòðè øàðî-
âîé ìåëüíèöû è èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ýòîãî äâèæåíèÿ â ðåæèì ñ ïðîñêàëü-
çûâàíèåì.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ îäèíî÷íîãî øàðèêà

Áàðàáàí ðàäèóñà R , ìîäåëèðóþùèé ìåëüíèöó, íàõîäèòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè;
óñêîðåíèå g⃗ ñèëû òÿæåñòè íàïðàâëåíî âíèç. Øàðèê ñ ìàññîé m , ðàäèóñîì r < R è
öåíòðîì A ñîïðèêàñàåòñÿ ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ áàðàáàíà. Ïîëîæåíèå øàðèêà îïè-
ñûâàåòñÿ âåëè÷èíîé α � óãëîì îòêëîíåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè A îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ìåëüíèöû O , îòñ÷èòàííûì îò âåðòèêàëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 2.1).

Ìåëüíèöà âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω , èç-çà ÷åãî øàðèê íà÷èíàåò ïðîêàòûâàòü-
ñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñ íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω1 , à åãî öåíòð ìàññ A äâèæåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v⃗ . Î÷åâèäíî,

v = (R− r)
dα

dt
, (2.1)
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ïðè ýòîì v⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíà óæå óïîìÿíóòîìó âåêòîðó
−→
OA .

Ïîìèìî ñèëû òÿæåñòè, íà øàðèê äåéñòâóþò ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè N⃗ , îðèåíòèðî-
âàííàÿ ê öåíòðó ìåëüíèöû, è ñèëà òðåíèÿ F⃗fr . Ïðè ýòîì âåêòîðû F⃗fr è v⃗ ñîíàïðàâëåíû,
ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå ñèëû òðåíèÿ ñîãëàñîâàíî ñ âðàùåíèåì øàðèêà.

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è è ñèëû, ïðèëîæåííûå ê ìåëþùåìó øàðó

Â ïðîåêöèÿõ íà îñè êàñàòåëüíîé è ãëàâíîé íîðìàëè ê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðèêà òàêîâû:

m
dv

dt
= Ffr −mg sinα, (2.2)

m
v2

R− r
= N −mg cosα, (2.3)

çäåñü è äàëåå v âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (2.1), à t åñòü âðåìÿ.
Âðàùåíèå øàðèêà âîêðóã åãî îñè ñèììåòðèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

I
dω1

dt
= rFfr, (2.4)

ïîñêîëüêó òîëüêî ñèëà òðåíèÿ èìååò íåíóëåâîé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷êè A . Çäåñü
I = 2mr2/5 åñòü ìîìåíò èíåðöèè øàðèêà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð.

Ñèñòåìà (2.1)�(2.4) ñîäåðæèò ïÿòü íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé âðåìåíè: v , α , Ffr , N , ω1 .
Äëÿ åå çàìûêàíèÿ ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî äâèæåíèå øàðèêà ìîæåò ïðîèñõîäèòü â îäíîì èç
äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ ðåæèìîâ:

• Äâèæåíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòü òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ øà-
ðèêà ñ áàðàáàíîì ðàâíà ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ìåëüíèöû, à ñèëà òðåíèÿ
ìåíüøå ñâîåãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ:

v + ω1r = ωR, (2.5)

Ffr < fN. (2.6)

• Ïðîñêàëüçûâàíèå øàðèêà ïî ïîâåðõíîñòè ìåëüíèöû, ïðè êîòîðîì òî÷êà ñîïðèêîñ-
íîâåíèÿ øàðèêà ñ ïîâåðõíîñòüþ îïåðåæàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó ñàìîé ïîâåðõ-
íîñòè, à ñèëà òðåíèÿ ïðèíèìàåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå:

v + ω1r > ωR, (2.7)

Ffr = fN. (2.8)
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Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà f åñòü êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.
Ðåæèì âðàùåíèÿ ñàìîé ìåëüíèöû èçâåñòåí çàðàíåå. Äî ìîìåíòà t = tm îíà ñ ïîñòî-

ÿííûì óãëîâûì óñêîðåíèåì ϵ ðàçãîíÿåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ äî ìàêñèìàëüíîé óãëîâîé
ñêîðîñòè ωm = ϵtm , ïîñëå ÷åãî âðàùàåòñÿ ðàâíîìåðíî:

ω =

{
ϵt, 0 ≤ t ≤ tm,
ωm, t > tm.

(2.9)

Îäíî èç äâóõ ñîîòíîøåíèé (2.5) èëè (2.8) çàìûêàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Âû-
áîð êîíêðåòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ èñõîäÿ èç òîãî, êàêîå óñëîâèå � (2.6) èëè
(2.7) � âûïîëíÿåòñÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè øàðèê ïîêîèòñÿ â íèæíåé òî÷êå áàðàáàíà:

α(0) = 0, v(0) = 0, ω1(0) = 0, N(0) = mg, Ffr(0) = 0, (2.10)

òàê ÷òî ïðè t = 0 âûïîëíåíî óñëîâèå (2.6). Ñëåäîâàòåëüíî, øàðèê íà÷íåò äâèãàòüñÿ, íå
ñêîëüçÿ ïî îáå÷àéêå.

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ ÃÍÏ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äâè-
æåíèå ìåëþùåãî øàðà ñî ñêîëüæåíèåì. Ïîýòîìó âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ âîçìîæåí ïåðåõîä ê äàííîìó ðåæèìó. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðåäâàðè-
òåëüíî èçó÷èòü íà÷èíàþùååñÿ ïðè t = 0 äâèæåíèå øàðèêà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

3. Ðåæèì äâèæåíèÿ øàðèêà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.1)�(2.4) ñ ïðèñîåäèíåííûìè ê íåé óñëîâèÿìè (2.5)�(2.6).
Èç (2.1) è (2.5) âûòåêàåò, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðèêà ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê

ω1 =
R

r
ω − R− r

r
· dα
dt
. (3.1)

Îòñþäà è èç (2.4) ñëåäóåò, ÷òî ñèëà òðåíèÿ ðàâíà

Ffr =
2

5
m
[
R
dω

dt
− (R− r)

d2α

dt2

]
. (3.2)

Ïîäñòàíîâêà (2.1) è (3.2) â (2.2) ïîñëå î÷åâèäíûõ óïðîùåíèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
óðàâíåíèþ äëÿ α(t) :

d2α

dt2
+ Ω2 sinα = K

dω

dt
, (3.3)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

Ω2 =
5

7
· g

R− r
, K =

2

7
· R

R− r
. (3.4)

Íà÷àëüíûå äàííûå ê ýòîìó óðàâíåíèþ ëåãêî íàéòè èç (2.1) è (2.10):

α(0) = 0,
dα

dt

∣∣∣
t=0

= 0. (3.5)

Óðàâíåíèå (3.3) ñ óñëîâèÿìè (3.5) è äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (2.9) è (3.4)
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè øàðèêà â ðåæèìå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Çíàÿ
α(t) , ìîæíî ëåãêî íàéòè êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî òåëà, à òàêæå íîðìàëüíóþ
è êàñàòåëüíóþ ðåàêöèè èç ðàâåíñòâ (2.1), (2.3), (3.1) è (3.2).
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Âíà÷àëå çàäà÷à (3.3)�(3.5) áûëà èññëåäîâàíà ÷èñëåííî ïðè t ∈ [0; tm] ; ïðè ýòîì çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâîâàëè ðåàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì ìåõàíèçìà. Ìåëþùèé øàð
áûë æåëåçíûì (ïëîòíîñòü ρ = 7860 êã/ì3), à åãî äèàìåòð 2r ìîã ñîñòàâëÿòü 5, 8 èëè
10 ìì. Äèàìåòð áàðàáàíà ñ÷èòàëñÿ ðàâíûì 2R = 110 ìì. Ìàêñèìàëüíàÿ óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü ìåëüíèöû ωm áðàëàñü ðàâíîé 50, 100, 150, 200 è 250 îá/ìèí, à åå âðåìÿ ðàçãîíà
tm äî ýòîé ñêîðîñòè � 3 èëè 5 ñåêóíä. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ f ïðèíèìàë îäíî èç äâóõ
çíà÷åíèé: 0.05 èëè 0.1.

Ïðè ëþáûõ êîìáèíàöèÿõ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíà Ffr − fN ïðè t ≤ tm îò-
ðèöàòåëüíà, ò.å. ïåðåõîäà ê ïðîñêàëüçûâàíèþ íå ïðîèñõîäèò. Êîëåáàíèÿ óãëà α âåñüìà
ñõîäíû ñ ãàðìîíè÷åñêèìè, à èõ àìïëèòóäà íå ïðåâûøàåò ñîòûõ äîëåé ðàäèàíà (ðèñ. 3.1).

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Èçìåíåíèå óãëà ïðè 2r = 10 ìì, tm = 3 ñ, ωm = 250 îá/ìèí, f = 0.1

Ïîñêîëüêó óãîë α ìàë, òî sinα ≈ α . Ýòî ïîçâîëÿåò áîëåå ïîäðîáíî èññëåäîâàòü óðàâ-
íåíèå (3.3), ëèíåàðèçîâàâ åãî:

d2α

dt2
+ Ω2α = K

dω

dt
. (3.6)

Â ñèëó (2.9) ðåøåíèåì çàäà÷è (3.6), (3.5) ïðè t ≤ tm ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

α(t) =
Kϵ

Ω2
(1− cosΩt). (3.7)

Çíà÷åíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé óãëà α , ðàâíûå 2π/Ω , õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòà-
ìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (3.3).

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå α(t) ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé. Ñ ó÷åòîì (3.4) ýòî òðåáîâàíèå
ìîæíî çàïèñàòü â îäíîé èç äâóõ ôîðì:

2Kϵ

Ω2
≪ 1 ⇔ Rϵ

g
≪ 5

4
. (3.8)

Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ìåõàíèçìà íàèáîëüøåå óãëîâîå óñêîðåíèå ìåëüíèöû ϵ =
ωm/tm ðàâíî 8.73 ðàä/ñ2, à îòíîøåíèå Rϵ/g ñîñòàâëÿåò 0.049. Òåì ñàìûì, óñëîâèå ìàëîñòè
êîëåáàíèé (3.8) âûïîëíåíî è ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (3.3) îáîñíîâàííà.
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4. Ïåðåõîä ê ðåæèìó äâèæåíèÿ ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì

Ïåðåõîä ê ñêîëüæåíèþ øàðèêà ïî îáå÷àéêå ìîæåò ïðîèçîéòè ëèáî âî âðåìÿ ðàçãîíà
ìåëüíèöû, ëèáî ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà åå âðàùåíèÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.7). Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.8) è ïðåíåáðåãàÿ
ìàëûìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, íåæåëè α , èç (2.3) è (3.2) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

Ffr − fN = mg
[2
5
· Rϵ
g

(
1− 2

7
cosΩt

)
− f

]
.

Äëÿ íà÷àëà ñêîëüæåíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âåëè÷èíà Ffr − fN áûëà íåîòðèöàòåëüíà.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî cosΩt ≥ −1 , íàéäåì îòñþäà óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ ïðè ðàçãîíå ìåëüíèöû:

Rϵ

g
≥ 35

18
f. (4.1)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè çàäàííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ è êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû
ïåðèîä êîëåáàíèé óãëà α â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì tm . Ïîýòîìó ïðè t ≤ tm ôóíê-
öèÿ cosΩt �óñïååò� ïðèíÿòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, à ñëåäîâàòåëüíî, íåò íåîáõîäèìîñòè
â ïîñòðîåíèè áîëåå æåñòêèõ îöåíîê êîìïëåêñà Rϵ/g , ÷åì íåðàâåíñòâî (4.1).

Äëÿ îïèñàííûõ ðàíåå íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ óñëîâèå (4.1) íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó ïå-
ðåõîäà ê æåëàòåëüíîìó ðåæèìó äâèæåíèÿ íå ïðîèñõîäèò. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ è
ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.3).

Èçó÷èì òåïåðü âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê ñêîëüæåíèþ øàðèêà ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàçãîíà
áàðàáàíà. Óãîë îòêëîíåíèÿ øàðèêà îò âåðòèêàëè áóäåì òåïåðü îáîçíà÷àòü β ; äëÿ óäîá-
ñòâà îòñ÷åò âðåìåíè âíîâü íà÷íåì ñ íóëÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñêîðîñòü ω òåïåðü ïîñòîÿííà è
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåëè÷èíà β òàêæå ìàëà, ïî àíàëîãèè ñ (3.6) ïîëó÷èì:

d2β

dt2
+ Ω2β = 0. (4.2)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàþò èç íåïðåðûâíîñòè óãëà îòêëîíåíèÿ
è ñêîðîñòè åãî èçìåíåíèÿ:

β(0) = α(tm),
dβ

dt

∣∣∣
t=0

=
dα

dt

∣∣∣
t=tm

. (4.3)

Îáùåå ðåøåíèå (4.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

β(t) = β0 sin(Ωt+ θ).

Äëÿ äàëüíåéøåãî çíàòü íà÷àëüíóþ ôàçó êîëåáàíèé θ íå òðåáóåòñÿ, à àìïëèòóäó ëåãêî
íàéòè èç (4.3):

β0 =
Kϵ

Ω2

√
2− 2 cosΩtm.

Ïîíÿòíî, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 2Kϵ/Ω2 . Âìåñòå ñ óñëîâèåì
(3.8) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî β0 ≪ 1 , à ñëåäîâàòåëüíî, óãîë β äåéñòâèòåëüíî ìàë.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè t > tm èç (2.1), (2.3) è (3.2) ñëåäóåò ôîðìóëà

Ffr − fN = m
[2
5
(R− r)Ω2β − f(R− r)

(dβ
dt

)2

− fg
]
.
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Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â

Ffr − fN = mg
(2
7
β − f

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà â ðåæèì ïðîñêàëüçûâàíèÿ äîëæíî, êàê ìèíèìóì,
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 2β0/7 ≥ f . Âçÿâ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå β0 è ó÷è-
òûâàÿ (3.4), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

Rϵ

g
≥ 35

8
f. (4.4)

Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ R è ϵ ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåñòêèì, ÷åì
(4.1). Ïîýòîìó åñëè ïåðåõîä ê ðåæèìó ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ïðîèçîéäåò, òî ýòî ñëó÷èòñÿ íà
ýòàïå ðàçãîíà ìåëüíèöû.

Èíòåðåñíî, ÷òî íè îäèí èç êðèòåðèåâ (4.1) è (4.4) íå âêëþ÷àåò ðàäèóñà øàðèêà r .

5. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ìåëþ-
ùåãî øàðà âíóòðè øàðîâîé ìåëüíèöû. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè øàðèê è ìåëüíèöà
ïîêîÿòñÿ, çàòåì ìåëüíèöà íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ, à øàðèê � äâèãàòüñÿ îòíîñèòåëüíî åå ïî-
âåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿåìûì â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè, ñëóæèò óãîë α îò-
êëîíåíèÿ øàðà îò èñõîäíîãî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Åãî äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ íåëè-
íåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (3.3). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ áûëà
ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â õîäå êîòîðûõ âûÿñíèëîñü, ÷òî óãîë α ìàë.
Äàííûé ôàêò ïîçâîëèë óïðîñòèòü óðàâíåíèå è ïîëó÷èòü åãî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ñâîé-
ñòâà êîòîðîãî áûëè èññëåäîâàíû áîëåå äåòàëüíî.

Áûëè èçó÷åíû äâà ýòàïà äâèæåíèÿ ìåëüíèöû: ðàçãîí è ïîñëåäóþùåå âðàùåíèå ñ ïî-
ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ýòàïîâ ïîëó÷åíî óñëîâèå ïåðåõîäà äâè-
æåíèÿ øàðèêà â ðåæèì ñêîëüæåíèÿ ïî îáå÷àéêå. Äëÿ ïåðèîäà ðàçãîíà äàííîå óñëîâèå
îêàçûâàåòñÿ áîëåå ìÿãêèì. Ïîñêîëüêó ýòîò ýòàï ïðåäøåñòâóåò âðàùåíèþ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ, ïåðåõîä ê ñêîëüæåíèþ âîçìîæåí òîëüêî âî âðåìÿ ðàçãîíà ìåëüíèöû.
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Investigation of plane motion of a single ball inside a ball

mill

c⃝ A. O. Syromyasov4, A. I. Popov 5, V. F. Pershin 6

Abstract. Simple model of producing graphite lubricant with nanosized plates via mechanical
lamination of graphite is studied. A ball placed inside a ball mill is under the action of gravity
force and of friction force. Both the ball and the mill begin moving from the state of rest; the mill's
acceleration is supposed to be known. In theory the ball may move either with slipping along the
mill's surface of without such slipping. It is shown that when the mechanism's parameters have
authentic values the equations of ball's motion may be linearized. In this case the ball oscillates
near-harmonically. The frequency of these oscillations is found; estimations for friction and normal
reaction forces are found, too. The condition of the ball movement transition to slipping mode is
obtained.
Key Words: graphenenanoplates, graphite lubricant, ball mill, forced motion of a body, harmonic
oscillations, linearization of ordinary di�erential equations.
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