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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñîïðÿæåíèåì äèôôåîìîðôèçìîâ
Ñìåéëà-Âèåòîðèñà è ñîïðÿæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíî-
ñòè. Èìåííî, ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñîïðÿæåííîñòè îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ
Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî îäíèì èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé
ñîïðÿæåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîñòü ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè. Â ðàáîòå òàêæå äîêàçàíà òåõíè÷åñêàÿ òåîðåìà,
â êîòîðîé ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà íà áà-
çîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïåðåâîäÿùåãî îðáèòû îäíîãî äèôôåîìîðôèçìà Ñìåéëà-Âèåòîðèñà â
îðáèòû äðóãîãî äèôôåîìîðôèçìà ñ íàëè÷èåì êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû îòîáðàæåíèé. Ñîâ-
ìåñòíî ñ ïåðâûì ðåçóëüòàòîì âñå ýòî äàåò ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Â äàëüíåéøåì ìàòåðèàëû äàííîé ñòàòüè ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
èíâàðèàíòîâ ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà íà áàçîâûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîïðÿæåííîñòü, êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü, ñîëåíîèä, íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì.

1. Ââåäåíèå

Óñòàíîâëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåî-
ðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè âûäåëÿåòñÿ êëàññ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ, âíóòðè êîòîðîãî ñïåðâà ðåøàåòñÿ çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
(íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ìíîãî-
îáðàçèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îðáèòû îäíîãî äèôôåîìîðôèçìà â îðáèòû äðóãîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà, ñ íàëè÷èåì êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû îòîáðàæåíèé) è çàäà÷à ðåàëèçàöèè. Ïðè
ýòîì îäèí èç ýòàïîâ ñîñòîèò â îïèñàíèè âîçìîæíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, îïðåäå-
ëÿþùèõ äèíàìèêó äèôôåîìîðôèçìîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Áëàãîäàðÿ ðàáîòàì
Àíîñîâà Ä.Â., Ïëûêèíà Ð.Â., Ñìåéëà Ñ. è äð. áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äàæå ó ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûõ (ãðóáûõ) äèôôåîìîðôèçìîâ ìîãóò áûòü ñëîæíî óñòðîåííûå ñ òîïîëîãè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà. Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ òàêèõ ìíîæåñòâ
ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèä.

Â ñîâðåìåííóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîëåíîèäû ââåë Ñìåéë [1]. Îí ïîñòðî-
èë ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ è äîêàçàë, ÷òî äàííûé äèôôåîìîðôèçì
èìååò ïðèòÿãèâàþùåå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå ñîëåíîèäó ñ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé. Ïåðâûì îáîáùåíèåì äàííîãî ïðèìåðà áûëà êîíñòðóêöèÿ Ð. Âèëüÿìñà,

1Èñàåíêîâà Íàòàëüÿ Âèêòîðîâíà, äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé, ÔÃÊÎÓ ÂÎ ¾Íèæåãîðîäñêàÿ àêàäåìèÿ Ìèíèñòåðñòâà âíóòðåííèõ äåë Ðîññèéñêîé Ôåäåðà-
öèè¿ (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, Àíêóäèíîâñêîå øîññå, ä. 3, ÁÎÊÑ � 268), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http:// orcid.org/0000-0003-4880-3526, nisaenkova@mail.ru

2Æóæîìà Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ
Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿ (603005, Ðîññèÿ, ã. Íèæ-
íèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:
http://orcid.org/0000-0001-8682-7591, zhuzhoma@mail.ru
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êîòîðûé ðàññìàòðèâàë îáîáùåííûå ñîëåíîèäû [2] - [4] è ïîëó÷èë èõ âíóòðåííþþ êëàñ-
ñèôèêàöèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Âèëüÿìñ ïîëó÷èë íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñî-
ïðÿæåííîñòè îãðàíè÷åíèé äâóõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà èõ îäíîìåðíûå ðàñòÿãèâàþùèåñÿ
àòòðàêòîðû, ãîìåîìîðôíûå ñîëåíîèäó. Îòìåòèì ðàáîòû ó÷åíèêîâ Ð. Âèëüÿìñà, îòíîñÿ-
ùèåñÿ ê äàííîìó íàïðàâëåíèþ [5], [6], [7].

Âàæíûé êëàññ îáîáùåííûõ ñîëåíîèäîâ ñîñòàâëÿþò îäíîìåðíûå ðàñòÿãèâàþùèåñÿ àò-
òðàêòîðû íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Âíåøíÿÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ ïðîèç-
âåäåíà Ïëûêèíûì Ð.Â., Ãðèíåñîì Â.Ç. è èõ ó÷åíèêàìè [8]-[11]. Ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû â
ýòîì íàïðàâëåíèè äëÿ ïîòîêîâ íà ïëîñêîñòè è ñôåðå ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ À.À.Àíäðîíîâà,
Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà, Å.À.Ëåîíòîâè÷, À.Ã.Ìàéåðà. Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì íà äâóìåðíîì òîðå ðàçðàáîòàíà À.Ïóàíêàðå è À.Äàíæóà. Íà äâóìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ áîëüøåãî ðîäà äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü
Ñ.Õ.Àðàíñîíîì, Â.Ç.Ãðèíåñîì, Ì.Ì.Ïåéêñîòî è äð. [12], [13].

Â ñòàòüå [14] ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ èíâàðèàíòíûìè ñîëåíîè-
äàëüíûìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ êëàññè÷åñêèé ïðèìåð Ñìåéëà ñ ñîëåíî-
èäàëüíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì, à òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ îïèñàíèå âñåõ âîçìîæ-
íûõ èíâàðèàíòíûõ (áàçèñíûõ) ìíîæåñòâ. Èç ðàáîò [15], [16] ñëåäóåò, ÷òî èç âíóòðåííåé
êëàññèôèêàöèè ñîëåíîèäàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ íå ñëåäóåò âíåøíÿÿ êëàññèôèêàöèÿ.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòó çàäà÷ó â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî ñìûñë ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîíÿò-
íûì, òî åñòü èç âíåøíåé êëàññèôèêàöèè âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ ñëåäóåò. Âèëüÿìñîì
ïîëó÷åíà òîëüêî âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ íà èõ ðàñ-
òÿãèâàþùèåñÿ àòòðàêòîðû, âíåøíÿÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîëåíîèäàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ,
çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå òðåõ, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè èçó÷åíà
íå ïîëíîñòüþ.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñîïðÿ-
æåííîñòè îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà÷àëüíûé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè. Îäíèì èç íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèé ñîïðÿæåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ
ñîïðÿæåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè. Òàêæå çäåñü äî-
êàçûâàåòñÿ òåõíè÷åñêàÿ òåîðåìà, ãäå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ
èçó÷åíèÿ ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà.

2. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, è ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ðåçóëü-
òàòû. Ïóñòü Λ , Λ′ � èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ f , f ′ ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ :M →M òàêîé, ÷òî

φ(Λ) = Λ′ è f ′|Λ = φ ◦ f ◦ φ−1|Λ′ ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ f |Λ è f ′|Λ′ ñîïðÿæåíû, èëè äèôôåîìîðôèçìû f è f ′ ñî-
ïðÿæåíû íà èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâàõ Λ , Λ′ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè Λ = NW (f) ,
Λ′ = NW (f ′) , òî f è f ′ íàçûâàþòñÿ Ω -ñîïðÿæåííûìè. Åñëè Λ = Λ′ = M , òî f è
f ′ íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè.

Ñîãëàñíî [14], äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn , óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå À Ñìåéëà,
çàìêíóòîãî n -ìíîãîîáðàçèÿ Mn ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ñìåéëà-Âèåòîðèñà (ïðè-
íàäëåæèò êëàññó SV ), åñëè ñóùåñòâóåò âëîæåííîå â Mn áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå Bn =

S1 × Dn−1 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |Bn
def
= F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì F : Bn →

F (Bn) ⊂ Bn íà ñâîé îáðàç, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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• F èìååò âèä
F (t, z) = (g(t), w(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, (2.1)

ãäå g : S1 → S1 � íåîñîáûé C1 ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ≥ 2 ;

• ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ S1 ïðåîáðàçîâàíèå w|{t}×Dn−1 : {t} × Dn−1 → Bn ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî ñæèìàþùèì C1 âëîæåíèåì

{t} ×Dn−1 → int
(
{g(t)} ×Dn−1

)
, (2.2)

ò.å. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < λ < 1 , C > 0 òàêèå, ÷òî

diam (F k({t} ×Dn−1)) ≤ Cλkdiam ({t} ×Dn−1), ∀k ∈ N. (2.3)

Ñîëåíîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëíîòîðèé B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bi ⊃ . . . , òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ≥ 1
îñü ïîëíîòîðèÿ Bi+1 îáõîäèò ni ≥ 2 ðàç îñü ïîëíîòîðèÿ Bi , íå îáðàçóÿ êðþêîâ. Ñîëå-
íîèä ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êàíòîðîâñêîãî òèïà (ñîâåðøåííûì, íèãäå íå ïëîòíûì), ñ òî-
ïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ðàâíîé åäèíèöå, ñâÿçíûì è âïîëíå ðàçðûâíûì êîíòèíóóìîì,
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûì ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêà íà êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1 . Ñþðüåêòèâíîå C1 îòîáðàæåíèå g : S1 → S1 íàçûâàåòñÿ
ýíäîìîðôèçìîì [17]. Ýíäîìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ Dg ̸= 0
[18]. Ïîñêîëüêó d ≥ 2 , òî Ed ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì ( g : S1 → S1 -
ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîðôèçì, åñëè Dg > 1 ). Øóá [17] êëàññèôèöèðîâàë ðàñòÿãèâàþùè-
åñÿ ýíäîìîðôèçìû, ïîêàçàâ, ÷òî ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì ñîïðÿæåííîñòè â
êëàññå ðàñòÿãèâàþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ.

Íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû îêðóæíîñòè îáðàçóþò âàæíûé êëàññ d -íàêðûòèé îêðóæíî-
ñòè. d -íàêðûòèåì îêðóæíîñòè S1 íàçûâàåòñÿ ñþðüåêòèâíûé ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì
S1 → S1 ñòåïåíè |d| ≥ 2 , ïðè ýòîì ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè ñîñòîèò èç |d| ∈ N òî÷åê.
Â ñòàòüå [19] ñäåëàíà êëàññèôèêàöèÿ d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè S1 ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿ-
æåííîñòè ñ ïîìîùüþ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ. Â [19] ïîêàçàíî, ÷òî
ïîëíûì êëàññèôèêàöèîííûì èíâàðèàíòîì ñ òî÷íîñòüþ äî d -ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
íàäåëåííîå ñõåìîé èíâàðèàíòíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (îòìå÷åííîå ìíîæåñòâî) ëèíåéíîãî
ðàñòÿãèâàþùåãî ýíäîìîðôèçìà ñòåïåíè d .

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ïåðâûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà, ñîïðÿãàþùåãî äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà F1 è F2 íà
áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Bn1 è Bn2 . Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîïðÿæåííîñòü äèôôåîìîðôèçìîâ
Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íåîáõîäèìî âëå÷åò ñîïðÿæåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà F1 è F2 ñîïðÿæåíû
íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Bn1 è Bn2 , òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

ψ∗ : Bn1 \ intF1(Bn1 ) → Bn2 \ intF2(Bn2 )

òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ψ∗ èìååò âèä:

ψ∗(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, (3.1)
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• ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 , ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî

g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1. (3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñîïðÿæåííîñòè F1 è F2 íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ : Bn1 → Bn2 òàêîé, ÷òî

F n
2 ◦ φ = φ ◦ F n

1 . (3.3)

Âîçüìåì íåêîòîðîå t ∈ S1 è ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå â òî÷êå (t, z) ∈
{t} ×Dn−1

W s
1 (t, z) = {(t, z′) ∈ {t} ×Dn−1 : lim

j→∞
ρ(F j

1 (t, z), F
j
1 (t, z

′)) → 0}.

Òàê êàê φ - ãîìåîìîðôèçì, òî ρ(φ ◦ F n
1 (t, z), φ ◦ F n

1 (t, z
′)) → 0 ïðè n→ ∞ . Ñîãëàñíî

3.3, ïîëó÷àåì ρ(F n
2 ◦ φ(t, z), F n

2 ◦ φ(t, z′)) → 0 . Òîãäà φ(t, z′) ∈ W s
2 (φ(t, z)) , ãäå

W s
2 (φ(t, z)) = {φ(t, z′) : lim

j→∞
ρ(F j

2 (φ(t, z)) , F
j
2 (φ(t, z

′))) → 0}.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè φ(t, z) , φ(t, z′) ïðèíàäëåæàò îäíîìó äèñêó è îòîáðàæåíèå φ
èìååò âèä φ(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1 .

Èñïîëüçóÿ âèä äèôôåîìîðôèçìà F1 è îòîáðàæåíèÿ φ , èç F2 ◦ φ = φ ◦ F1 ïîëó÷èì
ðàâåíñòâà F2 (ψ(t), w∗(t, z)) = φ (g1(t), w1(t, z)) = (g2 ◦ ψ(t), w∗(t, z)) = (ψ ◦ g1(t), w1(t, z)) .
Çíà÷èò, g2 ◦ ψ(t) = ψ ◦ g1(t) è ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 . �

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåîðåìó, â êîòîðîé ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïåðåâîäÿùåãî îðáèòû îäíîãî äèô-
ôåîìîðôèçìà â îðáèòû äðóãîãî äèôôåîìîðôèçìà ñ íàëè÷èåì êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû
îòîáðàæåíèé (ñîâìåñòíî ñ òåîðåìîé 3.1. ýòî äàåò ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è òîïîëîãè÷å-
ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè). Ýòîò ðåçóëüòàò ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíâà-
ðèàíòîâ ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà SV íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ò å î ð å ì à 3.2. Äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà F1 è F2 ñîïðÿæåíû íà
áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Bn1 è Bn2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

ψ∗ : Bn1 \ intF1(Bn1 ) → Bn2 \ intF2(Bn2 )

òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ψ∗ èìååò âèä:

ψ∗(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, (3.4)

• ψ∗ ñîïðÿãàåò F1 è F2 íà ãðàíèöàõ áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèé ∂Bn1 è ∂Bn2 ,

• ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 , ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî

g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1. (3.5)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïîñòðîèì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì
äëÿ F1 è F2 íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà ∩k≥0F

k
i (Bni )=Sol (Fi) , ãäå i = 1, 2

ÿâëÿþòñÿ ñîëåíîèäàìè. Ñîëåíîèä îáëàäàåò ñëîæíîé äèíàìèêîé, ïîýòîìó èñêîìûé ãîìåî-
ìîðôèçì ñòðîèòñÿ îòäåëüíî íà ñîëåíîèäàëüíûõ ìíîæåñòâàõ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ è
íà äîïîëíåíèè ê ñîëåíîèäàì.

Ñïåðâà ïîñòðîèì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ áåç ñîëåíî-
èäà. Ðàññìîòðèì äâà äèôôåîìîðôèçìà F1 : Bn1 → Bn1 è F2 : Bn2 → Bn2 , ïðèíàäëåæà-
ùèõ êëàññó SV è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 2.1 - 2.3. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì
F1(t, z) = (g1(t), w1(t, z)) , è F2(t, z) = (g2(t), w2(t, z)) , t ∈ S1, z ∈ Dn−1 .

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíûé ãîìåîìîðôèçì ψ∗ : Bn1 \ intF1(Bn1 ) → Bn2 \ intF2(Bn2 ) òàêîé, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ψ∗ èìååò âèä:
ψ∗(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, (3.6)

• ψ∗ ñîïðÿãàåò F1 è F2 íà ãðàíèöàõ áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèé ∂Bn1 è ∂Bn2 ,

ψ∗ ◦ F1|∂Bn
1
= F2 ◦ ψ∗|∂Bn

1
(3.7)

• ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 , ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî

g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1. (3.8)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà ∩k≥0F
k
i (Bni )=Sol (Fi) , ãäå i = 1, 2 . Ââåäåì îòîáðàæåíèå ψ∗,e :

Bn1 \ Sol (F1) → Bn2 \ Sol (F2) , ãäå ∀x ∈ Bn1 \ Sol (F1) îïðåäåëÿåòñÿ â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

ψ∗,e(x) = F n
2 ◦ ψ∗ ◦ F−n

1 (x). (3.9)

Ë å ì ì à 3.1. ∪
j≥0

F j [Bn \ F (Bn)] = Bn \ Sol (F ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåììà òðèâèàëüíà äëÿ j = 0 , ãäå Bn \F (Bn) = Bn \Sol (F ) .
Äëÿ j = 1 èìååì

∪
j≥0 F [Bn \ F (Bn)] = [Bn \ F (Bn)]

∪
[F (Bn) \ F 2(Bn)] .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ýòèõ ìíîæåñòâ è îïðåäåëåíèå ñîëåíîèäà, ïîëó÷àåì
[Bn \ F (Bn)]

∪
[F (Bn) \ F 2(Bn)] = Bn \ [F (Bn) ∩ F 2(Bn)] = Bn \ Sol (F ).

Ïóñòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∪
j≥0 F

j [Bn \ F (Bn)] = Bn\
Sol (F ). Òîãäà, èñõîäÿ èç ýòîãî, ïåðâîãî øàãà èíäóêöèè è ñâîéñòâà ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåì∪
j≥0 F

j+1 [Bn \ F (Bn)] = F [Bn \ F (Bn)] ∪
[∪

j≥1 F
j+1 [Bn \ F (Bn)]

]
= [F (Bn \ Sol (F ))] ∪

[Bn \ Sol (F )] = [F (Bn) \ Sol (F )] ∪ [Bn \ Sol (F )] = [F (Bn) ∪ Bn] \ Sol (F ) = Bn \ Sol (F ).
Ëåììà äîêàçàíà. �

Ë å ì ì à 3.2. Îòîáðàæåíèå ψ∗,e ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî

ψ∗,e ◦ F1(x) = F2 ◦ ψ∗,e(x).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòîáðàæåíèå ψ∗,e ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, êàê êîìïîçèöèÿ
äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà F1 è F2 è ãîìåîìîðôèçìà ψ∗ .

Äîêàæåì ðàâåíñòâî ψ∗,e ◦ F n
1 (x) = F n

2 ◦ ψ∗,e(x) . Âîçüìåì òî÷êó x ∈ intF1(Bn1 ) , ñóùå-
ñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n , ÷òî F−n

1 (x) ∈ Bn1 \ intF1(Bn1 ) . Ñîãëàñíî ëåììå 3.1.
F−n
1 (x) ∈ Bn1 \Sol (F1) . Ãîìåîìîðôèçì ψ∗ : Bn1 \ intF1(Bn1 ) → Bn2 \ intF2(Bn2 ) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì 3.6 è 3.8, òîãäà ψ
(
F−n
1 (x)

)
∈ Bn2 \Sol (F2) . Ó÷èòûâàÿ ñïîñîá çàäàíèÿ îòîáðàæå-

íèÿ ψ∗,e = F n
2 ◦ ψ∗ ◦ F−n

1 , ïîëó÷àåì

ψ∗,e ◦ F n
1

(
F−n
1 (x)

)
= ψ∗,e(x) = F n

2 ◦ ψ∗,e
(
F−n
1 (x)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ψ∗,e ◦ F1(x) = F2 ◦ ψ∗,e(x) è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ
äèàãðàììà

Bn1 \ Sol (F1)
ψ∗,e−→ Bn2 \ Sol (F2)

↓ F1 ↓ F2

Bn1 \ Sol (F1)
ψ∗,e−→ Bn2 \ Sol (F2)

.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ñòàòüè [14], ðàññìîòðèì ñèìâîëè÷åñêèå ìîäåëè îãðàíè÷åíèé

äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà SV F1 è F2 íà Sol (F1) è Sol (F2) ñîîòâåòñòâåííî. Âîçü-
ìåì òî÷êó p ∈ Sol (F1) . Ñîãëàñíî ëåììå 3 ñòàòüè [14], ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàìêíóòûõ äâóìåðíûõ äèñêîâ Di = F i

1({ti} ×Dn−1) òàêèõ, ÷òî p ∈ · · · ⊂ Di ⊂ · · · ⊂ D0 è
p = ∩i≥0Di , ñì. ðèñ. 3.1.

)( 1FSolpÎ

0D

1D

2D

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ñå÷åíèå ñîëåíîèäàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ∗,es : Sol (F1) → Sol (F2) , ãäå ψ∗,es(p) = p
′
, p

′ ∈ Sol (F2) .
Ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè è ðåçóëüòàòàìè ñòàòüè [14], ðàññìîòðèì

∏
g1

êàê ïîäìíîæå-

ñòâî ìíîæåñòâà
∏

i∈Z+
0
S1
i , ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ti}∞0 , ãäå ti = g1(ti+1) ïðè

âñåõ i ≥ 0 . Òîïîëîãèÿ íà
∏

g1
èíäóöèðóåòñÿ òîïîëîãèåé íà

∏
i∈Z+

0
S1
i . Íà

∏
g1

îïðåäåëåí

ãîìåîìîðôèçì ĝ1 :
∏

g1
→
∏

g1
, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ĝ1 ({t0, . . . , ti, . . .}) = {g1(t0), t0, . . . , ti . . .}.

Ïðîñòðàíñòâî
∏

g1
ñ îòîáðàæåíèåì ĝ1 , ñëåäóÿ [4], íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåäåëîì

ïðåîáðàçîâàíèÿ g1 .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ îáðàòíûé ïðåäåë äëÿ ýíäîìîðôèçìà g2 .
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ñîëåíîèäîâ Sol (F1) è Sol (F2) ââåäåíû îòîáðàæåíèÿ

θj : Sol (Fj) →
∏

gj
j = 1, 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì θj(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ :
∏

g1
→
∏

g2
, ïîëîæèâ
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ψ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = {t′0, t
′

1, . . . , t
′

i, . . .}, t
′

i = ψ(ti), ∀i ≥ 0. (3.10)

ãäå ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1 .

Ë å ì ì à 3.3. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ψ :
∏

g1
→
∏

g2
âåðíû ðàâåíñòâà

t
′

i = g2(t
′

i+1), ∀i ≥ 0. (3.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es ïðàâèëà 3.10, ëåììû 3
ñòàòüè [14] è ñîïðÿæåííîñòè ýíäîìîðôèçìîâ g1 è g2 ãîìåîìîðôèçìîì ψ ïîëó÷àåì

g2(t
′

i+1) = g2 (ψ(ti+1)) = ψ (g1(ti+1)) = ψ(ti) = t
′

i �.

Ë å ì ì à 3.4. ψ � âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ψ . Äëÿ ýòîãî âîçü-
ìåì äâå ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞0 , {t

′
i}∞0 ∈

∏
g1
, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå i, j ,

÷òî ti ̸= tj . Îòñþäà è ñïîñîáà çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ψ , ãäå íà êàæäîé êîìïîíåíòå äåé-
ñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ψ ñëåäóåò, ÷òî ψ(ti) ̸= ψ(tj) , ò.å. îáðàçû ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ψ ({ti}∞0 ) ̸= ψ

(
{t′i}∞0

)
.

Ïóñòü {ti}∞0 = {t′0, t
′
1, . . . , t

′
i, . . .} ∈

∏
g2
. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{t′1, . . . , t
′
i, . . .} ∈

∏
g1
, ÷òî ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ ψ , ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà t

′
0 = g2(t

′
1)

è â ñèëó ëåììû 3.3. ïåðåõîäèò â èñõîäíóþ ψ
(
{t′1, . . . , t

′
i, . . .}

)
= {g2(t

′
1), t

′
1, . . . , t

′
i, . . .} =

{t′0, t
′
1, . . . , t

′
i, . . .} . Ýòî è äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî îòîáðàæåíèÿ. �

Ë å ì ì à 3.5. Îòîáðàæåíèå ψ íåïðåðûâíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {r0, . . . , ri, . . .} ∈
∏

g1
, è ïóñòü Uε � îêðåñòíîñòü òî÷êè

ψ ({r0, . . . , ri, . . .}) = {ψ(r0), ψ(r1), . . . , ψ(ri) . . .}. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òèõîíîâñêîé òîïî-
ëîãèè, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå k ∈ Z+ è ñêîëü
óãîäíî ìàëîå ε > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè t = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈ Uε âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà: |ψ(r0) − ψ(t0)| < ε, |ψ(ri) − ψ(ti)| < ε äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k − 1. Òàê
êàê ψ íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî |ri− ti| < δ âëå÷åò |ψ(ri)−ψ(ti))| < ε
äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k − 1. . ßñíî ÷òî, ìîæíî ñ÷èòàòü δ ≤ ε . Çàäàäèì îêðåñòíîñòü Uδ
òî÷êè {r0, . . . , ri, . . .} , ïîëîæèâ t = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈ Uδ , åñëè |ri − ti| < δ äëÿ ëþáîãî
i = 1, . . . , k − 1 . Òîãäà ψ (Uδ) ⊂ Uε . �

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ψ∗,es : Sol (F1) → Sol (F2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
êîìïîçèöèè ãîìåîìîðôèçìîì

ψ∗,es = θ−1
2 ◦ ψ ◦ θ1. (3.12)

Ë å ì ì à 3.6. Îòîáðàæåíèå ψ∗,es ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî

ψ∗,es ◦ F1(p) = F2 ◦ ψ∗,es(p).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñïåðâà èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es .
Âîçüìåì ðàçëè÷íûå p1, p2 ∈ Sol (F1) . Ñîãëàñíî ëåììå 3 ñòàòüè [14], êàæäîé òî÷êå

pi , i = 1, 2 , ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ S1 , è
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ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ äèñêîâ Di
j = F j

1 ({tij}×Dn−1) òàêèõ, ÷òî
pi = ∩j≥0D

i
j . Ïîñêîëüêó p1 ̸= p2 è äèàìåòðû äèñêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî

D1
1 = D2

1, . . . , D
1
k−1 = D2

k−1, D
1
k ̸= D2

k.

Ïîýòîìó t1k ̸= t2k è, çíà÷èò, θ1(p1) ̸= θ1(p2) .
Â ñèëó ëåììû 3.4. ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θ1(p1) = ({t10, t11, . . . , t1i , . . .})

è θ1(p2) = ({t20, t21, . . . , t2i , . . .}) , â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî t1k ̸= t2k , ïå-
ðåéäóò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψ(θ1(p1)) = ({ψ(t10), ψ(t11), . . . , ψ(t1i ), . . .}) , ψ(θ1(p2)) =
({ψ(t20), ψ(t21), . . . , ψ(t2i ), . . .}) , ãäå ψ(t1k) ̸= ψ(t2k) , ò.å. ψ(θ1(p1)) ̸= ψ(θ1(p2)) .

Ñ ó÷åòîì ñïîñîáà çàäàíèÿ 3.10 îòîáðàæåíèÿ ψ , âåðíû ðàâåíñòâà

({ψ(t10), ψ(t11), . . . , ψ(t1i ), . . .}) = ({t1′0 , t1
′

1 , . . . , t
1′

i , . . .}),

({ψ(t20), ψ(t21), . . . , ψ(t2i ), . . .}) = ({t2′0 , t2
′

1 , . . . , t
2′

i , . . .}).

Èç ëåììû 3.3. tj
′

i = g2(t
j′

i+1) , j = 1, 2 è óñëîâèÿ (2.3) âûòåêàåò ÷òî

{tj
′

0 } ×D2 ⊃ F2({tj
′

1 } ×Dn−1) ⊃ . . . ⊃ F i
2({t

j′

i } ×Dn−1) ⊃ . . . .

Áîëåå òîãî, òàê êàê diam (F i
2({t

j′

i }×Dn−1)) → 0 ïðè i→ ∞ è j = 1, 2 , òî ïåðåñå÷åíèÿ∩
i≥0 F

i
2({t

j′

i }×Dn−1) ñîñòîÿò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè p
′
1, p

′
2 ñîîòâåòñòâåííî. Èç îïðåäåëåíèÿ

ìíîæåñòâà Sol (F2) ñëåäóåò, ÷òî p
′
1, p

′
2 ∈ Sol (F2) . Ò.ê. ñóùåñòâóåò k äëÿ êîòîðîãî âåðíî

ðàâåíñòâî ψ(t1k) ̸= ψ(t2k) , òî p
′
1 ̸= p

′
2 è, ñëåäîâàòåëüíî, θ−1

2

(
ψ(θ1(p1))

)
̸= θ−1

2

(
ψ(θ1(p2))

)
.

Äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es . Âîçüìåì p
′ ∈ Sol (F2) . Ñîãëàñíî ëåììå 3

ñòàòüè [14] îïðåäåëåíà åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ({t′0, t
′
1, . . . , t

′
i, . . .}) òàêàÿ,

÷òî θ2(p
′
) = ({t′0, t

′
1, . . . , t

′
i, . . .}) . Â ñèëó ëåììû 3.4. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = (ψ)−1({t′0, t
′

1, . . . , t
′

i, . . .}),

ãäå t
′
i = ψ(ti) . Èç ïðîâåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî

θ−1
1 ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = p , p ∈ Sol (F1) . Òàêèì îáðàçîì ψ∗,es(p) = θ−1

2 ◦ ψ ◦ θ1(p) = p
′
.

Â ñèëó ëåììû 3.5. è ëåììû 5 èç [14], ψ∗,es � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, êàê êîìïîçèöèÿ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ψ∗,es � ãîìåîìîðôèçì.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî ψ∗,es ◦ F1(p) = F2 ◦ ψ∗,es(p) , êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Sol (F1)
ψ∗,es−→ Sol (F2)

↓ F1 ↓ F2

Sol (F1)
ψ∗,es−→ Sol (F2)

.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ñîãëàñíî ëåììå 5 ñòàòüè [14], îòîáðàæåíèå θ1
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî θ1◦f1 = ĝ1◦θ1 . Ó÷èòûâàÿ ñïîñîá çàäàíèÿ ψ∗,es 3.12
è ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ψ∗,es ◦ F1(p) = θ−1

2 ◦ ψ ◦ θ1 ◦ F1(p) = θ−1
2 ◦ ψ ◦ ĝ1 ◦ θ1(p) . Äåéñòâóÿ

îòîáðàæåíèÿìè θ1 è ĝ1 , ïîëó÷àåì θ−1
2 ◦ ψ ◦ ĝ1 ◦ θ1(p) = θ−1

2 ◦ ψ ◦ ĝ1({t0, t1, . . . , ti, . . .}) =
θ−1
2 ◦ ψ({g1(t0), t0, t1, . . . , ti, . . .}) = θ−1

2 ({ψ(g1(t0)), ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}) .
Â ñèëó òîãî, ÷òî ψ � ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì g1 è g2 , ïîëó÷àåì

θ−1
2 ({ψ(g1(t0)), ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}) = θ−1

2 ({g2(ψ(t0)), ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}) =
θ−1
2 ◦ ĝ2({ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}).
Àíàëîãè÷íî, ñîãëàñíî ëåììå 5 èç [14], ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå θ2 , ÿâëÿþùååñÿ ãîìåî-

ìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî θ2 ◦ F2 = ĝ2 ◦ θ2 . Ïðåîáðàçîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûì
óìíîæåíèåì íà θ−1

2 ñíà÷àëà ñëåâà, à çàòåì ñïðàâà, ïîëó÷àåì
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F2 ◦ θ−1
2 = θ−1

2 ◦ ĝ2. (3.13)

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå
îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es â âèäå 3.12, ïðàâèëà äåéñòâèé îòîáðàæåíèé θ1 è ψ , èìååì F2◦ψ∗,es(p) =
F2 ◦ θ−1

2 ◦ ψ ◦ θ1(p) = F2 ◦ θ−1
2 ◦ ψ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = F2 ◦ θ−1

2 ({ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}) .
Ñîãëàñíî 3.13, ψ∗,es ◦ F1(p) = F2 ◦ ψ∗,es(p) . Ëåììà äîêàçàíà.
� Â ñèëó îáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ âûøå, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ψ∗∗(p) =

{
F n
2 ◦ ψ∗ ◦ F−n

1 (p), p ∈ Bn1 \ Sol (F1)

θ−1
2 ◦ ψ ◦ θ1(p), p ∈ Sol (F1)

.

Ë å ì ì à 3.7. ψ∗∗ � ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì äëÿ F1 è F2 íà áàçîâûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ òàêîé, ÷òî

ψ∗∗ ◦ F1|Bn
1
= F2 ◦ ψ∗∗|Bn

1
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ψ∗∗ - âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå â ñèëó ëåìì 3.2. è
3.7.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ψ∗,e = F n
2 ◦ ψ∗ ◦ F−n

1 , äåéñòâóþùåãî íà äîïîëíåíèè ê ñîëåíîèäàì
íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ψ∗,e : Bn1 \ Sol (F1) → Bn2 \ Sol (F2) , íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç
êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì t -ñå÷åíèå, ãäå t ∈ S1 - ìíîæåñòâî âèäà {t} × Dn−1 def
= Dn−1

t . Êàæäîå
ñå÷åíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Dn−1 ïîñðåäñòâîì ïðîåêöèè p2 : S1 ×
Dn−1 → Dn−1 .

Ãîìåîìîðôèçì ψ∗ èìååò âèä ψ∗(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, ãäå ψ :
S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 , ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1 ,
òîãäà gn2 ◦ψ = ψ◦gn1 . Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì ψ∗ ñîõðàíÿåò äèñêîâóþ
ñòðóêòóðó, ò.å. ïåðåâîäèò t -ñå÷åíèå â ψ(t) -ñå÷åíèå è âåðíî ðàâåíñòâî

ψ∗
(
Dn−1
ti

\ Sol (F1)
)
= Dn−1

ψ(ti)
\ Sol (F2). (3.14)

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es : Sol (F1) → Sol (F2) , äåéñòâóþùåãî ïî
ïðàâèëó ψ∗,es = θ−1

2 ◦ ψ ◦ θ1 .
Âîçüìåì òî÷êó p ∈ Sol (F1) . Ñîãëàñíî ëåììå 3 ñòàòüè [14] ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) ∈
∏

g1
òàêàÿ, ÷òî θ1(p) = ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) . Òîãäà

ψ∗,es(p) = θ−1
2 ({t′0, t1,

′
. . . , t

′
i, . . .}) , ãäå t

′
i = ψ(ti) .

Ïóñòü U ′ îêðåñòíîñòü òî÷êè θ2 (ψ∗,es(p)) = {t′i}∞0 , ãäå p ∈ Sol (F1) . Çàôèêñèðóåì
ε > 0 , r ∈ N . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå

∏
g2
, ìîæíî ñ÷èòàòü U ′ =

{{x′
i}∞0 ∈

∏
g : |x

′
i − t

′
i| < ε , äëÿ i = 0 , . . . , r} .

Òàê êàê äëÿ òî÷êè θ2 (ψ∗,es(p)) = {t′0, t1,
′
. . . , t

′
i, . . .} â åå îêðåñòíîñòè U ′ , çàäàííîé

÷èñëàìè r ∈ N è ε > 0 , âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî t′r−j = gj2(t
′
r) äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ r , à

îòîáðàæåíèå g2 íåïðåðûâíîå, òî ñóùåñòâóåò òàêîå 0 < δ ≤ ε , ÷òî |x′r − t′r| < δ âëå÷åò
|x′i − t′i| < ε äëÿ âñåõ i = 0 , . . . , r − 1 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Dt,δ
def
= [t− δ, t + δ]×Dn−1

t , ãäå Dn−1
t - t -ñå÷åíèå, t ∈ S1 . Ïóñòü

U îêðåñòíîñòü òî÷êè p ∈ Sol (F1) . Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U(p) ∩ Sol (F1) , â ñèëó
ëåììû 3 ñòàòüè [14], θ1(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} ∈

∏
g1

è

q =
∩
i≥0

F i
1(D

n−1
xi

) = Dn−1
x0

∩ F1(D
n−1
x1

) ∩ F 2
1 (D

n−1
x2

) ∩ . . . . (3.15)
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Òîãäà äëÿ òî÷êè ψ∗,es(q) = θ−1
2 ({x′

0, x1,
′
. . . , x

′
i, . . .}) , ãäå x

′
i = ψ(xi) , â ñèëó ðàâåíñòâà

3.14 âûïîëíÿåòñÿ

ψ∗,es(q) =
∩
i≥0

F i
2(D

n−1
ψ(xi)

) = Dn−1
ψ(x0)

∩ F2(D
n−1
ψ(x1)

) ∩ F 2
2 (D

n−1
ψ(x2)

) ∩ . . . .

Äèôôåîìîðôèçì F1 èìååò âèä F1(t, z) = (g1(t), w1(t, z)) , ãäå g1 : S1 → S1 � íåîñî-
áûé C1 ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ≥ 2 . Ñóùåñòâóåò δr > 0 , δr ≤ . . . ≤ δ2 ≤ δ1 ≤ ε

òàêîå, ÷òî F r
1

(
Dn−1
t1r,δr

)
∩ F r

1

(
Dn−1
t2r,δr

)
∩ . . . ∩ F r

1

(
Dn−1
td1,δr

)
= Ø . Òîãäà òî÷êà q ∈ F r

1

(
Dn−1
tr,δr

)
⊂

. . . ⊂ F 2
1

(
Dn−1
t2,δ2

)
⊂ F1

(
Dn−1
t1,δ1

)
⊂ F1

(
Dn−1
t0,ε

)
. Òàê êàê q ∈ U(p) ∩ Sol (F1) , òî q ∈

Dn−1
x0

∩F1(D
n−1
x1

)∩F 2
1 (D

n−1
x2

)∩. . .∩F r
1 (D

n−1
xr )∩F r

1

(
Dn−1
tr,δr

)
. Çíà÷èò, F r

1 (D
n−1
xr )∩F r

1

(
Dn−1
tr,δr

)
̸= Ø ,

Dn−1
xr ∩Dn−1

tr,δr
̸= Ø è |xr − tr| < δr . Ïîñêîëüêó g1 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà |g1(xr)− g1(tr)| < ε , |g21(xr)− g21(tr)| < ε , . . . , |gr1(xr)− gr1(tr)| < ε ,
ò.å. |xr−1 − tr−1| < ε , |xr−2 − tr−2| < ε , . . . , |x0 − t0| < ε .

Èç 3.15 äëÿ òî÷êè ψ∗,es(q) = θ−1
2 ({x′

0, x1,
′
. . . , x

′
i, . . .}) , ãäå x

′
i = ψ(xi) , è â ñèëó ðàâåíñòâà

3.14 âûïîëíÿåòñÿ

ψ∗,es(q) =
∩
i≥0

F i
2(D

n−1
ψ(xi)

) = Dn−1
ψ(x0)

∩ F2(D
n−1
ψ(x1)

) ∩ F 2
2 (D

n−1
ψ(x2)

) ∩ . . . .

Òàê êàê îòîáðàæåíèå îòîáðàæåíèå ψ íåïðåðûâíî, ñì. ëåììó 3.5., òîãäà |x′r−1− t′r−1| <
ε , |x′r−2 − t′r−2| < ε , . . . , |x′0 − t′0| < ε . Èòàê, ψ∗,es(q) ∈ U ′(ψ∗,es(p)) äëÿ ëþáîé òî÷êè
q ∈ U(p) . Ñëåäîâàòåëüíî, ψ∗,es � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. ψ−1

∗,es � íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå, êàê ïðîîáðàç íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ íà êîìïàêòå. Òàêèì îáðàçîì, ψ∗,es �
ãîìåîìîðôèçì.

Íàëè÷èå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Bn1
F1−→ Bn1

↓ ψ∗∗ ↓ ψ∗∗

Bn2
F2−→ Bn2

ñëåäóåò èç ëåìì 3.2., 3.7. è óñëîâèÿ 3.7 äëÿ ãîìåîìîðôèçìà ψ∗ î ñîïðÿæåíèè F1 è F2 íà
ãðàíèöàõ áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèé ∂Bn1 è ∂Bn2 . �

Áëàãîäàðíîñòè. Ïåðâûé àâòîð (Í. Â. Èñàåíêîâà) áëàãîäàðèò ÐÔÔÈ (ïðîåêò 15-01-
03687-à) çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó. Âòîðîé àâòîð (Å. Â. Æóæîìà) áëàãîäàðèò ÐÍÔ, ïðî-
åêò 17-11-01041, çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó. Óòâåðæäåíèå î íåîáõîäèìîì óñëîâèè ñóùå-
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3.5-3.7 äîêàçàíû â ðàìêàõ ïîääåðæêè ÐÍÔ, ïðîåêò 17-11-01041.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. S. Smale, �Di�erentiable dynamical systems�, Bull. Amer. Math. Soc., 73 (1967), 747-817.

2. R.F. Williams, �One-dimensional non-wandering sets�, Topology, 6 (1967), 473-487.

Í. Â. Èñàåíêîâà, Å. Â. Æóæîìà. Ñîïðÿæåíèå äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà- . . .



48 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 1

3. R.F. Williams, �Classi�cation of subshifts of �nite type�, Annals of Math., 9 (1973),
120-153.

4. R.F. Williams, �Expanding attractors�, Publ. Math. IHES, 43 (1974), 169-203.

5. L. Block, �Di�eomorphisms obtained from di�eomorphisms�, Trans. Amer. Math. Soc.,
214 (1975), 403-413.

6. F. Farrell, L. Jones, �New attractors in hyperbolic dynamics�, Jour. Di�. Geom., 15
(1980), 107-133.

7. J. Gibbons, �One-dimensional basic set in the three-sphere�, Trans. Amer. Math. Soc.,
164 (1972), 163-178.

8. Â.Ç. Ãðèíåñ, �Î òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ íà îäíîìåðíûõ îðèåíòèðóåìûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâàõ, 1�, Òðóäû ÌÌÎ, 32
(1975), 35-60.

9. Â.Ç. Ãðèíåñ, �Î òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ íà îäíîìåðíûõ îðèåíòèðóåìûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâàõ, 2�, Òðóäû ÌÌÎ, 34
(1977), 243-252.

10. Â.Ç. Ãðèíåñ, �Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñòpóêòópíî óñòîé÷èâûõ äèôôåî-
ìîpôèçìîâ ïîâåpõíîñòåé ñ îäíîìåpíûìè àòòpàêòîpàìè è påïåëëåpàìè�,Ìàòåì. ñá.,
188:4 (1997), 57-94.

11. Â.Ç. Ãðèíåñ, Å.Â. Æóæîìà, �Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè îðèåíòèðóåìûõ àò-
òðàêòîðîâ íà n -ìåðíîì òîðå�, Óñïåõè ìàò. íàóê, 34:4 (1979), 185-186.

12. Ñ.Õ. Àðàíñîí, Â.Ç. Ãðèíåñ, �Î íåêîòîðûõ èíâàðèàíòàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà äâó-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè òðàíçèòèâíûõ ñèñòåì)�, Ìàòåì. ñá., 90:132:3 (1973), 372-402.

13. Â.Ç. Ãðèíåñ, �Î òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè îäíîìåpíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ
äèôôåîìîpôèçìîâ íà äâóìåpíûõ ìíîãîîápàçèÿõ�, ÓÌÍ, 180:6 (1974), 163-164.

14. Å.Â. Æóæîìà, Í.Â. Èñàåíêîâà, �Î íóëüìåðíûõ ñîëåíîèäàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæå-
ñòâàõ�, Ìàòåì. ñá., 202:3 (2011), 47-68.

15. C. Robinson, R. Williams, �Classi�cation of expanding attractors: an example�, Topology,
15 (1976), 321-323.

16. Å.Â. Æóæîìà, Í.Â. Èñàåíêîâà, �Î êëàññèôèêàöèè îäíîìåðíûõ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ
àòòðàêòîðîâ�, Ìàòåì. çàì., 86:3 (2009), 360�370.

17. M. Shub, �Endomorphisms of compact di�erentiable manifolds�, Amer. Journ. Math., 91
(1969), 175-199.

18. Z. Nitecki, �Nonsingular endomorphisms of the circle�, Proc. Symp. Pure Math., 14
(1970), 203-220.

19. Å.Â.Æóæîìà, Í.Â. Èñàåíêîâà, �Êëàññèôèêàöèÿ íàêðûòèé îêðóæíîñòè�, Òðóäû ÌÈ-
ÀÍ. Ðîññèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê, 3 (2012), 96-101.

Ïîñòóïèëà 10.03.2017

Í. Â. Èñàåíêîâà, Å. Â. Æóæîìà. Ñîïðÿæåíèå äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà- . . .



Zhurnal SVMO. 2017. Vol. 19, No. 1 49

MSC2010 37D20, 37G30

Conjugacy of Smale-Vietoris di�eomorphisms using a

conjugacy of endomorphisms

c⃝ N. V. Isaenkova 3, E. V. Zhuzhoma 4

Abstract. In the paper one gets the connection between a conjugacy of Smale-Vietoris
di�eomorphisms and corresponding nonsingular circle endomorphisms conjugacy. To be precise,
one gets the necessary condition for a conjugacy of the restriction of Smale-Vietoris di�eomorphism
on basic manifolds. It is shown that a necessary condition for a conjugacy of the di�eomorphisms'
class under consideration is a conjugacy of corresponding circle endomorphisms. In the paper
the technical theorem is also proved that contains some su�cient conditions of the existence of
homeomorphism on basic manifolds that takes the orbits of Smale-Vietoris di�eomorphism to the
orbits of another di�eomorphism with a commutative diagram of mappings. Together with the �rst
result it gives the particular solution of the topological equivalence problem. Later on, the results
of this paper may be useful to �nd invariants of conjugacy for di�eomorphisms of the class under
consideration on basic manifolds.
Key Words: conjugacy, commutative diagram, topological equivalence, solenoid, nonsingular
endomorphism.
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