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ÓÄÊ 517.9

Êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü è èíòåãðàëû ëèìèíàëüíîãî

óðàâíåíèÿ äèñëîêàöèé

c⃝ Ñ. Í. Íàãîðíûõ1, Å. Â. Íàãîðíûõ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû îñîáûå òî÷êè è èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñêà-
ëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé äëÿ òîíêîé ïëàñòèíû ñ ñèëüíûì èçãèáîì. Ïîêàçàíà íåîáõîäè-
ìîñòü ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è èõ îñîáûõ òî÷åê. Ïîëó÷åíû äâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé
äëÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè. Ýòè çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äîñòàòî÷íî èìåòü äëÿ
îáðàùåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â òîæäåñòâî. Áèôóðêàöèÿ óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà èãðàåò
âàæíóþ ðîëü ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçíûõ âèäîâ îñîáûõ òî÷åê êàê â äåòåðìèíèðîâàííîì âè-
äå, òàê è ïðè âîçáóæäåíèè áåëûì øóìîì. Ïðèâåäåíû ñëåäñòâèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ îñîáûõ
òî÷åê, äëÿ äðóãîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðà-
ìåòðà ïëàñòèíû, äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà, âîçáóæäåííîãî øóìîì,
äëÿ äèñëîêàöèîííûõ ýôôåêòîâ, äëÿ óïðî÷íåíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ïëàñòèòû. Ñôîðìóëèðîâàíà
çàäà÷à Çåëüäîâè÷à êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ
îñîáûìè òî÷êàìè è òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû ïëàñòèíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îñîáûå òî÷êè, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðàëîâ,
òî÷êà áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà, áåëûé øóì

Ñèëüíûé èçãèá òîíêèõ ïëàñòèí [1] èìååò âèä óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (Ó×Ï)
äëÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé ν (x, t) , êîòîðîå â [2] íàçâàíî ëèìèíàëüíûì.

∂ν

∂t
+ ξ (ν)

(
∂ν

∂x

)2

= h (ν) , ν ∈ [0,∞) , (1.1)

ãäå ξ (ν) =
(
λ− γ

ν

) /
ν3 , h (ν) = Aν − Bν2 , ν = 1

2dζ
, d = b cosχ

1−cosα/2
, β ∂ζ

∂x
= ∂ζ

∂y
, ζ � ïðîãèá

ïëàñòèíû, d � ðàññòîÿíèå â äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðå, b � ìîäóëü âåêòîðà Áþðãåðñà,
χ , α � óãëû ïðîãèáà ïîëîñ ñêîëüæåíèÿ è ïëàñòèíû, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò ïîëçó÷åñòü
è ïåðåïîëçàíèå äèñëîêàöèé,λ , γ , A , B � ïîñòîÿííûå. Ó×Ï âèäà

f (x, t)
∂ν

∂t
+ ξ̄ (x, t)

(
∂ν

∂x

)
= 0 (1.2)

ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ïðèâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
(ÎÄÓ)

dt

f (x, t)
=

dx

ξ̄ (x, t)
, (1.3)

ê ãëàâíîìó èíòåãðàëó F̄ (x, t) = c è ðåøåíèþ ν (x, t) = Φ̄
(
F̄ (x, t)

)
ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-

öèåé Φ̄ . Âûðàæåíèå
f (x0, t0) = ξ̄ (x0, t0) = 0 (1.4)
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äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 4



42 Ñ. Í. Íàãîðíûõ, Å. Â. Íàãîðíûõ

îïðåäåëÿåò èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè (ÎÒ) x0, t0 . Ïåðåñå÷åíèå õàðàêòåðèñòèê íà ïëîñ-
êîñòè ν, x íàçûâàåòñÿ ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ (êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü νêð óðàâíåíèÿ (1.1). Êðî-
ìå òîãî, èìååòñÿ ÎÒ íååäèíñòâåííîñòè, ãðàíè÷íûå ÎÒ è èõ êîìáèíàöèè [3]. Çàïèøåì â
íåÿâíîì âèäå óðàâíåíèå (1.1):

F (p, q, ν, x, t) = 0, (1.5)

ãäå p = ∂ν
∂t
, q = ∂ν

∂x
, ν (x, t) > 0 � ãëàäêîå ðåøåíèå ñ íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî

x, t . Äëÿ íàõîæäåíèÿ νêð íåîáõîäèìî çàïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå óðàâíåíèþ (1.5)

dt

1
=

dx

2ξq
=

dν

p+ 2ξq2
= − dp

p (q2ξ′ν − h′ν)
= − dq

q (q2ξ′ν − h′ν)
. (1.6)

Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî ÷ëåíîâ (1.6) ïîëó÷àåì ÎÄÓ

dν

dx
= ±

√
(Bν − A) ν5
λν − γ

. (1.7)

Óðàâíåíèå (1.7) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ÎÄÓ ñ èçîëèðîâàííîé ÎÒ

ν̇ = ±
√

(Bν − A) ν5, ẋ = ±
√
λν − γ (1.8)

ñ êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ

ν1êð =
γ

λ
, (1.9)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëèòåëþ ξ (ν) = 0 è ÿâëÿåòñÿ ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ x = c1 , ν = νêð íà
ïëîñêîñòè (ν, x)

ν2êð =
A

B
, (1.10)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò h (ν) = 0 , ëèáî

ν1êð =
γ

λ
, ν2êð = 0, (1.11)

Òåîðåìà Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Ñòðàòîíîâè÷ó [5] äàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ñõîäèìîñòü
ξ(ν) → −δ(ν) , êîãäà èíòåíñèâíîñòü áåëîãî øóìà, ðàâíàÿ 2ν1êð , ñòðåìèòñÿ ê ∞ . Òîãäà
ν ∈ [0,∞) . Äîñòàòî÷íî â (1.1) ïîäñòàâèòü ν1êð , à çàòåì ν2êð , ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðíîå òîæ-
äåñòâî óðàâíåíèÿ (1.1). Äåéñòâèòåëüíî, h (ν) = 0 òîëüêî ïðè ν = ν2êð , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà

ν̇ = h (ν) , ν ∈ [0,∞) (1.12)

â òî÷êå áèôóðêàöèè ν = 0 , A
B
= 0 . Íåóñòîé÷èâûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ν = 0 [4]. Òî÷êîé

áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà íàçîâåì ÎÒ êîìáèíàöèè íååäèíñòâåííîñòè è ãðàíè÷-
íîé ÎÒ. Åñëè ñíà÷àëà ïîäñòàâèòü â (1.1) ν2êð , òî óðàâíåíèå (1.1) âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-
ñòâåííî. Ñôîðìóëèðóåì Òåîðåìó 1.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ν1,2êð Ó×Ï ïëàñòèíû (1.1) íåîáõîäèìî ê ìåòî-
äó õàðàêòåðèñòèê, òî åñòü ê ÎÄÓ, ïðèìåíèòü èçîëèðîâàííîñòü îêðåñòíîñòè ÎÒ ïðè
ν1êð → ∞ è äîñòàòî÷íî äëÿ ν1êð ïîëó÷èòü ÷èñëèòåëü ξ (ν) = 0 , äëÿ ν2êð ïîëó÷èòü
h (ν) = 0 è âåðíîå òîæäåñòâî óðàâíåíèÿ (1.1).

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 4



Êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü è èíòåãðàëû ëèìèíàëüíîãî óðàâíåíèÿ äèñëîêàöèé 43

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå (1.1)äàåò ñòàöèîíàðíûå ÎÒ, êîòî-
ðûå ñîâïàäàþò ñ èçîëèðîâàííûìè ÎÒ. Îäíàêî äåéñòâèòåëüíîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò ïðè A > Bν , à äåéñòâèòåëüíûå îáûêíîâåííûå òî÷êè (1.7) ñóùåñòâóþò
ïðè Bν > A . Îáûêíîâåííûìè òî÷êàìè íàçûâàþòñÿ òî÷êè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ ν2êð = 0 , òî åñòü òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå ν > 0 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î
âûïðÿìëåíèè â îêðåñòíîñòè îáûêíîâåííîé òî÷êè èìååì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (1.8)

x =
√
−γ
(
1− λ

2γ
ν

)
t+ c1, (1.13)

òî åñòü äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé t = 0 õàðàêòåðèñòèêó x = c1 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ÷ëåíà (1.6) èìååì

2ξ (ν)
∂ν

∂x
dt = dx (1.14)

òàêæå õàðàêòåðèñòèêó x = c1 , ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ ν1êð =
γ
λ
, òî÷êó áèôóðêàöèè è ñòàöè-

îíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà ν2êð = A
B
. Òîãäà ÎÒ ñ ν1êð íàçîâåì ãðàíè÷íîé

ÎÒ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.3. Êîëè÷åñòâåííîå íåðàâåíñòâî ν1êð ̸= ν2êð îïðåäåëÿåòñÿ êðè-
òè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ïëàñòèíû β ïðè îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðàõ íàãðóæåíèÿ Φ1,2 è äèñ-
ëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû K , òî åñòü KΦ1

β
̸= KΦ2 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.4. Ñîãëàñíî òåîðåìå Õîðñòõåìêå�Ñàè÷åâà ïî Ñòðàòàíîâè÷ó
[5] A

B
+ σξt ,

2A
Bσ2 → 0 ïîä äåéñòâèåì áåëîãî øóìà σ2 ïðîèñõîäèò àñèìïòîòè÷åñêèé ïå-

ðåõîä îò íåñèììåòðè÷íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (ÏÂ) ê äåëüòà-ôóíêöèè δ(ν) , ãäå ξt
� ñëó÷àéíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà òî÷êà áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà è óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà�Ïëàíêà. Àíàëî÷íàÿ ÎÒ ðàçðûâà ââåäåíà â èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà [6].

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.5. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïåðåõîä ïîä äåéñòâèåì øóìà îò íåñèì-
ìåòðè÷íîé ÏÂ ê δ (νik) äëÿ

∫
νikdfi = bk , ãäå fi � ïëîùàäü, bk � ñóììà âåêòîðîâ Áþð-

ãåðñà [1], ñâèäåòåëüñòâóåò î ïåðåõîäå îò òåíçîðà ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé νik ê òåíçîðó
äèñëîêàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè. Äðóãîé âàðèàíò � ýòî ïåðåõîä ê àìîðôèçàöèè ïëàñòèíû,
êîãäà bk → 0 â îêðåñòíîñòè νêðik = 0 . Ïåðåõîä ê δ (ν) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàêæå
êàê ïåðåõîä îò íåîäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûõ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ñ íåñèììåòðè÷íîé
ÏÂ íà óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå â îêðåñòíîñòè νêð = 0 . Ïàðàìåòð äèñëîêàöèîííîé ñòðóê-
òóðû K èìååò âèä

K =
ln (L/r0)

2πc0d2
, (1.15)

ãäå ln (L/r0) � îòíîñèòåëüíîå íàòÿæåíèå ëèíèè äèñëîêàöèè ñ ÿäðîì r0 ∼ 2 ÷ 3b , L �
ðàññòîÿíèå ìåæäó äèñëîêàöèÿìè, c0 � îòíîñèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ
êðèñòàëëà, d � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåíêàìè ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé. Èíòåðïðåòà-
öèÿ (1.9), (1.1) ïðè d ∼ b îçíà÷àåò ðàñïàä ÿäðà äèñëîêàöèè íà êîíå÷íîå ÷èñëî äèñëîêàöèé
â ïàðå ñòåíîê, ñîîòâåòñòâóþùåå ν1êð , ïðè d ïðîïîðöèîíàëüíîì ðàçìåðó áëîêà îçíà÷àåò
êðèòè÷åñêóþ ïëîòíîñòü áëîêà, ïðè d ïðîïîðöèîíàëüíîì ðàçìåðó çåðíà îçíà÷àåò êðè-
òè÷åñêóþ ïëîòíîñòü çåðíà ν1êð , ïðè d � ðàçìåðå äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû îçíà÷àåò
ν1êð äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû.
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.6. Ïóñòü h (ν) = Aν1,2êð − Bν21,2êð − C
√
ν ÿâëÿåòñÿ ¾âîçáóæ-

äåíèåì¿ h (ν1,2êð) . Òîãäà çàêîí ïàðàáîëè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ ïëàñòèíû áóäåò èìåòü âèä
[7]

σxx − σyy = Aν1,2êð −Bν21,2êð + C
√
ν. (1.16)

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.7. Ïðèðàâíÿåì σxx − σyy íàïðÿæåíèþ îáðàçîâàíèÿ òðåùèíû
äëèíîé L̄ ïðî Ãðèôôèòó è ïîëó÷èì â ïëàñòèíå òðåùèíû ðàçìåðîì ∼ L̄−1/2 [7] ñ ðàñïî-
ëîæåíèåì â ïîëîñàõ ñêîëüæåíèÿ è ïåðåïîëçàíèÿ äèñëîêàöèé, îïðåäåëÿåìûõ òîïîëîãè÷å-
ñêèì èíâàðèàíòîì 1

cosφ
[2].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 1 èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü íà
îñíîâå ïîëíîãî èíòåãðàëà [8]

t+ c3x+

∫
2c23ξ (ν) dν

1 +
√
1 + 4c23ξ (ν)h (ν)

= c2. (1.17)

Ò å î ð å ì à 1.3. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåãðàëà (1.17), êîìáèíàöèè ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ è
èçîëèðîâàííîé ÎÒ óðàâíåíèÿ (1.1) íåîáõîäèìî èìåòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ν = c3x+ c2 + c4t
è äîñòàòî÷íî ñíà÷àëà ðåàëèçîâàòü óñëîâèå h (ν) = 0 è ïîëó÷èòü èíòåãðàë t + c3x +∫
2c23ξ (ν) dν = c2 , à çàòåì óñëîâèå ÷èñëèòåëÿ ξ (ν) = 0 è ïîëó÷èòü èíòåãðàë t+c3x = c2 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Â çàäà÷å Êîøè ïðè t = 0 èíòåãðàë t + c3x = c2 ñîîòâåò-
ñòâóåò èçîëèðîâàííîé ÎÒ è ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ x = c1 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü (1.7) íà B . Èìååì

dν

dx
= ±

√
ν5
(
ν − A

B

)
λ
B
ν − γ

B

. (1.18)

Õàðàêòåðèñòèêà êëàññèôèêàöèè ν = c3x+ c2 èìååò â îêðåñòíîñòè ν1êð ïîñòîÿííóþ
c3 , ñîäåðæàùóþ

γ

B
=

ln (L/r0)κΦ

8b2d4πc0lx
, (1.19)

ãäå κ = lx
l̃
� òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû ïëàñòèíû, lx �

ïóòü çàðîæäåíèÿ ñêîëüçÿùèõ äèñëîêàöèé, l̃ � ïóòü ñêîëüçÿùèõ äèñëîêàöèé, çàìûêà-
þùèõ ñêîëüæåíèå � ïåðåïîëçàíèå äèñëîêàöèé â îäíó è äðóãóþ ñòîðîíó (¾âîñüìåðêà¿).
Íàõîæäåíèå õàðàêòåðèñòèêè, ñîäåðæàùåé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò â îêðåñòíîñòè
ÎÒ ν1êð ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Çåëüäîâè÷à [9].

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 05.09.2016
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Ñritical density and integrals of liminal dislocation

equation.

c⃝ S. N. Nagornykh3, E. V. Nagornykh4

Abstract. The paper deals with partial di�erential equation where unknown function is dislocation
scalar density for a thin plate with large bending. Singular points and integrals of this equation
are considered. It is shown that usage of characteristics method is necessary to obtain ordinary
di�erential equations and their singular points. Two critical values of the dislocation scalar density
for isolated singular point are found. They are su�cient for the conversion of initial equation into
identity. Verhulst equation's bifurcation is important for analysis of di�erent kinds of singular
points in determined form as well as under excitation by the white noise. The consequence is
given for stationary singular points, for another ordinary di�erential equation, for critical plate
parameters, for critical parameter of Verhulst equation excited by the noise, for dislocation e�ects,
for hardening and fracture of the plate. Zeldovich problem is formulated as a problem of obtaining
integrals for partial di�erential equations with singular points and topological invariant of the plate
dislocation structure.
Key Words: Singular points, �rst order partial di�erential equation, ordinary di�erential
equation, classi�cation of integrals, bifurcation point of Verhulst equation, white noise.
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