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Ïðèìåíåíèå íèäèíã-ðÿäîâ äëÿ ïîëóñîïðÿæåííîñòè

îòîáðàæåíèé Ëîðåíöà ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé

c⃝ Ì.È. Ìàëêèí1, Ê.À. Ñàôîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîìåðíûõ ðàçðûâíûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà ñ íóëåâîé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà íèäèíã-èíâàðèàíòîâ è íèäèíã-ðÿäîâ. Íèäèíã-
òåõíèêà áûëà ââåäåíà Äæ. Ìèëíîðîì è Â. Òåðñòîíîì äëÿ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ
îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé è ïðèìåíÿëàñü ðàíåå äëÿ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ê íóëåâîé ýíòðîïèè
ñ ïîìîùüþ íèäèíã-ðÿäîâ óäàåòñÿ çàäàòü èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæå-
íèé óêàçàííîãî êëàññà è, òåì ñàìûì, ñêîíñòðóèðîâàòü ïîëóñîïðÿæåííîñòü (à â òðàíçèòèâíîì
ñëó÷àå � ñîïðÿæåííîñòü) ñ ìîäåëüíûì ëîðåíöåâñêèì îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîãî íàêëîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, îòîáðàæåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà, íèäèíã-
èíâàðèàíòû

1. Ââåäåíèå

Îäíîìåðíûå ðàçðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñ äâóìÿ èíòåðâàëàìè ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ
(îòîáðàæåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà), à òàêæå èõ íàäñòðîéêè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè, äåìîí-
ñòðèðóþùèìè îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïîòîêîâ ñî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì ïðåäåëüíûõ òðà-
åêòîðèé, ïîäîáíûõ ïîâåäåíèþ òðàåêòîðèé â ñèñòåìàõ ñî ñòðàííûìè àòòðàêòîðàìè òèïà
àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ñì. [1] ). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè èí-
âàðèàíòíîé ìåðû è ñâÿçàííîé ñ íåé êîíñòðóêöèåé ïîëóñîïðÿæåííîñòè îòîáðàæåíèé ëî-
ðåíöåâñêîãî òèïà íóëåâîé ýíòðîïèè ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ìîäåëÿìè ïîñòîÿííîãî íàêëî-
íà. Äëÿ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ïîäîáíàÿ êîíñòðóêöèÿ
áûëà ïðèâåäåíà â ðàáîòå [6] . Äëÿ ýòîãî áûëà ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíà òåõíèêà íèäèíã-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íèäèíã-ðÿäîâ.

Íèäèíã-òåõíèêà áûëà ââåäåíà Äæ. Ìèëíîðîì è Â. Òåðñòîíîì â [1] äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Êðîìå ñèìâîëè÷åñêèõ íèäèíã-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìàëüíûõ íèäèíã-ðÿäîâ Ìèëíîð è Òåðñòîí
ðàññìàòðèâàëè çíà÷åíèÿ íèäèíã-ðÿäîâ âíóòðè êîìïëåêñíîãî êðóãà ñõîäèìîñòè. Ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íèäèíã-ðÿäîâ ðàâåí åäèíèöå,
òàê ÷òî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà ìîæíî ïðèìåíÿòü ìîùíûå ñðåäñòâà òåîðèè àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè htop(f) îòîáðàæåíèÿ
f íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèîíàëüíîãî íèäèíã-ðÿäà ñòðîãî ìåíüøå åäè-
íèöû, è òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñ àíàëèòè÷åñêèìè íèäèíã-ðÿäàìè
è èõ îáðàòíûìè � äèíàìè÷åñêèìè äçåòà-ôóíöèÿìè Àðòèíà-Ìàçóðà � âïëîòü äî ãðàíèöû
ñõîäèìîñòè (ò.å. âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà). Ïîýòîìó íèäèíã-òåõíèêà îáû÷íî ïðèìåíÿëàñü
äëÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíòðîïèåé (êàê â
çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè, òàê è ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ). Â ðàáîòàõ
Ì.È. Ìàëêèíà [2] , [5] , [6] îíà áûëà îáîáùåíà íà ðàçðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî
òèïà ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Â ÷àñòíîñòè, áûëà ïîñòðîåíà ïîëóñî-
ïðÿæåííîñòü ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ïîñòîÿííîãî íàêëîíà, ðàâíîãî htop(f) .

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà Íèæåãîðîä-
ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, malkin@unn.ru

2 Ñòóäåíò Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä
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Ìû ïåðåíîñèì ýòó êîíñòðóêöèþ íà ñëó÷àé ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé áåç ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ èìåþò íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ è èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî âðàùåíèÿ è îêàçûâàþòñÿ ïîëóñîïðÿæåííûìè èððàöèîíàëüíîìó ïîâîðîòó îêðóæíî-
ñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè
íèäèíã-ðÿäîâ âîçìîæåí, òàê ÷òî è â ñëó÷àå íóëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè íèäèí-
òåõíèêà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíóþ ìåðó è çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû
äëÿ ïîëóñîïðÿæåííîñòè ñ ìîäåëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè ïîñòîÿííîãî íàêëîíà.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 15-01-03687-à, 14-01-00344) è RSF
grant 14-41-00044.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé f : I → I îòðåçêà I = [0; 1] â ñåáÿ � îòîáðàæåíèé
ëîðåíöåâñêîãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1. f -íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ
[0; cf ) è (cf ; 1] ,

2. limx→cf+0 f(x) = 0 ,

3. limx→cf−0 f(x) = 1 .

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ, ôàêòè÷åñêè, óäîáíûìè óñëîâèÿìè
íîðìèðîâêè (èíòåðåñíàÿ äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîëüêî ïåðâîìó óñëî-
âèþ, èìååò ìåñòî ëèøü íà îòðåçêå f(cf+), f(cf−) ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà òî÷íûõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà

D0 = {cf}, Dn = {x ∈ I|fn(x) = cf , f
n−1(x) ̸= f}, D = ∪∞

n=0Dn.

Ñîãëàñíî [3] , òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ äëÿ ðàçðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê

htop(f) = lim
n→∞

ln ln
n

, ãäå ln = cardDn. (2.1)

Äàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà
[0, log 2] .

Äàëåå âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèå f ôèêñèðîâàííûì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîä-
ìîæåñòâà J ⊂ I ââåäåì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

L(J, t) =
∞∑
i=0

li(J) t
i, ãäå li(J) = card (J ∩Dn).

Èç ôîðìóëû Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà èìååì

r(f) = r(L(I, t)) =
1

limn→∞
n
√
cardDn

. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.1) è (2.2) ïîëó÷àåì htop(f) = − log r(f) ïðè r ≤ 1 è âîïðîñ î
âû÷èñëåíèè ýíòðîïèè ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ r(f) .

Ââåäåì åùå îäíó ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ïîëóêîëüöå R îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ,
èñïîëüçóÿ ñèìâîëè÷åñêîå îïèñàíèå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷êè x ∈ I\D íàçûâà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω(x) = ω0 ω1 ω2 . . . , ãäå ωi = sign (f i(x) − cf ) . Ôîðìàëüíûé
ñòåïåííîé ðÿä ω̃(x, t) =

∑∞
i=0 ωi t

i ïåðåìåííîãî t áóäåì íàçûâàòü íèäèíã-ðÿäîì òî÷êè
x .

Îòîáðàæåíèå ω(x) óñòàíàâëèâàåò ïîëóñîïðÿæåííîñòü ìåæäó îãðàíè÷åíèåì f íà ìíî-
æåñòâî I\D è îäíîñòîðîííåé ñõåìîé Áåðíóëëè èç äâóõ ñèìâîëîâ {+1,−1} (ñ òèõîíîâñêîé
òîïîëîãèåé è ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì).

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D îïðåäåëèì ïàðó íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî ôîðìóëå:

K+(x)
def
= lim

y→x+0
ω(y), K−(x)

def
= lim

y→x−0
ω(y), y ∈ I\D.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Íèäèíã-èíâàðèàíòîì îòîáðàæåíèÿ f ∈ F íàçûâàåòñÿ
ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (K+

f , K
−
f ) = (K+

f (cf ), K
−
f (cf )) .

Êàæäîìó ýëåìåíòó (x, y) ∈ R ñîïîñòàâèì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

K((x, y), t) = K̃−(y, t)− K̃+(x, t).

Ââåäåííûå ðÿäû ñâÿçàíû ôîðìàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (ñì. [2] )

K((x, y), t) = (K̃+
f (t)− K̃

−
f (t))L((x, y), t). (2.3)

Ëîðåíöåâñêîå îòîáðàæåíèå f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíî-
ñòè, åñëè îòîæäåñòâèòü êîíöû èíòåðâàëà I . Ïðè ýòîì îòîæäåñòâëåííàÿ òî÷êà ñòàíîâèòñÿ
òî÷êîé ðàçðûâà, à cf � òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæå-
íèå îêðóæíîñòè f̄ . Äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü ïîäíÿòèå, ò.å. îòîáðàæåíèå
F : R → R , äëÿ êîòîðîãî f̄ ◦ π = π ◦ F . Äàëåå, àíàëîãè÷íî íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèÿì
îêðóæíîñòè ââîäèòñÿ ÷èñëî âðàùåíèÿ

ρ(f, x) = lim
n→∞

F n(x)− x
n

è ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ
ρ(f) = {ρ(f, x)|x ∈ I},

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì èíòåðâàëîì, âîçìîæíî òðèâèàëüíûì.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî

âðàùåíèÿ òðèâèàëüíî è ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Äàííîå óñëîâèå ðàâíîñèëü-
íî îòñóòñòâèþ ó îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, à ñëåäîâàòåëüíî, îíî èìååò íóëåâóþ
òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

3. Ïîñòðîåíèå êóñî÷íî-ëèíåéíîé ìîäåëè

Äëÿ íà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé f(0) = f(1) . Ïðè ýòîì óñëîâèè îòîáðàæåíèå
f̄ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî èððàöèîíàëüíûé ãîìåîìîðôèçì
îêðóæíîñòè ñòðîãî ýðãîäè÷åí, ïðè ýòîì ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííîé ýðãîäè÷å-
ñêîé ìåðû ïîëóñîïðÿãàåò ãîìåîìîðôèçì ñ ïîâîðîòîì îêðóæíîñòè íà óãîë ρ(f) . Èñïîëü-
çóÿ ñòåïåííûå ðÿäû èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ åäèíñòâåííîé
èíâàðèàíòíîé íîðìèðîâàííîé ìåðû. Äàëåå ìû ïåðåíåñåì íàøó êîíñòðóêöèþ íà ñëó÷àé
f(0) ̸= f(1) .
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Èç óñëîâèÿ íóëåâîé ýíòðîïèè èìååì r(f) = r(L(I, t)) = 1 . Òàê êàê 0 ≤ ln(J) ≤ ln(I) ,
òî ñòåïåííûå ðÿäû L(J, t) îïðåäåëÿþò àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè |t| < 1 . Ðàññìîòðèì
âûðàæåíèå

Λ(J, t) =
L(J, t)

L(I, t)
. (3.4)

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ðÿäà L(I, t) íåîòðèöàòåëüíû è ïðè ýòîì íå âñå ðàâíû íóëþ,
ýòà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) . Ñëåäîâàòåëüíî
äëÿ êàæäîãî J ⊂ I ôóíêöèÿ Λ(J, t) îïðåäåëåíà ïðè 0 ≤ t < 1 è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 ≤ Λ(J, t) ≤ 1 ïðè 0 ≤ t < 1.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ è íåïðåðûâíîñòè ïî ïåðåìåííîé t ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðå-
äåë

Λ(J) = lim
t→1

Λ(J, t).

Äëÿ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ J ∈ R ôóíêöèþ Λ(J, t) ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì ñïîñî-
áîì. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî r(f) = 1 ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì
àíàëèòè÷åñêîé ôóêíöèè K+

f − K−
f . Òîãäà ðÿä K(I, t) = (K+

f − K−
f )L(I, t) îïðåäåëÿåò

àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ â êðóãå | t| < 1 è îòëè÷íóþ îò 0 íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) .
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ( 2.3 ), èìååì

Λ(J, t) =
K(J, t)

K(I, t)
. (3.5)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ôóíêöèÿ ϕ(x) = Λ([0, x)) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è
íåïðåðûâíîé ñëåâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáîõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå Λ([0, x1)) ≤ Λ([0, x2))
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x1 < x2 ∈ I . Èç íåðàâåíñòâà x1 < x2 ñëåäóåò, ÷òî [0, x1) ⊂ [0, x2) .
Äàëåå, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ èìååì

0 ≤ ln([0, x1)) ≤ ln([0, x2)),

Λ([0, x1), t) ≤ Λ([0, x1), t).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ( 3.4 ) ñëåäóåò íåóáûâàíèå ôóíê-
öèè ϕ(x) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ñâîéñòâà ñíà÷àëà ïîêàæåì àääèòèâíîñòü ôóíêöèè Λ(J)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.2. Ïóñòü a < b < c ∈ I . Òîãäà Λ([a, c)) = Λ([a, b)) +
Λ([b, c)) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äîêàçàòåëüñòâó âîñïîëüçóåìñÿ
ñîîòíîøåíèåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

ln([a, c)) = ln([a, b)) + ln([b, c)),

èç êîòîðîãî ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â 3.4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íåïðåðûâíîñòü ñëåâà äëÿ ϕ(x) îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x1→x2

L([x1, x2)) = 0, ∀x1 < x2 ∈ I.
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Ïî ôóíêöèè ϕ(x) ïîñòðîèì ìåðó Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì µϕ . Äàí-
íàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé è íîðìèðîâàííîé. Ïðè ýòîì ìåðà ëþáîãî çàìêíóòîãî èëè
îòêðûòîãî èíòåðâàëà, à òàêæå ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà J ⊂ I âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

µϕ(J) = Λ(J).

Íàøà çàäà÷à � ïîêàçàòü, ÷òî ìåðà µϕ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.3. Åñëè ïîëóèíòåðâàë J = [x, y) öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â
îäíîì èç èíòåðâàëîâ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f , òî Λ(f(J)) = Λ(J) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â íàøåì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå f |J ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì,
ïîýòîìó ln(f(J)) = ln+1(J) è L(f(J), t) = tL(J, t) . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ( 3.4 ), ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè ìåðû µϕ ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà ñëó÷àé f(0) =
f(1) . Â ýòîì ñëó÷àå ïðîîáðàç ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà J = [x, y) ìîæíî ðàçáèòü íà äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëà U1, U2 òàêèõ, ÷òî f(U1) ∩ f(U2) = ∅ è îòîáðàæåíèÿ
f |Ui

ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

Λ(f−1(J)) = Λ(U1 ∪ U2) = Λ(U1) + Λ(U2) = Λ(f(U1)) + Λ(f(U2)) = Λ(J).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü ìåðû µϕ . Â îñòàëüíûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ðàñ-
ñóæäåíèÿ îñòàþòñÿ àíàëîãè÷íûìè, åñëè ïîêàçàòü, ÷òî

µϕ[f(0), f(1− 0)) = 0.

Ïðè óñëîâèè f(0) > f(1) ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê

f−1([f(0), f(1)]) = ∅.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàéäóòñÿ a, b ∈ I\∂I , äëÿ êîòîðûõ f(a) = 1, f(b) = 0 . Òîãäà ìû
èìååì

µϕ(I) = µϕ[0, a) + µϕ[a, c) + µϕ[c, b) + µϕ[b, 1) = µϕ[0, f(0))+

+2µϕ[f(0), f(1− 0)) + µϕ[f(1− 0), 1) = µϕ(I) + µϕ[f(0), f(1− 0))

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî µϕ[f(0), f(1− 0)) = 0 .
Âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, ïîäõîäÿò äëÿ ëþáîãî ëîðåíöåâñêîãî îòîáðàæå-

íèÿ ñ íóëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Äàëåå äëÿ íàñ áóäåò âàæíà èððàöèîíàëüíîñòü
÷èñëà âðàùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, à çíà÷èò è
îäíîòî÷å÷íûõ ïîäìîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû (íå èìååò àòîìîâ).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò:

µϕ[x, y) = µϕ(x, y).

Èñõîäÿ èç ( 3.5 ), ôóíêöèþ ϕ(x) ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì ñïîñîáîì, à èìåííî:

ϕ(x) =


0, x = 0

K([0, x), t)

K([0, 1), t)
, 0 < x < 1.

Ôóíêöèÿ ϕ : I → I äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, íåóáûâàþùåé è
ñþðúåêòèâíîé. Ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ óñòàíàâëèâàåò ïîëóñîïðÿæåííîñòü ìåæäó
èñõîäíûì îòîáðàæåíèåì f è êóñî÷íî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.
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Îáîçíà÷èì ω = µϕ[0, f(0)) . Äëÿ êàæäîãî 0 ≤ x < c âûïîëíÿåòñÿ

ϕ(f(x)) = µϕ[0, f(x)) = µϕ[0, f(0)) + µϕ[f(0), f(x)) = ω + µϕ[0, x) = ϕ(x) + ω

Äëÿ îñòàëüíûõ c ≤ x < 1 ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

ϕ(f(x)) = µϕ[0, f(x)) = µϕ[0, f(1− 0))− µϕ[f(x), f(1− 0)) = µϕ[0, f(0))+

+µϕ[f(0), f(1− 0)) + µϕ[x, 1) = ω + 1− µϕ[0, x) = 1− ϕ(x) + ω.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ϕ ◦ f = fω ◦ ϕ , ãäå

fω(x) =

{
x+ ω, 0 ≤ x < 1− ω,
1− x+ ω, 1− ω ≤ x < 1.

Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîâîðîò îêðóæíîñòè (åäèíè÷íîé äëè-
íû) íà óãîë ω , à åãî ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà ρ(fω) = ω . Òàê êàê
ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîëóñîïðÿæåííîñòè, òî ñïðàâåäëèâî ðâåíñòâî

ω = ρ(f) = µϕ[0, f(0)).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Ò å î ð å ì à 3.1. Â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
åäèíñòâåííàÿ íîðìèðîâàííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ìîæåò áûòü âûðàæåíà íà èíòåðâà-
ëàõ J ∈ I ñ ïîìîùüþ íèäèíã ðÿäîâ â âèäå µϕ(J) = Λ(J) limt→1 Λ(J, t) , ãäå Λ(J, t) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ìåðå ïîëóñîïðÿæåííîñòü ñ ìîäåëüíûì
êóñî÷íî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîãî íàêëîíà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ ρ(f) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ϕ(x) =


0, x = 0,

K([0, x), t)

K([0, 1), t)
, 0 < x < 1.
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Application of kneading series to semiconjugacy of Lorenz

maps of zero entropy

c⃝ M.Malkin3, K. Safonov4

Abstract. For one-dimensional discontinuous maps of Lorenz type with zero topological entropy,
we apply the technique of kneading invariants and kneading series. The kneading technique was
introduced �rst by J. Milnor and W. Thurston for continuous piecewise-monotone one-dimensional
maps and was applied to maps with positive topological entropy. In present paper we show that by
approaching the zero entropy one may (using kneading series) de�ne invariant measure for Lorenz
maps under consideration. Thus one may construct semiconjugacy (being actually a conjugacy in
the transitive case) with a model map of unit slope.
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