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ÓÄÊ 517.9

Ãðàôîâûé êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ
c⃝ Â.Å. Êðóãëîâ1,Î.Â. Ïî÷èíêà2

Àííîòàöèÿ. Èçó÷åíèå äèíàìèêè ïîòîêà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïóòåì ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íà ÿ÷åéêè ñ îäèíàêîâûì ïðåäåëüíûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé âíóòðè ÿ÷åéêè âîñ-
õîäèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì À. À. Àíäðîíîâà, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å. À. Ëåîíòîâè÷, À. Ã.
Ìàéåðà. Òèïû ÿ÷ååê (êîòîðûõ êîíå÷íîå ÷èñëî) è èõ ïðèìûêàíèå äðóã ê äðóãó ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿþò êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðà-
åêòîðèé. Åñëè â êàæäîé ÿ÷åéêå ãðóáîãî ïîòîêà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò âûáðàòü ïî îäíîé
òðàåêòîðèè, òî ÿ÷åéêè ðàñïàäàþòñÿ íà, òàê íàçûâàåìûå, òðåóãîëüíûå îáëàñòè, êîòîðûå èìåþò
îäèí åäèíñòâåííûé òèï. Êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ïðèâîäèò ê òðåõöâåòíî-
ìó ãðàôó À. À. Îøåìêîâà è Â. Â. Øàðêî, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûì
îáëàñòÿì, à ðåáðà � ñâÿçûâàþùèì èõ ñåïàðàòðèñàì. Èìè äîêàçàíî, ÷òî äâà òàêèõ ïîòîêà
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ òðåõöâåòíûå ãðàôû èçîìîðôíû.
Â òîé æå ðàáîòå äàíà ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ÿçû-
êå àòîìîâ è ìîëåêóë. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äèíàìèêà Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ
äàíà ñ ïîìîùüþ îñîáûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷åòûð¼õöâåòíûõ ãðàôîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîöâåòíûé ãðàô, òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, Ω -óñòîé÷èâûé ïîòîê

1. Ââåäåíèå

Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê êà÷åñòâåííîìó èçó÷åíèþ äèíàìèêè ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ ñîñòîèò â âûäåëåíèè íà íåñóùåì ìíîãîîáðàçèè
îáëàñòåé ñ ïðåäñêàçóåìûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé � ÿ÷ååê. Òàêîé âçãëÿä íà íåïðåðûâíûå
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîé ðàáîòå A. À. Àíäðîíîâà è Ë. Ñ. Ïîíòðÿ-
ãèíà [1] 1937 ãîäà, â êîòîðîé îíè ðàññìîòðåëè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = v(x), (∗)

ãäå v(x) � C1 -âåêòîðíîå ïîëå, çàäàííîå â êðóãå íà ïëîñêîñòè, ãðàíèöà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
êðèâîé áåç êîíòàêòà, è íàøëè êðèòåðèé ãðóáîñòè ñèñòåìû (*).

Â ðàáîòàõ E. À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé è À. Ã. Ìàéåðà [5], [6] ðàññìàòðèâàëñÿ áîëåå
îáùèé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, è èõ êëàññèôèêàöèÿ òàêæå áûëà îñíîâàíà íà èäåÿõ î
âûäåëåíèè ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûõ òðàåêòîðèé, îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå êîòîðûõ (ñõåìà
Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò êà÷åñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà òðàåêòîðèè. Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ â îáîáùåíèè
ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîãî
ðîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íîâîãî òèïà äâèæåíèÿ � íåçàìêíóòàÿ ðåêóððåíòíàÿ òðàåêòî-
ðèÿ. Îòñóòñòâèå òàêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ãðóáûõ ïîòîêîâ áåç îñîáåííîñòåé íà 2-òîðå áûëà
äîêàçàíà À. Ã. Ìàéåðîì [7] â 1939 ãîäó. Â 1971 â ðàáîòå [10] Ì. Ïåéøîòî îáîáùèë ñõåìó
Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ è
ïîëó÷èë òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ïîòîêîâ, îïÿòü-òàêè èçó÷èâ âñå äîïóñòè-
ìûå ÿ÷åéêè äëÿ íèõ è ââåäÿ êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, îáîá-
ùàþùèé ñõåìó Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà. Â 1976 ãîäó Ä. Íåéìàíîì è Ò. Î'Áðàéåíîì [8] íà ïðî-
èçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ áûëè ðàññìîòðåíû òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå ïîòîêè � ïîòîêè

1 Ñòóäåíò ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî; kruglovslava21@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
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áåç íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ îïèñàííûå âûøå
ïîòîêè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Îíè ââåëè ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ ðåãóëÿð-
íûõ ïîòîêîâ � îðáèòàëüíûé êîìïëåêñ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðîñòðàíñòâî îðáèò
ïîòîêà, îñíàùåííîå íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé. Â 1998 ãîäó À. À. Îøåìêîâ
è Â. Â. Øàðêî [9] ââåëè íîâûé èíâàðèàíò äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà íà ïîâåðõíîñòÿõ � òðåõ-
öâåòíûé ãðàô, è îïèñàëè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè òàêèõ ãðàôîâ, êîòîðûé,
îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, òî åñòü âðåìÿ åãî ðàáîòû íå îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì
ïîëèíîìîì îò äëèíû çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè. Â òîé æå ðàáîòå îíè ïîëó÷èëè ïîë-
íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ â òåðìèíàõ
àòîìîâ è ìîëåêóë, ââåä¼íûõ â ðàáîòå À. Ò. Ôîìåíêî [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G , ñîñòîÿùèé èç Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ ϕt

íà ïîâåðõíîñòÿõ S . Êàæäîìó ïîòîêó èç êëàññà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô ñ âåðøèíàìè ÷åòûð¼õ öâåòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿì, íà êîòîðûå ïîâåðõ-
íîñòü S äåëèòñÿ ãðàíè÷íûìè îêðóæíîñòÿìè îêðåñòíîñòåé ïðåäåëüíûõ öèêëîâ; êàæäîå
ðåáðî ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò îáùåé ãðàíèöå ýòèõ îáëàñòåé è îðèåíòèðîâàíî â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì, ïåðåñåêàþùèì ýòó ãðàíèöó.
Âåðøèíàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îáëàñòÿì áåç îñîáûõ òðàåêòîðèé, ïðèñâîåí âåñ, õàðàêòåðè-
çóþùèé ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â ýòèõ îáëàñòÿõ; äëÿ îïèñàíèÿ îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ ñåä-
ëîâûå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì îáëàñòÿì âåðøèíû îñíàùàþòñÿ ÷åòûð¼õöâåòíûì
ãðàôîì. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî èçîìîðôíîñòü îñíàùåííûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì òî-
ïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ.

2. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Ω -óñòîé÷èâîãî ïîòîêà

Èç êðèòåðèÿ Ω -óñòîé÷èâîñòè [11] ñëåäóåò, ÷òî ïîòîêè êëàññà G èìåþò íåáëóæäà-
þùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è íå èìåþò öèêëîâ, òî åñòü íàáîðîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

x1, . . . , xk, xk+1 = x1

ñî ñâîéñòâîì
W s

xi
∩W u

xi+1
̸= ∅, i = 1, . . . , k.

Ïðè ýòîì â êëàññå G ñèñòåìû ìîãóò áûòü êàê ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè, òàê è íåò, à
îïðåäåëÿåòñÿ ýòî îòñóòñòâèåì èëè íàëè÷èåì ñâÿçîê � ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî.
Óñëîâèå Ω -óñòîé÷èâîñòè âëå÷åò òîò ôàêò, ÷òî ñâÿçêè ïîòîêà èç êëàññà G íå îáðàçóþò
çàìêíóòûõ êðèâûõ.

Åñëè ïîòîê ϕt ∈ G íå èìååò íè ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, íè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ,
òî îí èìååò â òî÷íîñòè äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè: èñòî÷íèê è ñòîê, âñå òàêèå ïîòîêè òîïî-
ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó âåçäå äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòîê ϕt ∈ G
èìååò ëèáî õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ òî÷êó, ëèáî õîòÿ áû îäèí ïðåäåëüíûé öèêë.

Ñîãëàñíî [1], ëþáîé ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà ϕt ∈ G èìååò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðô-
íóþ êîëüöó ëèáî ïë¼íêå Ì¼áèóñà, ñ ãðàíèöåé, òðàíñâåðñàëüíîé òðàåêòîðèÿì ïîòîêà ϕt , íå
ñîäåðæàùåé äðóãèõ öèêëîâ è íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Âûáåðåì âîêðóã êàæäîãî ïðåäåëüíîãî
öèêëà ïîòîêà ϕt òàêóþ îêðåñòíîñòü. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ
îêðóæíîñòåé ýòèõ îêðåñòíîñòåé êàê Ri, i = 1, l . Íàáîð âñåõ Ri äëÿ äàííîãî ϕt íàçîâ¼ì
ðàçðåçàþùèì íàáîðîì, à åãî ýëåìíòû � ðàçðåçàþùèìè îêðóæíîñòÿìè.

Ïîëîæèì Ŝ = S\
l∪

i=1

Ri . Êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Ŝ íàçîâ¼ì ýëåìåíòàðíîé

îáëàñòüþ. Ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè î÷åâèäíî ìîãóò áûòü ÷åòûð¼õ òèïîâ:
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1) Îáëàñòü òèïà S , ñîäåðæàùàÿ åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë è íå ñîäåðæàùàÿ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê;

2) Îáëàñòü òèïà A , ñîäåðæàùàÿ åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê èëè åäèíñòâåííûé ñòîê è íå
ñîäåðæàùàÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è äðóãèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê;

3) Îáëàñòü òèïà M , ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó è íå
ñîäåðæàùàÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

4) Îáëàñòü òèïà E , íå ñîäåðæàùàÿ îñîáûõ òðàåêòîðèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Υϕt íàçîâåì ãðàôîì ïîòîêà
ϕt ∈ G , åñëè

(1) âåðøèíû ãðàôà âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûì îáëàñòÿì è,
ñîîòâåòñòâåííî, ðàñêðàøåíû â îäèí èç ÷åòûð¼õ öâåòîâ S , A , E èëè M ;

(2) ðåáðà ãðàôà âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ðàçðåçàþùèì îêðóæíîñòÿì, è
êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿåò òå âåðøèíû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè, èìåþùèå îá-
ùåé ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ðåáðó ðàçðåçàþùóþ îêðóæíîñòü; îðèåíòàöèÿ íà ðåáðå
ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ òðàåêòîðèé, ïåðåñåêàþùèõ
îêðóæíîñòü.

Ïðè ýòîì èç ñòðóêòóðû ïîòîêà ϕt è ñòðóêòóðû ðàçðåçàþùåãî íàáîðà ñëåäóåò, ÷òî
1) M -âåðøèíà ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà òîëüêî ñ S -âåðøèíàìè, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì

ðåáðîì ñ êàæäîé èç ýòèõ âåðøèí;
2) E -âåðøèíà ìîæåò áûòü èíöèäåíòíà òîëüêî äâóì ð¼áðàì, êîòîðûå ñîåäèíÿþò å¼ ñ

äâóìÿ ðàçëè÷íûìè S -âåðøèíàìè, ïðè÷¼ì îäíî èç ýòèõ ð¼áåð âõîäèò â E -âåðøèíó, äðóãîå
âûõîäèò;

3) A -âåðøèíà ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà òîëüêî ñ S -âåðøèíîé, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì
ðåáðîì;

4) S -âåðøèíà èìååò ñòåïåíü ëèáî 1, ëèáî 2, ïðè÷¼ì åñëè å¼ ñòåïåíü 2, òî îáà ðåáðà
ëèáî âõîäÿò â âåðøèíó, ëèáî âûõîäÿò èç íå¼.

Ðàçóìååòñÿ, èçîìîðôíîñòè îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ íåäîñòàòî÷íî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïîòîêîâ. Îäíàêî, îñíàñòèâ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Υϕt

äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé, ìû ïîëó÷èì îñíàùåííûé ãðàô Υ∗
ϕt , êëàññ èçîìîðôíîñòè

êîòîðîãî óæå åñòü ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ.

3. Îñíàùåíèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà

Ïîòîêè â îáëàñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíå òèïà A , áûâàþò èç äâóõ êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè (áàññåéí ñòîêà èëè áàññåéí èñòî÷íèêà), è íà ãðàôå ýòî âèäíî ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ðåáðà, êîòîðîìó èíöèäåíòíà ýòà âåðøèíà. Ïîòîêè â îáëàñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåðøèíå òèïà S , áûâàþò èç ÷åòûð¼õ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (êîëüöî ñ óñòîé÷èâûì ïðå-
äåëüíûì öèêëîì, êîëüöî ñ íåóñòîé÷èâûì, ïë¼íêà Ì¼áèóñà ñ óñòîé÷èâûì, ïë¼íêà Ì¼áèóñà
ñ íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì), íà ãðàôå ýòî âèäíî ïî íàïðàâëåíèÿì ð¼áåð è êî-
ëè÷åñòâó ð¼áåð, êîòîðûì èíöèäåíòíà ýòà âåðøèíà. Ïîòîêè â îáëàñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåðøèíå òèïà E , áûâàþò èç äâóõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîãëàñîâàí-
íîé è íåñîãëàñîâàííîé îðèåíòàöèè ïðåäåëüíûõ äëÿ òðàåêòîðèé E -îáëàñòè öèêëîâ (ñì.
ðèñóíîê 3.1). Îäíàêî ñòðóêòóðà E -îáëàñòè íå îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì,
ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåé åé âåðøèíå ìû áóäåì ïðèïèñàòü âåñ ¾+ ¿ â ñîãëàñîâàííîì ñëó-
÷àå è âåñ ¾− ¿ � â íå ñîãëàñîâàííîì. Ïîòîêè æå â M -îáëàñòÿõ ìîãóò áûòü èç ñ÷¼òíîãî
÷èñëà êëàññîâ, è ýòî íå îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì, ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ
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òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîòîêà â ýòèõ îáëàñòÿõ ìû áóäåì îñíàùàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
èì âåðøèíó ÷åòûð¼õöâåòíûì ãðàôîì.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ñëó÷àè ñîãëàñîâàííîé (ñëåâà) è íå ñîãëàñîâàííîé (ñïðàâà) îðèåíòàöèè öèêëîâ, ïðåäåëüíûõ äëÿ

òðàåêòîðèé íåêîòîðîé E -îáëàñòè . Æèðíûì íàðèñîâàíû ïðåäåëüíûå öèêëû, ïóíêòèðîì �

ðàçðåçàþùèå îêðóæíîñòè

Áîëåå äåòàëüíî.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ M -îáëàñòü; ýòî ëèáî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ëèáî âñÿ ïîâåðõ-

íîñòü S . Ïðîäîëæèì ïîòîê φt|M äî Ω -óñòîé÷èâîãî ïîòîêà f t|M , ãäå M � çàìêíóòàÿ
ïîâåðõíîñòü òàêàÿ, ÷òî M \M ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äèñêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ
f t èìååò â òî÷íîñòè îäíó íåáëóæäàþùóþ òî÷êó � ñòîê èëè èñòî÷íèê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0
f t , Ω1

f t , Ω2
f t ìíîæåñòâî âñåõ ñòîêîâ, ñ¼äåë, èñòî÷íèêîâ ïîòîêà f t

ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ îáëàñòè M ïîòîê f t èìååò õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ òî÷êó.
Ïîëîæèì

M̃ =M \ (Ω0
f t ∪W s

Ω1
ft
∪W u

Ω1
ft
∪ Ω2

f t).

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M̃ íàçûâàåòñÿ ÿ÷åéêîé. Ñîãëàñíî ðàáîòå [4], â ãðàíèöó
êàæäîé ÿ÷åéêè J âõîäèò åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê α è åäèíñòâåííûé ñòîê ω , à âñÿ ÿ÷åéêà
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåêòîðèé, èäóùèõ èç α â ω . Âûáåðåì îäíó òðàåêòîðèþ θJ â
êàæäîé ÿ÷åéêå J è áóäåì íàçûâàòü å¼ t -êðèâîé. Ïîëîæèì

T =
∪
J⊂S̃

θJ , M̄ = M̃\T .
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü

Áóäåì íàçûâàòü c -êðèâûìè ñåïàðàòðèñû, ñîåäèíÿþùèå ñ¼äëà (ñâÿçêè), u -êðèâûìè �
íåóñòîé÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû, èìåþùèå â çàìûêàíèè ñòîê, s -êðèâûìè � óñòîé-
÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû, èìåþùèå â çàìûêàíèè èñòî÷íèê. Áóäåì çàêðàøèâàòü íà
ðèñóíêàõ t -êðèâûå êðàñíûì öâåòîì, c -êðèâûå � æ¼ëòûì öâåòîì, u -êðèâûå � ñèíèì öâå-
òîì, à s -êðèâûå � çåë¼íûì. Èç ðàáîòû [4] ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ∆
ìíîæåñòâà M̄ (ìû íàçûâàåì å¼ ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ) ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó äèñêó
è å¼ ãðàíèöà ñîñòîèò èç îäíîé t -êðèâîé, îäíîé u -êðèâîé, îäíîé s -êðèâîé è êîíå÷íîãî
(âîçìîæíî ïóñòîãî) ìíîæåñòâà c -êðèâûõ (ñì. Ðèñ. 3.2).

Íà ðèñóíêå 3.3 èçîáðàæ¼í ïîòîê f t äëÿ íåêîòîðîãî ϕt ∈ G è âñå åãî ìíîãîóãîëüíûå
îáëàñòè.
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Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ïðèìåð ïîòîêà f t äëÿ íåêîòîðîãî ϕt ∈ G (ñâåðõó â öåíòðå) è åãî ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆f t ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîòîêà f t . Ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ïîòîêó f t ãðàô ΓM ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. äëÿ ïðèìåðà ðèñóíîê 3.4):

1) âåðøèíû ãðàôà ΓM âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîóãîëüíûì îáëàñòÿì
ìíîæåñòâà ∆f t ;

2) äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t , u èëè c , åñëè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýòèì âåðøèíàì ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ s -, t -, u - èëè c -êðèâóþ, ÷òî
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåáðàìè ãðàôà è s -, t -, u - è
c -êðèâûìè;

3) ïðè íàëè÷èè áîëåå ÷åì îäíîãî c -ðåáðà, âûõîäÿùåãî èç íåêîòîðîé âåðøèíû ãðà-
ôà ΓM , c -ð¼áðà ñ÷èòàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ñîãëàñíî ïîðÿäêó ïîÿâëåíèÿ c -êðèâûõ ïðè
îáõîäå ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè.
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Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ïðèìåð ïîòîêà f t äëÿ íåêîòîðîãî ϕt ∈ G è åãî ÷åòûð¼õöâåòíûé ãðàô

Íàçîâ¼ì st -öèêëîì ( tu -öèêëîì) öèêë ãðàôà ΓM , ñîñòîÿùèé òîëüêî èç ð¼áåð öâåòîâ
s è t ( t è u ).

Äâà ÷åòûð¼õöâåòíûõ ãðàôà ΓM è ΓM′ , ñîîòâåòñòâóþùèå ϕt|M è ϕ′t|M′ ñîîòâåòñòâåí-
íî, íàçîâ¼ì èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ψ âåðøèí
è ðåáåð îäíîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâåííî â âåðøèíû è ðåáðà äðóãîãî ãðàôà ñ ñîõðàíåíèåì
öâåòíîñòè âñåõ ð¼áåð è íóìåðàöèè c -ð¼áåð.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùàÿ èç [3].

Ò å î ð å ì à 3.1. Ãðàôû ΓM è ΓM′ èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕt|M
è ϕ′t|M′ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

4. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Îñíàù¼ííûì ãðàôîì Υ∗
ϕt ïîòîêà ϕt ∈ G íàçûâàåòñÿ

åãî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Υϕt , äîïîëíåííûé ñëåäóþùèìè äàííûìè:
(1) êàæäîé E -âåðøèíå ïðèïèñàí âåñ ¾+ ¿ èëè ¾− ¿;
(2) êàæäîé M -âåðøèíå ïðèïèñàí ÷åòûð¼õöâåòíûé ãðàô ΓM ;
(3) êàæäîìó ðåáðó (M,S) ( (S,M) ) ïðèïèñàí tu -öèêë ( st -öèêë) PM,S ãðàôà ΓM ,

ð¼áðà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò öâåòíûì êðèâûì ïîòîêà f t , ïåðåñåêàþùèì ãðàíè÷íóþ
îêðóæíîñòü îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî (íåóñòîé÷èâîãî) ïðåäåëüíîãî öèêëà (ñì. ðèñóíîê
4.1).
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ïîòîê ϕt è ãðàô Υ∗
ϕt . ×åðåç αi, i = 1, 3 îáîçíà÷åíû èñòî÷íèêè, ÷åðåç σ � ñåäëî, ÷åðåç

Ci, i = 1, 3 � ïðåäåëüíûå öèêëû, ÷åðåç Ri, i = 1, 6 è ïóíêòèðîì � ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè

ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.2. Äâà ãðàôà Υ∗
ϕt è Υ∗

ϕ′t íàçîâ¼ì èçîìîðôíûìè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ξ ðåáåð è âåðøèí ãðàôà Υ∗

ϕt ðåáðàì è
âåðøèíàì ãðàôà Υ∗

ϕ′t òàêîå, ÷òî:
1) ξ ñîõðàíÿåò öâåòíîñòü âåðøèí, íàïðàâëåíèå ð¼áåð è âåñà E -âåðøèí;
2) äëÿ âåðøèí M è ξ(M) ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ψ ãðàôîâ ΓM, Γξ(M) òàêîé, ÷òî

ψ(PM,S) = Pξ(M),ξ(S) .

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïîòîêè ϕt è ϕ′t èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îñíàùåííûå ãðàôû Υ∗

ϕt è Υ∗
ϕ′t èçîìîðôíû.

Áëàãîäàðíîñòè:Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò � 98 ¾Òîïîëîãè÷åñêèå ìå-
òîäû â äèíàìèêå¿) è Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû �
15-01-03689-à, 16-51-10005-Ko_à).
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Graph topological equivalence criterion for Ω -stable �ows
on surfaces

c⃝ V. E. Kruglov3,O. V. Pochinka4

Abstract. Study of �ow dynamics on surfaces by dividing a phase space into cells with the same
limit behavior of trajectories within the cell goes back to the classical works of A.A. Andronov, L.S.
Pontryagin, E.A. Leontovich and A.G. Mayer. Types of cells (which are �nite in number) and their
adjacency to each other fully determine the class of topological equivalence of a �ow with �nite
number of singular trajectories. If we select one trajectory in each cell of the rough stream without
periodic orbits, the cells break up into so-called triangular regions which have the same single type.
Combinatorial description of such a partition leads to three-colored graph of A.A. Oshemkov and
V.V. Sharko; the vertices of that graph correspond to the triangular areas and edges correspond
to separatrices that link them. These scientists demonstrated that two such �owsare topologically
equivalent if and only if their three-colored graphs are isomorphic. In the same paper they gave
full topological classi�cation of the Morse-Smale �ows in terms of atoms and molecules. In present
paper the dynamics of Ω -stable �ows on surfaces is described with help of special oriented graphs
and four-colored graphs.

Key Words: multicolored graph, topological invariant, Ω -stable �ow
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