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ÓÄÊ 519.17

Ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ

îãðàíè÷åííûìè ìèíîðàìè èõ ìàòðèö îãðàíè÷åíèé

c⃝ Ä.Â. Ãðèáàíîâ1, Ä.Ñ. Ìàëûøåâ2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ åñòåñòâåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíî-
æåñòâå, î âåðøèííîì è î ðåáåðíîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå êàê çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî C â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü îáåèõ çàäà÷ î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå â êëàññå ãðàôîâ, ó êîòî-
ðûõ âñå ìèíîðû ìàòðèö ñìåæíîñòè âåðøèí èëè ðåáåð íå ïðåâîñõîäÿò C ïî àáñîëþòíîìó
çíà÷åíèþ. Â ñòàòüå òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíî-
æåñòâå è êëàññà ãðàôîâ, êîòîðûé çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé âñåõ ìèíîðîâ
ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ ïîïîëíåíèåì òðàíñïîíèðîâàííûõ ìàòðèö èíöèäåíòíîñòè âåêòîðàìè èç
îäíèõ åäèíèö.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóëåâî ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå,
çàäà÷à î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå, ìàòðè÷íûé ìèíîð, ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì

1. Ââåäåíèå

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÏÇËÏ äëÿ êðàòêîñòè) � çàäà÷à ïîèñêà
ðåøåíèÿ, ìàêñèìèçèðóþùåãî çàäàííóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íà
çàäàííîì ïîëèýäðå ñ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèé è öåëî÷èñëåííûì âåêòîðîì
ïðàâîé ÷àñòè. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ çàäàííûõ A ∈ Zm×n,b ∈ Zm, c ∈ Zn , ÏÇËÏ ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ðåøèòü ñëåäóþùóþ ïðÿìóþ ëèíåéíóþ ïðîãðàììó (êðàòêî, ï.ë.ï.):

max cTx

Ax ≤ b,

x ≥ 0n,

ãäå 0n � âåêòîð ñ n êîìïîíåíòàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íóëåì, x � âåêòîð
èç n ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü. Ïðÿìàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ
ïðîãðàììà (ï.ö.ë.ï.) � ï.ë.ï., â êîòîðîé íàëîæåíî òðåáîâàíèå öåëî÷èñëåííîñòè íà çíà÷å-
íèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ. Â ïðÿìîé áóëåâîé ëèíåéíîé ïðîãðàììå (ï.á.ë.ï.) êàæäûé ýëåìåíò
âõîäíûõ äàííûõ A,b, c ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {0, 1} è äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé íàëî-
æåíî òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ýòîìó ìíîæåñòâó. Çàäàííàÿ ï.ö.ë.ï. (ï.á.ë.ï.) ÿâëÿåòñÿ
ýêçåìïëÿðîì ìàññîâîé ïðÿìîé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî (áóëåâà) ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (êðàòêî, ÏÇÖËÏ è ÏÇÁËÏ).

Äâîéñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà (êðàòêî, ä.ë.ï.) äëÿ ï.ë.ï., çàïèñàííîé âûøå, ýòî
ïðîãðàììà:

min bTy

ATy ≥ c,

y ≥ 0m.

1 Àññèñòåíò êàôåäðû àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, dimitry.gribanov@gmail.com

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíè-
âåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Í. Íîâãîðîä; dsmalyshev@rambler.ru
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Ðàçëè÷èå ìåæäó äâîéñòâåííûìè öåëî÷èñëåííûìè (áóëåâûìè) ëèíåéíûìè ïðîãðàììà-
ìè (êðàòêî, ä.ö.ë.ï. è ä.á.ë.ï.) è ä.ë.ï. òàêîå æå, êàê è â ñëó÷àå ïðÿìûõ ïðîãðàìì, ò.å.
íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå öåëî÷èñëåííîñòè (áóëåâîñòè) íà âñå âõîäíûå äàííûå è ïåðå-
ìåííûå. Ìàññîâàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî (áóëåâà) ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (êðàòêî, ÄÇÖËÏ è ÄÇÁËÏ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðåøèòü çàäàííóþ ä.ö.ë.ï.
(ä.á.ë.ï.).

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÏÇËÏ è ÄÇËÏ �
àëãîðèòìû Ë. Õà÷èÿíà [9], Í. Êàðìàðêàðà [8], Þ. Íåñòåðîâà (ñì. [11] è [12]). Ê ñîæà-
ëåíèþ, ÏÇÁËÏ è ÄÇÁËÏ ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè, ò.ê. íåêîòîðûå NP-òðóäíûå çàäà÷è
ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ÷åðåç ï.á.ë.ï. è ä.á.ë.ï. Òåì ñàìûì, ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíî-
ìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÏÇÁËÏ è ÄÇÁËÏ ìàëîâåðîÿòíî. Ïîýòîìó âûçûâàåò
èíòåðåñ ïîèñê ñëó÷àåâ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ÏÇÁËÏ è ÄÇÁËÏ.

Íàïîìíèì, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ âïîëíå óíèìîäóëÿðíîé, åñëè êàæ-
äûé åå ìèíîð ðàâåí ëèáî +1 , ëèáî −1 , ëèáî 0 . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå îïòèìàëüíûå
ðåøåíèÿ ëþáîé ï.ë.ï. èëè ä.ë.ï. ñ âïîëíå óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèé ÿâëÿ-
þòñÿ öåëî÷èñëåííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ï.ë.ï. è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ï.ö.ë.ï. ñ
âïîëíå óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèé ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñîâïàäà-
þò. Ïîýòîìó ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ÏÇËÏ è ÄÇËÏ (íàïðèìåð,
àëãîðèòìû èç [8],[9],[11],[12]) òàêæå ðåøàåò ÏÇÖËÏ è ÄÇÖËÏ ñ âïîëíå óíèìîäóëÿð-
íûìè ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé. Ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå
áèìîäóëÿðíîãî ñëó÷àÿ, ò.å. ìàòðèö îãðàíè÷åíèé, ìîäóëü êàæäîãî ìèíîðà êîòîðûõ ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó {0, 1, 2} . Òàêæå áûëî áû èíòåðåñíûì èññëåäîâàòü ñëîæíîñòü ÏÇÖËÏ è
ÄÇÖËÏ ñ ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé, èìåþùèìè îãðàíè÷åííûå ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ
ìèíîðû. Èìååòñÿ ïðåäïîëîæåíèå (äî ñèõ ïîð íå äîêàçàííîå), ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðî-
âàííîãî c ÏÇÖËÏ è ÄÇÖËÏ ðåøàþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â êëàññå ëèíåéíûõ
ïðîãðàìì, ëþáîé ìèíîð ìàòðèö îãðàíè÷åíèé êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò c ïî àáñîëþòíîìó
çíà÷åíèþ [14]. Ñóùåñòâóþò (ñì. [14]) âàðèàíòû ýòîé ãèïîòåçû, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ

ðàñøèðåííûå ìàòðèöû

(
cT

A

)
è
(
A b

)
.

Ê ñîæàëåíèþ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàêîïëåíî ñîâñåì íåìíîãî ðåçóëüòàòîâ î ñëîæíîñòè
ÏÇÖËÏ è ÄÇÖËÏ äëÿ êëàññîâ ëèíåéíûõ ïðîãðàìì ñ îãðàíè÷åííûìè ìèíîðàìè. Òàê,
ñëîæíîñòíûå ñòàòóñû ÏÇÖËÏ è ÄÇÖËÏ ñ áèìîäóëÿðíûìè ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé äî
ñèõ ïîð íå èçâåñòíû. Øàã íàâñòðå÷ó âûÿñíåíèþ ñëîæíîñòè â áèìîäóëÿðíîì ñëó÷àå áûë
ñäåëàí â ðàáîòå [15]. Èìåííî, áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàíã áèìîäóëÿðíîé m×n ìàòðèöû
A ðàâåí n è êàæäàÿ n × n ïîäìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ï.ö.ë.ï.
ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â ðàáîòå [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ÏÇÖËÏ
ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ìàòðèö îãðàíè÷åíèé, â êîòîðûõ âñå äåòåðìèíàíòû
êâàäðàòíûõ ïîäìàòðèö ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ëåæàò ìåæäó 1 è ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé
êîíñòàíòîé. Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè A � áóëåâà ìàòðèöà, èìåþùàÿ íå áîëåå ÷åì 2
åäèíèöû â êàæäîé ñòðîêå,b è c � áóëåâû âåêòîðà, è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ âñåõ ìèíîðîâ

ìàòðèöû

(
cT

A

)
íå ïðåâîñõîäÿò C ′ , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ï.á.ë.ï. ìîæåò áûòü ðåøåíà çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî C ′ . Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò ãðàôîâóþ
ïðèðîäó, ò.ê. ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå (çàäà÷è ïîèñêà
â ãðàôå ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí íàèáîëüøåé ìîùíîñòè) äëÿ çàäàííîãî
ãðàôà G èìååò òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè IT(G) ãðàôà G â êà÷åñòâå
ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé.

Ìû ðàññìàòðèâàåì åñòåñòâåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, î âåð-
øèííîì è î ðåáåðíîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå êàê çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
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ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äîêàçûâàåì ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü ýòèõ çàäà÷ äëÿ êëàñ-
ñîâ ãðàôîâ, èìåþùèõ îãðàíè÷åííûå ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ìèíîðû (ðàñøèðåííûõ)
ìàòðèö îãðàíè÷åíèé.

2. Íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è íà ãðàôàõ è èõ ÁËÏ-
ïîñòàíîâêè

Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ãðàôå � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî åãî ïîïàðíî íåñìåæíûõ
âåðøèí. Ðàçìåð íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí ãðàôà G
íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç α(G) . Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì
ìíîæåñòâå (êðàòêî, ÇÍÌ) äëÿ çàäàííûõ ãðàôà G è ÷èñëà k ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî α(G) ≥ k èëè íåò. Ýòî êëàññè÷åñêàÿ NP-ïîëíàÿ
çàäà÷à íà ãðàôàõ.

Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè è m ðåáðàìè, ÇÍÌ ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàíà â âèäå ñëåäóþùåé ï.á.ë.ï.:

max jTnx

IT(G)x ≤ jm,

x ∈ {0, 1}n,

ãäå jk � âåêòîð c k êîìïîíåíòàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïåðåìåííàÿ xv � èíäèêàòîð òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò
îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ ÇÍÌ. Íåðàâåíñòâî xv + xu ≤ 1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñìåæíûå âåð-
øèíû u è v îäíîâðåìåííî íå ïðèíàäëåæàò íèêàêîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ ïðîãðàììû,
ò.å. ÷òî ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü ISP (c) � ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ G òàêèõ, ÷òî àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ âñåõ ìè-

íîðîâ ìàòðèöû

(
jTn

IT(G)

)
íå ïðåâîñõîäÿò c . Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ôèêñèðîâàííîãî c ÇÍÌ ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ ãðàôîâ èç ISP (c) çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå ïîëó÷åí â ðàáîòå [1], íî íàøå äîêàçàòåëüñòâî áîëåå
ïðîñòîå è êîìïàêòíîå.

Âåðøèííûì äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî D ⊆
V (G) òàêîå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà V (G) \ D èìååò ñîñåäà â D . Ðàçìåð äîìè-
íèðóþùåãî ìíîæåñòâà ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ âåðøèííûì
÷èñëîì äîìèíèðîâàíèÿ ãðàôà G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç γ(G) . Çàäà÷à î âåðøèííîì äîìè-
íèðóþùåì ìíîæåñòâå (êðàòêî, ÇÂÄÌ) ñîñòîèò äëÿ çàäàííûõ ãðàôà G è ÷èñëà k â
òîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî γ(G) ≤ k èëè íåò. Çàäà÷à î ðåáåðíîì
äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå (êðàòêî, ÇÐÄÌ) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. ÇÂÄÌ
è ÇÐÄÌ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè NP-ïîëíûìè çàäà÷àìè íà ãðàôàõ.

Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè è m ðåáðàìè, ÇÂÄÌ è ÇÐÄÌ ìîãóò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ñëåäóþùèõ ä.á.ë.ï.:

min jTny min jTmy

(Av(G) + In)y ≥ jn, (Ae(G) + Im)y ≥ jm,

y ∈ {0, 1}n y ∈ {0, 1}m,

ãäå Av(G) è Ae(G) � ìàòðèöû ñìåæíîñòè âåðøèí è ðåáåð ãðàôà G , ñîîòâåòñòâåííî, à Ik
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà k . Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïåðâàÿ ïðîãðàììà äåéñòâèòåëüíî
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çàäàåò ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôà G . Ïåðåìåííàÿ yv ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôà
G . Íåðàâåíñòâî xv +

∑
u∈N(v)

xu ≥ 1 , ãäå N(v) � îêðåñòíîñòü âåðøèíû v , ãàðàíòèðóåò,

÷òî ìíîæåñòâî {v}∪N(v) ñîäåðæèò ýëåìåíò ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, ò.å. ÷òî ëþáîå
äîïóñòèìîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü VDSP (c) è EDSP (c) � ìíîæåñòâà âñåõ ãðàôîâ G òàêèõ, ÷òî àáñîëþòíûå
çíà÷åíèÿ âñåõ ìèíîðîâ ìàòðèö Av(G)+In è Ae(G)+Im íå ïðåâîñõîäÿò c , ñîîòâåòñòâåííî.
Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÂÄÌ ìîæåò áûòü
ðåøåíà äëÿ ãðàôîâ èç VDSP (c) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêæå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÐÄÌ ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ ãðàôîâ èç EDSP (c) çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

3. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ãðàô H íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G , åñëè H ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì âåðøèí
è ðåáåð (óäàëåíèå âåðøèíû ïðåäïîëàãàåò óäàëåíèå âñåõ èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð). Ãðàô
H íàçûâàåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G , åñëè H ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç G
óäàëåíèåì âåðøèí.

Êëàññ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ
âåðøèí. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ X ìîæåò áûòü çàäàí ìíîæå-
ñòâîì Y ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, ò.å. ãðàôîâ, ìèíèìàëüíûõ (îòíîñè-
òåëüíî óäàëåíèÿ âåðøèí) íå ïðèíàäëåæàùèõ X . Ïðè ýòîì ïðèíÿòà çàïèñü X = Free(Y) .
Ñèëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ � íàñëåäñòâåííûé êëàññ, çàìêíóòûé åùå è îòíîñè-
òåëüíî óäàëåíèÿ ðåáåð. Ëþáîé ñèëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ X ìîæåò áûòü çàäàí
ìíîæåñòâîì Y ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîäãðàôîâ. Ïðè ýòîì ïðèíÿòà çàïèñü X = Frees(Y) .

Äëÿ ëþáîãî c êëàññû ISP (c) è EDSP (c) ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íàñëåäñòâåííûìè. Äëÿ
ëþáîãî c êëàññ VDSP (c) ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ìîæíî ðàçáèòü íà íå áîëåå
÷åì äâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâà.

Ãðàô ñìåæíîñòè ðåáåð ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ðåáåðíûì ê G .
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö:

1. Jn � ìàòðèöà ïîðÿäêà n , ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ åäèíèö,

2. On � ìàòðèöà ïîðÿäêà n , ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ íóëåé,

3. In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ,

4. jn � âåêòîð ñ n êîìïîíåíòàìè, ñîñòîÿùèé èç îäíèõ åäèíèö,

5. on � âåêòîð ñ n êîìïîíåíòàìè, ñîñòîÿùèé èç îäíèõ íóëåé,

6. AT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A ,

7. I(G) � ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ãðàôà G ,

8. Av(G) � ìàòðèöà ñìåæíîñòè âåðøèí ãðàôà G ,

9. Ae(G) � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ðåáåð ãðàôà G .

Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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1. Kp,q � ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñ p âåðøèíàìè â ïåðâîé äîëå è q âåðøèíàìè âî
âòîðîé äîëå,

2. K ′
1,p � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç ãðàôà K1,p ïîäðàçáèåíèåì êàæäîãî åãî ðåáðà,

3. Kn � ïîëíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè,

4. On � ïóñòîé ãðàô ñ n âåðøèíàìè,

5. An � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {v1, . . . , vn, u1, . . . , un} è ìíîæåñòâîì ðåáåð
{vivj| i ̸= j} ∪ {v1u1, v2u2, . . . , vnun} ,

6. Bn � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {v1, . . . , vn, u1, . . . , un} è ìíîæåñòâîì ðåáåð
{vivj| i ̸= j} ∪ {uiuj| i ̸= j} ∪ {v1u1, v2u2, . . . , vnun} ,

7. Paln � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {v1, . . . , v2n+1, u1, . . . , un} è ìíîæåñòâîì ðåáåð
{vivi+1| 1 ≤ i ≤ 2n} ∪ {v2iui| 1 ≤ i ≤ n} ,

8. kG � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå k êîïèé ãðàôà G ,

9. äëÿ ãðàôà G è ïîäìíîæåñòâà V ′ ⊆ V (G) , G[V ′] � ïîäãðàô G , ïîðîæäåííûé ïîä-
ìíîæåñòâîì V ′ , G \ V ′ � ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç G âñåõ âåðøèí ïîäìíîæåñòâà V ′ ,

10. N(x) � îêðåñòíîñòü âåðøèíû x , N [x] , N(x) ∪ {x} .

4. Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå

4.1. Íåêîòîðîå âêëþ÷åíèå

Ë å ì ì à 4.1. Äëÿ ëþáîãî c ≥ 2 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ISP (c) ⊆ Frees({Palc}) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M(k, a) � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðè-

öû

(
jT3k+1

IT(Palk)

)
èçìåíåíèåì 1 íà a â ýëåìåíòå, ñîîòâåòñòâóþùåì âåðøèíå u1 â ïåðâîé

ñòðîêå. Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó ìàòðèöû M(k, a) , ïîðîæäåííóþ ñòîëáöàìè, ñîîòâåòñòâó-
þùèìè âåðøèíàì v1, v2, v3, u1 , à òàêæå ïåðâîé ñòðîêîé è ñòðîêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

ðåáðàì v1v2, v2v3, v2u1 . Ýòà ìàòðèöà M′ èìååò âèä


a 1 1 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 , ãäå ïåðâûé åå ñòîëáåö

ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå u1 , (i + 1) -ûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå vi äëÿ ëþáîãî
1 ≤ i ≤ 3 , âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì u1v2, v1v2, v2v3 ,
ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ïîêàçûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàöèé ñî ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû M′ :
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
a 1 1 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 −→


a 0 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 −→


a 0 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1

 −→


0 0 −a 1
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1

 −→


0 0 −a 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1

 −→


0 0 −a 1 + a
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 −→


0 0 0 1 + a
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà M(k, a) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ

ê ìàòðèöå


1 0 0 oT3k−2

0 1 0 oT3k−2

0 0 1 oT3k−2

o3k−2 o3k−2 o3k−2 M(k − 1, a+ 1)

 . Ñëåäîâàòåëüíî, | det(M(k, a))| =

| det(M(k − 1, a + 1))| , ò.å. | det(M(k, a))| = | det(M(1, a + k − 1))| . Î÷åâèäíî, ÷òî

det(M(1, a)) = −1−a . Ñëåäîâàòåëüíî, | det(M(k, a))| = |a+k| . Ò.ê. M(k, 1) =

(
jT3k+1

IT(Palk)

)
,

òî | det
(

jT3k+1

IT(Palk)

)
| = k + 1 .

Ìàòðèöà

(
jT3k+1

IT(Palk)

)
ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèé ÇÍÌ äëÿ ãðàôà

Palk . Ñëåäîâàòåëüíî, ISP (c) íå ñîäåðæèò ãðàôà Palc . Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ISP (c) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî íàñëåäñòâåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, âêëþ÷åíèå ISP (c) ⊆ Frees({Palc}) èìååò
ìåñòî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4.2. Òåîðåìà Ðèäà

Ïîêðûòèå íå÷åòíûõ öèêëîâ ãðàôà G � ïîäìíîæåñòâî X ⊆ V (G) òàêîå, ÷òî ãðàô
G \X ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

Ýëåìåíòàðíîé ñòåíîé âûñîòû h íàçûâàåòñÿ ãðàô, ñîñòîÿùèé èç h óðîâíåé, êàæäûé
èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç h ¾êèðïè÷åé¿, ãäå ïîä ¾êèðïè÷îì¿ ïîíèìàåòñÿ ïðîñòîé öèêë äëèíû
øåñòü, åñëè óðîâåíü íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì è íèæíèì, èíà÷å ýòî ïðîñòîé öèêë äëèíû ïÿòü.
Ýëåìåíòàðíàÿ ñòåíà âûñîòû 5 èçîáðàæåíà íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ýëåìåíòàðíàÿ ñòåíà âûñîòû 5

Ñòåíà Ýøåðà âûñîòû h ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ýëåìåíòàðíîé ñòåíû âûñîòû h ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü (v1, . . . , vh+1) è (u1, . . . , uh+1) � âåðõíèé è íèæíèé ïóòè ýëåìåí-
òàðíîé ñòåíû âûñîòû h , ñîîòâåòñòâåííî. Ìû çàìåíÿåì êàæäîå ðåáðî (vi, vi+1) íà ïðîñòîé
ïóòü (vi, w

′
i, vi+1) è êàæäîå ðåáðî (ui, ui+1) íà ïðîñòîé ïóòü (ui, w

′′
i , ui+1) . Äàëåå, äëÿ

êàæäîãî i ìû äîáàâëÿåì ðåáðî (w′
i, w

′′
h+1−i) è ïîäðàçáèâàåì åãî. Ñòåíà Ýøåðà âûñîòû 4

èçîáðàæåíà íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.
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Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ñòåíà Ýøåðà âûñîòû 4

Á. Ðèä äîêàçàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò â ðàáîòå [13].

Ò å î ð å ì à 4.1. Äëÿ ëþáûõ k è h ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî t(k, h) , ÷òî åñëè
G � ãðàô, íå ñîäåðæàùèé k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì íå÷åòíûõ öèêëîâ è íå
ñîäåðæàùèé ñòåíû Ýøåðà âûñîòû h â êà÷åñòâå ïîäãðàôà, òî G ñîäåðæèò ïîêðûòèå
íå÷åòíûõ öèêëîâ, èìåþùåå íå áîëåå t(k, h) ýëåìåíòîâ.

4.3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà

Ò å î ð å ì à 4.2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç ISP (c) ìî-
æåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô èç ISP (c) è c∗ , ⌈log2(c)⌉+1 .
Åñëè G ñîäåðæèò c∗ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì íå÷åòíûõ öèêëîâ, òî ìàòðèöà I(G)
ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó, èìåþùóþ c∗ áëîêîâ, îïðåäåëèòåëü êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâåí 2
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ìàòðèöà ñîäåðæèò ìèíîð, àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî 2c

∗
, ÷òî áîëüøå, ÷åì c . Ïîýòîìó G íå ñîäåðæèò c∗ íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ ïî âåðøèíàì íå÷åòíûõ öèêëîâ.
Î÷åâèäíî, ãðàô Palc ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ñòåíû Ýøåðà âûñîòû c . Ïî

Ëåììå 4.1 è Òåîðåìå 4.1 ãðàô G èìååò ïîêðûòèå íå÷åòíûõ öèêëîâ X ìîùíîñòè íå áîëåå
t(c∗, c) . Ýòî ïîêðûòèå ìîæåò áûòü íàéäåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïîñêîëüêó ìîæíî çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííûé ãðàô äâóäîëüíûì èëè íåò. ßñíî,
÷òî α(G) = max

X′⊆X,X′ � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî

(|X ′| + α(G \ (X ∪
∪

v∈X′
N(v)))) è ÷òî äëÿ ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà X ′ ìíîæåñòâà X ïîäãðàô G\ (X∪
∪

v∈X′
N(v)) ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì. ÇÍÌ

ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [16]. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç ISP (c) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê
ÇÍÌ äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÍÌ äëÿ ãðàôîâ
èç ISP (c) ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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5. Çàäà÷à î âåðøèííîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå

5.1. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ë å ì ì à 5.1. Ïóñòü c � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è c∗ , ⌈log2(c)⌉+1 . Òîãäà
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå VDSP (c) ⊆ Free({K1,c+2, Ac+2, Bc+1, c

∗K1,3, c
∗A3}) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé Av(K1,c+2) + Ic+3 ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôà

K1,c+2 ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé

(
1 jTc+2

jc+2 Ic+2

)
ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí −c− 1 , ò.ê. îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ìàòðèöå

(
−c− 1 oTc+2

oc+2 Ic+1

)
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé ÇÂÄÌ äëÿ
ãðàôà c∗K1,3 ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé ìàòðèöåé, èìåþùåé c∗ áëîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìå-
åò îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé −2 . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü âñåé ìàòðèöû ðàâåí (−2)c

∗
,

÷òî ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ áîëüøå, ÷åì c . Ñëåäîâàòåëüíî, K1,c+2 ̸∈ VDSP (c) è
c∗K1,3 ̸∈ VDSP (c) . Ò.ê. VDSP (c) ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
VDSP (c) ⊆ Free({K1,c+2, c

∗K1,3}) .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôîâ Ac+2 è Bc+1 èìååò ìàòðèöû îãðàíè÷å-

íèé

(
Jc+2 Ic+2

Ic+2 Ic+2

)
è

(
Jc+1 Ic+1

Ic+1 Jc+1

)
, ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïðèâå-

äåíà ê ìàòðèöå

(
Jc+2 − Ic+2 Oc+2

Oc+2 Ic+2

)
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëá-

öîâ. Ìàòðèöà Jc+2 − Ic+2 ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòîì, ÷åé îïðåäåëèòåëü ðàâåí
c+1∏
j=0

p(wj) , ãäå

p(x) , x + x2 + . . . + xc+1 è wj , e2πi·
j

c+2 [7]. ßñíî, ÷òî p(w0) = c + 1 è p(x) =

x + x2 + . . . + xc+1 = xc+2−1
x−1

− 1 äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x ̸= 1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

p(wj) = −1 äëÿ ëþáîãî j ∈ 1, c+ 1 . Ïîýòîìó |det(Jc+2−Ic+2)| = c+1 . Òàêèì îáðàçîì, ãðà-
ôû Ac+2 è c∗A3 íå ïðèíàäëåæàò êëàññó VDSP (c) , ò.å. VDSP (c) ⊆ Free({Ac+2, c

∗A3}) .

Ïîäìàòðèöà ìàòðèöû

(
Jc+1 Ic+1

Ic+1 Jc+1

)
, ïîðîæäåííàÿ ïåðâûìè c+2 ñòðîêàìè è ïîñëåäíèìè

c+ 2 ñòîëáöàìè, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé

(
jc+1 Ic+1

0 jTc+1

)
. Àáñîëþòíîå çíà÷åíèå åå îïðåäåëèòåëÿ

ðàâíî c+ 1 . Ïîýòîìó VDSP (c) ⊆ Free({Bc+1}) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

×åðåç R(a, b) ìû îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî Ðàìñåÿ, ò.å. íàèìåíüøåå ÷èñëî n
òàêîå, ÷òî ëþáîé ãðàô ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèò ëèáî Ka , ëèáî Ob â êà÷åñòâå ïîðîæäåí-
íîãî ïîäãðàôà.

Ë å ì ì à 5.2. Ïóñòü G ∈ VDSP (c) è D � ïðîèçâîëüíîå åãî ìèíèìàëüíîå äîìè-
íèðóþùåå ìíîæåñòâî. Òîãäà G[D] ∈ Free({KR(c+1,c+2)}) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G[D] ñîäåðæèò ïîëíûé ïîäãðàô ñ
k ≥ R(c + 1, c + 2) âåðøèíàìè. Ïóñòü âåðøèíû v1, . . . , vk ïîðîæäàþò ýòîò ïîëíûé ïîä-
ãðàô. Ïîñêîëüêó D � ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G , òî äëÿ ëþáîãî

i ∈ 1, k ñóùåñòâóåò âåðøèíà ui ∈ N(vi) \
k∪

j=1,j ̸=i

N(vj) . Ïî òåîðåìå Ðàìñåÿ ïîðîæäåííûé
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ïîäãðàô G[{u1, . . . , uk}] ãðàôà G ñîäåðæèò ëèáî Kc+1 , ëèáî Oc+2 â êà÷åñòâå ïîðîæäåí-
íîãî ïîäãðàôà. Ñëåäîâàòåëüíî, G ñîäåðæèò ëèáî Ac+2 , ëèáî Bc+1 â êà÷åñòâå ïîðîæäåí-
íîãî ïîäãðàôà. Ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäûäóùåé ëåììîé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå
ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 5.3. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô èç êëàññà VDSP (c) , r � ïðîèç-
âîëüíàÿ âåðøèíà G , Vk(r) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G , ðàñïîëîæåííûõ íà ðàñ-
ñòîÿíèè k îò âåðøèíû r . Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fc(·) : N ∪ {0} −→ N òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî k âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî α(G[Vk(r)]) ≤ fc(k) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî Ëåììå 5.1 ìîæíî ïîëîæèòü fc(0) = 1 è fc(1) = c+1 . Ïóñòü
k ≥ 2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fc(0), fc(1), . . . , fc(k − 1) óæå îïðåäåëåíû. Îïðåäåëèì fc(k) .
Ïóñòü Sk � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G[Vk(r)] ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí.
Ïóñòü Dk−1 � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà

∪
x∈Sk

N(x)∩Vk−1(r) , äîìèíèðóþùåå Sk è èìåþùåå

ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí. Ïî Ëåììå 5.1 íè îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà Dk−1 íå ìî-
æåò áûòü ñìåæíà ñ c+2 âåðøèíàìè ìíîæåñòâà Sk . Ñëåäîâàòåëüíî, |Dk−1| ≥ |Sk|

c+1
ïî ïðèí-

öèïó Äèðèõëå. Ò.ê. êëàññ VDSP (c) ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì è G ∈ VDSP (c) , òî ïîðîæ-
äåííûé ïîäãðàô G[Dk−1∪Sk] ãðàôà G ïðèíàäëåæèò êëàññó VDSP (c) . Ïî íàøåìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ G[Dk−1] ∈ Free({Ofc(k−1)+1}) . Ïî Ëåììå 5.2 G[Dk−1] ∈ Free({KR(c+1,c+2)}) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðàìñåÿ |Dk−1| ≤ R(R(c + 1, c + 2), fc(k − 1) + 1) . Ïîýòî-
ìó |Sk| ≤ (c + 1)R(R(c + 1, c + 2), fc(k − 1) + 1) . Òåì ñàìûì, ìû ìîæåì ïîëîæèòü
fc(k) = (c+ 1)R(R(c+ 1, c+ 2), fc(k − 1) + 1) + 1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

(K1,3, A3) -óïàêîâêà ãðàôà G � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî {G1, G2, . . . , Gs} ãðàôîâ òà-
êîå, ÷òî:

1. äëÿ ëþáîãî i ãðàô Gi ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G , èçîìîðôíûì
ëèáî K1,3 , ëèáî A3 ,

2. äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i è j ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôîâ Gi è Gj íå ïåðåñåêàþòñÿ
è íå ñóùåñòâóåò äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí u ∈ Gi è v ∈ Gj .

(K1,3, A3) -óïàêîâêà íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Ïî Ëåììå 5.1 ëþáàÿ (K1,3, A3) -óïàêîâêà ëþáîãî ãðàôà èç
VDSP (c) èìååò íå áîëåå [log2(c)] ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîìîðôåí K1,3 , è íå
áîëåå [log2(c)] ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîìîðôåí A3 . Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ
îïòèìàëüíàÿ (K1,3, A3) -óïàêîâêà ëþáîãî ãðàôà èç VDSP (c) ìîæåò áûòü íàéäåíà çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ò.ê. îíà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ ïîäìíîæåñòâ åãî
âåðøèí, èìåþùèõ íå áîëåå (4 + 6)[log2(c)] ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé ãðàô èç VDSP (c) è P , {G1, . . . , Gs} � íåêîòî-
ðàÿ îïòèìàëüíàÿ åãî (K1,3, A3) -óïàêîâêà. Ïóñòü Nd(P ) , {x ∈ V (G)| ∃i ∈ 1, s ∃y ∈ V (Gi)
òàêàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y íå ïðåâîñõîäèò d} . Ïóñòü DG , {D∗| D∗ � ïîäìíî-
æåñòâî ìíîæåñòâà N2(P ) , äîìèíèðóþùåå N1(P )} . Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà D∗ ∈ DG ìû
óäàëèì êàæäóþ âåðøèíó G , äîìèíèðóåìóþ ìíîæåñòâîì D∗ (D∗ äîìèíèðóåò êàæäóþ
âåðøèíó D∗ ). Ïîëó÷åííûé ãðàô îáîçíà÷èì ÷åðåç G(D∗) .

Ë å ì ì à 5.4. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà D∗ ∈ DG ãðàô G(D∗) ïðèíàäëåæèò êëàññó
Free({K1,3, A3}) . Åñëè D � äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G ñ íàèìåíüøèì êîëè÷å-
ñòâîì âåðøèí, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî γ(G) ≥ γ(G(D ∩N2(P ))) + |D ∩N2(P )| .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî V (G(D∗)) ∩ N1(P ) = ∅ ïî îïðåäåëåíèþ ãðà-
ôà G(D∗) . Îòñþäà è èç îïòèìàëüíîñòè óïàêîâêè P ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G(D∗) íå ìî-
æåò ñîäåðæàòü íè K1,3 , íè A3 â êà÷åñòâå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà. Äðóãèìè ñëîâàìè,
G(D∗) ∈ Free({K1,3, A3}) .

Ïóñòü D̃ , D ∩ N2(P ) è D′ , D \ D̃ . ßñíî, ÷òî D̃ ∈ DG . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G(D̃) , èìåþùåå íå áîëåå |D′| ýëåìåíòîâ. Ýòî î÷åâèäíî,
åñëè D′ ⊆ V (G(D̃)) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ D′ \ V (G(D̃)) . Çàìå-
òèì, ÷òî x ̸∈ N2(P ) . Ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôà G(D̃) ñóùåñòâóåò âåðøèíà y ∈ D̃ òàêàÿ, ÷òî
xy ∈ E(G) . ßñíî, ÷òî y ∈ N2(P ) \ N1(P ) . Ò.ê. D � äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà
G ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí, òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà z ∈ N(x) \

∪
v∈D,v ̸=x

N [v] .

Ñëåäîâàòåëüíî, z íå äîìèíèðóåòñÿ ìíîæåñòâîì D̃ . Ïîýòîìó âåðøèíà z ïðèíàäëåæèò
ãðàôó G(D̃) . Ìíîæåñòâî N(x) ∩ V (G(D̃)) ïîðîæäàåò ïîëíûé ãðàô. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè îíî ñîäåðæèò äâå íåñìåæíûå âåðøèíû v è u , òî N(y) ∩ {v, u} = ∅ è âåðøèíû
x, y, v, u ïîðîæäàþò ïîäãðàô K1,3 . Ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. óïàêîâêà P ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíîé. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî (D′ \ {x}) ∪ {z} äîìèíèðóåò V (G(D̃)) . Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî D′′ ãðàôà G(D̃) , ñîäåðæàùåå íå áîëåå |D′| âåð-
øèí. Ìíîæåñòâî D̃ ∪ D′′ ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì ãðàôà G . Áîëåå òîãî,
|D̃ ∪ D′′| = |D̃| + |D′′| ≤ |D̃| + |D′| = |D| = γ(G) . Ò.ê. γ(G(D̃)) ≤ |D′′| , òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî γ(G) ≥ γ(G(D̃)) + |D̃| .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

5.2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà

Ò å î ð å ì à 5.1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôîâ èç VDSP (c)
ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô èç êëàññà VDSP (c) .
Íåêîòîðàÿ åãî îïòèìàëüíàÿ (K1,3, A3) -óïàêîâêà P ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ. Ïóñòü Dopt � äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G , èìåþùåå ìèíèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî âåðøèí. Ïî Ëåììàì 5.2 è 5.3 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(·) : N −→ N òà-
êàÿ, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Dopt ∩ N2(P ) íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(·) â
òî÷êå c . Ïóñòü D∗

G , {D ∈ DG| |D| ≤ g(c)} . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî D∗
G ìîæåò

áûòü âû÷èñëåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïóñòü D ∈ D∗
G . Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà

D è ëþáîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà ãðàôà G(D) ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âåð-
øèí ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì ãðàôà G . Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî γ(G) ≤ |D| + γ(G(D)) . Îòñþäà è âòîðîé ÷àñòè Ëåììû 5.4 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
γ(G) = min

D∈D∗
G

(γ(G(D)) + |D|) . Ò.ê. D∗
G ⊆ DG , òî ïî ïåðâîé ÷àñòè Ëåììû 5.4 ãðàô G(D)

ïðèíàäëåæèò êëàññó Free({K1,3, A3}) äëÿ ëþáîãî D ∈ D∗
G . ÇÂÄÌ ìîæåò áûòü ðåøåíà

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà Free({K1,3, A3}) [5]. Ïîýòîìó äëÿ ëþ-
áîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà VDSP (c) ìîæåò áûòü ðåøåíà çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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6. Çàäà÷à î ðåáåðíîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå

6.1. Êëèêîâàÿ øèðèíà ãðàôîâ è åå çíà÷åíèå

Êëèêîâàÿ øèðèíà � âàæíûé ïàðàìåòð ãðàôîâ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî
ìíîãèå çàäà÷è íà ãðàôàõ ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â ëþáîì êëàññå
ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åííîé êëèêîâîé øèðèíîé (ñì., íàïðèìåð, [6]). Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà C ìíîãèå NP-ïîëíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ ñòàíîâÿòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìûìè âî ìíîæåñòâå âñåõ ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò êëèêîâóþ øèðèíó íå
áîëåå ÷åì C . Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è î âåðøèííîì
äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå [6].

Êëàññ S � ìíîæåñòâî âñåõ ëåñîâ, èìåþùèõ íå áîëåå ÷åì 3 ëèñòà â êàæäîé èç êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè
êëèêîâîé øèðèíû â ñèëüíî íàñëåäñòâåííûõ êëàññàõ ãðàôîâ. Îí äîêàçàí â ðàáîòå [4].

Ë å ì ì à 6.1. Åñëè X � ñèëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ è S * X , òî ñó-
ùåñòâóåò êîíñòàíòà C(X ) òàêàÿ, ÷òî êëèêîâàÿ øèðèíà ëþáîãî ãðàôà èç X íå ïðåâîñ-
õîäèò C(X ) .

Äëÿ ëþáûõ c è p , pK ′
1,3 ∈ S è EDSP (c) ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íàñëåäñòâåííûìè êëàññàìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäûäóùåé è ñëåäóþùåé ëåììàì êëèêîâàÿ øèðèíà âñåõ ãðàôîâ èç
EDSP (c) îãðàíè÷åíà äëÿ ëþáîãî c .

Ë å ì ì à 6.2. Ïóñòü c � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è c∗ , [log2(c)] + 1 .
Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå EDSP (c) ⊆ Frees({c∗K ′

1,3}) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé Ae(K
′
1,3) + I6 ÇÐÄÌ äëÿ ãðà-

ôà K ′
1,3 ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ) ñ ìàòðèöåé M ,

1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî det(M) = −2 . Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîé ãðàô

èç EDSP (c) íå ìîæåò ñîäåðæàòü c∗ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì êîïèé ãðàôà K ′
1,3 ,

èíà÷å M ñîäåðæèò ìèíîð (−2)c
∗
, ïðè÷åì 2c

∗
> c . Ïîýòîìó EDSP (c) ⊆ Frees({c∗K ′

1,3}) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

6.2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà

Ò å î ð å ì à 6.1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÐÄÌ äëÿ ãðàôîâ èç EDSP (c)
ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçâåñòíî, ÷òî ÇÐÄÌ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â ëþáîì
êëàññå ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åííîé êëèêîâîé øèðèíîé [10]. Îòñþäà è èç ëåìì 6.1 è 6.2 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÐÄÌ ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ ãðàôîâ èç EDSP (c)
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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The complexity of some graph problems with bounded

minors of their constraint matrices

c⃝ D.V. Gribanov3, D. S. Malyshev4

Abstract. The article considers natural formulations of the independent set problem, vertex and
edge dominating set problems as integer linear programming problems. For every �xed C , authors
prove polynomial-time solvability of both dominating set problems in a class of graphs, for which
all minors of the vertex and edge adjacency matrices are at most C in the absolute value. The
paper also includes a similar result for the independent set problem and for a class of graphs,
which is de�ned by bounding of absolute values of all matrix minors obtained by augmenting of
transposed incidence matrices by all-ones vectors.
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