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Êîíôèãóðàöèÿ êàíàëà ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ,

äîïóñêàþùàÿ áåçîòðàæàòåëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå

âíóòðåííèõ âîëí â îêåàíå

c⃝ À.Â. Áàãàåâ 1, Å.Í. Ïåëèíîâñêèé 2

Àííîòàöèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ íàõîæäåíèåì êîíôèãóðàöèè
êàíàëîâ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, äîïóñêàþùèõ òàê íàçûâàåìîå áåçîòðàæàòåëüíîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå âíóòðåííèõ âîëí â îêåàíå íà äàëåêèå ðàññòîÿíèÿ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ îãðàíè-
÷åííûõ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ðåøåíèé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò
è íàéäåí èõ ÿâíûé âèä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, óðàâíåíèå Êëåéí-
Ãîðäîíà, áåãóùèå âîëíû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ æèäêîñòü

1. Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî, â íåîäíîðîäíîé ñðåäå âîëíû òåðÿþò ñâîþ ýíåðãèþ ïðè ðàñïðîñòðà-
íåíèè â ñèëó ýôôåêòîâ îòðàæåíèÿ, ðàññåÿíèÿ è äèôðàêöèè. Åñëè ñðåäà íåîäíîðîäíà â
ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, òî âîçìîæíî òàê íàçûâàåìîå âîë-
íîâîäíîå ðàñïðîñòðàíåíèå, è ýíåðãèÿ âîëíû ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ.
Ìàòåìàòè÷åñêèì ýêâèâàëåíòíîì òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé â âèäå
f(x−ct, y, z), ïåðåìåùàþùèõñÿ âäîëü îñè x ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ c �� òàê íàçûâàåìûå
áåãóùèå âîëíû. Èõ íàõîæäåíèå â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé, íà
êîòîðîé ìû íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ. Â òî æå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî â íåîäíîðîäíîé
ïî òðàññå ñðåäå áåãóùèõ âîëí íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó åñòü îòðàæåíèå îò íåîäíîðîäíî-
ñòåé. Ýòî ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî èç íåãî èìåþòñÿ èñêëþ÷åíèÿ, åñëè
ïàðàìåòðû ñðåäû ìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì � ñì. ïðèìåðû â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ
ñðåäàõ ([1]-[9]). Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ ïîëó÷åíû ñèíãóëÿðíûå áåçîòðàæàòåëü-
íûå êîíôèãóðàöèè ïàðàìåòðîâ ñðåäû, êîòîðûå ãîäÿòñÿ òîëüêî â êîíå÷íîé îáëàñòè, à íå íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîèñêó áåçîòðàæàòåëüíûõ êîíôèãóðàöèé
êàíàëîâ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ íåñæèìàåìàÿ äâóõñëîéíàÿ æèäêîñòü
â ïîëå òÿæåñòè. Îñíîâíîé óïîð áóäåò ñäåëàí íà àíàëèçå êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå îñòàþò-
ñÿ êîíå÷íûìè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî â òàêèõ êàíàëàõ âîëíû ìîãóò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ áåç ïîòåðè ýíåðãèè. Ìàòåìàòè÷åñêè òàêàÿ çàäà-
÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçìîæíî ëè íàéòè ðåøåíèÿ òèïà f(x − ct) âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè?

1 Äîöåíò êàôåäðû ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; a.v.bagaev@gmail.com

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è òåõíî-
ëîãèé, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò � Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä;
pelinovsky@gmail.com
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2. Òðàíñôîðìàöèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ Êëåéíà�
Ãîðäîíà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Âîëíîâûå äâèæåíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû â äâóõñëîéíîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèä-
êîñòè îïèñûâàþòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì ([10])

B(x)
∂2η

∂t2
− ∂

∂x

(
B(x)c2(x)

∂η

∂x

)
= 0, (2.1)

ãäå

c2(x) = g′
h1h2(x)

h1 + h2(x)
. (2.2)

Çäåñü η � ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîñòåé ðàçíîé ïëîòíîñòè, h1 è h2(x) �
ãëóáèíû âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ, B(x) � øèðèíà êàíàëà, è g′ = g(ρ2 − ρ1)/ρ1 � ðå-
äóöèðîâàííîå çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ρ1 < ρ2 � ïëîòíîñòè âåðõíåãî è
íèæíåãî ñëîåâ. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.1.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ïîëó÷åíèå ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè îñíîâàíî íà
òðàíñôîðìàöèîííîé òåõíèêå, îïèñàííîé â ([11], [12], [4]). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.1) êàê

η(t, x) = A(x)Φ(t, τ), (2.3)

ãäå íîâûå ïåðåìåííûå èìåþò ñìûñë àìïëèòóäû A(x) è ôàçû �� âðåìåíè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëíû τ(x). Òîãäà óðàâíåíèå (2.1) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ òèïà Êëåéíà-Ãîðäîíà ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè Φ(t, τ)

AB

[
∂2Φ

∂t2
− c2

(
dτ

dx

)2
∂2Φ

∂τ 2

]
−
[
Bc2

dA

dx

dτ

dx
+

d

dx

(
c2AB

dτ

dx

)]
∂Φ

∂τ
−

− d

dx

(
c2
dA

dx
B

)
Φ = 0. (2.4)

Óðàâíåíèå (2.4) ñîäåðæèò ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû, êàê è èñõîäíîå âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå (2.1). Íàéäåì óñëîâèÿ, êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.4) ñòàíóò ïîñòîÿííûìè.
Ïåðâîå èç íèõ âûòåêàåò èç ñòðóêòóðû âîëíîâîãî îïåðàòîðà (äàëàìáåðèàíà) â ïåðâûõ êâàä-
ðàòíûõ ñêîáêàõ è ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ ôàçû

τ(x) =

∫
dx

c(x)
, (2.5)
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ãäå ìû äëÿ îïðåäåëåííîñòè âçÿëè çíàê ïëþñ. Òàêîãî ðîäà âûðàæåíèå äëÿ ôàçû (ýéêîíàëà)
èçâåñòíî äëÿ âîëí â ïëàâíî íåîäíîðîäíîé ñðåäå, çäåñü æå îíî ïîëó÷àåòñÿ â âåñüìà îáùåì
âèäå. Âòîðàÿ ñêîáêà â (2.4) îáÿçàíà áûòü ðàâíîé íóëþ, ÷òîáû ðåøåíèÿ íå íàðàñòàëè â
ïðîñòðàíñòâå íà îäíîì èç êîíöîâ

A(x) =
const√
c(x)B(x)

. (2.6)

Íàêîíåö, êîýôôèöèåíò ïåðåä ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â (2.4) äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëüíûì
AB, ÷òîáû óðàâíåíèå Êëåéíà�Ãîðäîíà èìåëî ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Ýòî ïðèâîäèò
ê óðàâíåíèþ

d

dx

[
c2B

dA

dx

]
= −pAB, (2.7)

ãäå p � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Óäîáíî èñêëþ÷èòü àìïëèòóäó A ñ ïîìîùüþ ôîðìó-
ëû (2.6), òîãäà óðàâíåíèå (2.7) ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòûì óðàâíåíèåì, îïèñûâàþùèì èçìåíå-
íèå ãëóáèíû è øèðèíû êàíàëà â áåçîòðàæàòåëüíîì ñëó÷àå

d

dx

[√
c(x)

B(x)

d

dx
(c(x)B(x))

]
= 2p

√
B(x)

c(x)
. (2.8)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2.4) ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì Êëåéíà�Ãîðäîíà ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè

∂2Φ

∂t2
− ∂2Φ

∂τ 2
+ pΦ = 0. (2.9)

Óðàâíåíèå Êëåéíà�Ãîðäîíà (2.9) î÷åíü õîðîøî èçó÷åíî â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è â
òåîðèè ïîëÿ, äëÿ íåãî ëåãêî ïîñòàâèòü è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè. Çäåñü ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ
íà èçó÷åíèè õàðàêòåðèñòèê áåçîòðàæàòåëüíîãî êàíàëà, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (2.8).

3. Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8)

Óðàâíåíèå (2.8) áûëî ïîëó÷åíî â [9], òàì æå áûëè ïîëó÷åíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ. Âñå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ îêàçûâàëèñü ñèíãóëÿðíûìè (êîãäà c èëè B îáðàùà-
ëîñü â íóëü), ëèáî óõîäÿùèìè â áåñêîíå÷íîñòü íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Â ñèíãóëÿðíîì
ñëó÷àå êàíàë îêàçûâàëñÿ îãðàíè÷åííûì, à â äðóãîì ñëó÷àå íàðóøàëàñü ïðèìåíèìîñòü
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2.1), â êîòîðîì ãëóáèíà êàíàëà äîëæíà áûòü ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ
ñ äëèíîé âîëíû. Òåì ñàìûì, óðàâíåíèå (2.9) ðàáîòàëî òîëüêî íà îãðàíè÷åííîì èíòåð-
âàëå τ è íà êîíöàõ íàäî áûëî èñïîëüçîâàòü òå èëè èíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (êîòîðûå
íå âñåãäà ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü, íàïðèìåð, êîãäà âîëíà âûõîäèò íà áåðåã) ëèáî ñøèâàòü
áåçîòðàæàòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ñ äðóãîé. Ïîýòîìó ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè
îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8), à òàêæå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ çàäàíû íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè è âñþäó îãðàíè÷åíû:

0 < c(x) ≤ c1, 0 < B(x) ≤ B1, ∀x ∈ R. (3.1)

3.1. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8)

Ïóñòü c = c(x), B = B(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8). Óìíîæèì (2.8) íà
√

c(x)
B(x)

è ïîëî-
æèì u = c(x)/B(x),

v =
d

dx
(c(x)B(x)).

(3.2)
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Òîãäà
√
u
d

dx
(v
√
u) = 2p,

îòêóäà ïîëó÷àåì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

2uv′ + u′v = 4p. (3.3)

Çàôèêñèðóåì â (3.3) ôóíêöèþ u = u(x) è íàéäåì v = v(x) . Èíòåãðèðóÿ (3.3), ïîëó÷èì

v(x) =
2p
∫

dx√
u
+ α

√
u

, α ∈ R. (3.4)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.2), èìååì
cB =

∫
v dx =

∫ 2p
∫

dx√
u
+ α

√
u

dx,

c

B
= u,

îòêóäà 
c2 = u

∫
v dx = u

∫ 2p
∫

dx√
u
+ α

√
u

dx,

B2 =
c2

u2
=

1

u

∫ 2p
∫

dx√
u
+ α

√
u

dx.

(3.5)

Îáîçíà÷èì F (x) =
∫

dx√
u(x)

, òîãäà F ′(x) = 1√
u(x)

è u(x) = 1/F ′2(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

c2 =
1

F ′2

∫
2pF + α√

u
dx =

1

F ′2

∫
(2pF + α)dF =

pF 2 + αF + β

F ′2 ,

B2 = F ′2(pF 2 + αF + β),

ãäå α, β ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) èìååò âèä c(x) =

√
pF 2(x) + αF (x) + β

|F ′(x)|
,

B(x) = |F ′(x)|
√
pF 2(x) + αF (x) + β,

(3.6)

ãäå F = F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, α, β ∈ R.

3.2. Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.8) íà îãðàíè÷åííîñòü

Áóäåì èñêàòü ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.8) ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (3.1).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé ñëó÷àé p = 0, α = 0, β > 0. Òîãäà (3.6) áóäåò èìåòü âèä c(x) =

√
β

|F ′(x)|
=

√
β

Ψ(x)
,

B(x) =
√
β|F ′(x)| =

√
βΨ(x),

ãäå Ψ(x) = |F ′(x)|. Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ 0 <

√
β

Ψ(x)
≤ c1,

0 <
√
βΨ(x) ≤ B1,
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èìååò ðåøåíèå

0 <

√
β

c1
≤ Ψ(x) ≤ B1√

β
(3.7)

ïðè óñëîâèè c1B1 ≥ β > 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå p = 0, α = 0, β ̸= 0 îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå èìååò âèä c(x) =

√
β

Ψ(x)
,

B(x) =
√
βΨ(x),

(3.8)

ãäå Ψ(x) � ëþáàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3.7) è c1B1 ≥
β > 0.

Ïóñòü òåïåðü p = 0, α ̸= 0. Òîãäà (3.6) áóäåò èìåòü âèä c(x) =

√
αF (x) + β

|F ′(x)|
=

√
αΨ(x)

|Ψ′(x)|
,

B(x) = |F ′(x)|
√
αF (x) + β = |Ψ′(x)|

√
αΨ(x),

ãäå Ψ(x) = F (x) + β
α
.

Èññëåäóåì îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ 

√
αΨ(x)

|Ψ′(x)|
≤ c1,

|Ψ′(x)|
√
αΨ(x) ≤ B1.

(3.9)

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ √
αΨ(x)

|Ψ′(x)|
= c1 (3.10)

ÿâëÿþòñÿ äâå ôóíêöèè

Ψ+(x) =
α

4

(
x

c1
+ a

)2

, Ψ−(x) =
α

4

(
− x

c1
+ a

)2

, (3.11)

ãäå a ∈ R. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.9), ðàññìîò-
ðèì a â (3.11) êàê ôóíêöèþ a = a(x). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè Ψ+(x) â ïåðâîå íåðàâåíñòâî
ñèñòåìû (3.9) áóäåì èìåòü

1

| 1
c1
+ a′(x)|

≤ c1 ⇔

 a′(x) ≥ 0,

a′(x) ≤ − 2

c1
.

(3.12)

Èòàê, Ψ+(x) =
α
4

(
x
c1
+ a(x)

)2
� ðåøåíèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.9), ãäå a(x) �

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ a′(x) ≥ 0 èëè a′(x) ≤ − 2
c1
. Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå

Ψ+(x) âî âòîðîå íåðàâåíñòâî (3.9), ïîëó÷èì:

α2

4

∣∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣∣ ( xc1 + a(x)

)2

≤ B1. (3.13)

Ïðè óñëîâèÿõ (3.12) íà ôóíêöèþ a(x) ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.13) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè-
÷åííîé ôóíêöèåé íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, Ψ+(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.9).
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Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ôóíêöèè Ψ−(x).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè p = 0, α ̸= 0, β > 0 íåò ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1).
Ïóñòü p ̸= 0. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïîä êîðíåì â (3.6)

pF 2 + αF + β = p

(
F +

α

2p

)2

+ β − α2

4p
= pΨ2 + γ,

ãäå Ψ = F + α
2p
, γ = β − α2

4p
. Òîãäà (3.6) çàïèøåòñÿ â âèäå c(x) =

√
pΨ2(x) + γ

|Ψ′(x)|
,

B(x) = |Ψ′(x)|
√
pΨ2(x) + γ.

(3.14)

Èññëåäóåì îãðàíè÷åííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ 

√
pΨ2(x) + γ

|Ψ′(x)|
≤ c1,

|Ψ′(x)|
√
pΨ2(x) + γ ≤ B1.

(3.15)

Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü 4 ñëó÷àÿ: (1) p > 0, γ > 0; (2) p > 0, γ = 0; (3) p > 0, γ < 0;
(4) p < 0, γ > 0.

Ñëó÷àé 1 (p > 0, γ > 0 ). Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ√
pΨ2(x) + γ

|Ψ′(x)|
= c1 (3.16)

ÿâëÿþòñÿ äâå ôóíêöèè

Ψ+(x) =

√
γ

p
sh

√
p

(
x

c1
+ a

)
, Ψ−(x) =

√
γ

p
sh

√
p

(
− x

c1
+ a

)
, (3.17)

ãäå a ∈ R. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.15), ðàñ-
ñìîòðèì a â (3.17) êàê ôóíêöèþ a(x). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè Ψ+(x) â ïåðâîå íåðàâåíñòâî

ñèñòåìû (3.15) áóäåì èìåòü (3.12). Èòàê, Ψ+(x) =
√

γ
p
sh

√
p
(

x
c1
+ a(x)

)
� ðåøåíèå ïåðâî-

ãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.15) ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ a(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
a′(x) ≥ 0 èëè a′(x) ≤ − 2

c1
. Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå Ψ+(x) âî âòîðîå íåðàâåíñòâî (3.15),

ïîëó÷èì:

γ

∣∣∣∣ 1c1 + a′
∣∣∣∣ ch2 √p

(
x

c1
+ a

)
≤ B1. (3.18)

Ïðè óñëîâèÿõ (3.12) íà ôóíêöèþ a(x) ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà(3.18) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè-
÷åííîé ôóíêöèåé íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, Ψ+(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû(3.15).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ôóíêöèè Ψ−(x).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè p > 0, γ > 0 íåò ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Ñëó÷àé 2 (p > 0, γ = 0 ) è Ñëó÷àé 3 (p > 0, γ < 0 )
íå äàþò ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1).

Ñëó÷àé 4 (p < 0, γ > 0 ). Ïîëîæèì q = −p > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (3.15) ïðèìåò
âèä 

√
γ − qΨ2(x)

|Ψ′(x)|
≤ c1,

|Ψ′(x)|
√
γ − qΨ2(x) ≤ B1.

(3.19)
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Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ √
γ − qΨ2(x)

|Ψ′(x)|
= c1 (3.20)

ÿâëÿþòñÿ äâå ôóíêöèè

Ψ+(x) =

√
γ

q
sin

√
q

(
x

c1
+ a

)
, Ψ−(x) =

√
γ

q
sin

√
q

(
− x

c1
+ a

)
, (3.21)

ãäå a ∈ R. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.19), ðàñ-
ñìîòðèì a â (3.21) êàê ôóíêöèþ a(x). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè Ψ+(x) â ïåðâîå íåðàâåíñòâî

ñèñòåìû (3.19) áóäåì èìåòü (3.12). Èòàê, Ψ+(x) =
√

γ
q
sin

√
q
(

x
c1
+ a(x)

)
� ðåøåíèå ïåðâî-

ãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.19) ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ a = a(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó a′(x) ≥ 0 èëè a′(x) ≤ − 2

c1
. Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå Ψ+(x) âî âòîðîå íåðàâåíñòâî(3.19),

ïîëó÷èì:

γ

∣∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣∣ cos2 √q( xc1 + a(x)

)
≤ γ

∣∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣∣ ≤ B1. (3.22)

Íåðàâåíñòâî
∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣ ≤ B1

γ
çàïèøåì â âèäå −B1

γ
− 1

c1
≤ a′(x) ≤ B1

γ
− 1

c1
. Ñ ó÷åòîì

óñëîâèé (3.12) áóäåì èìåòü äâà îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ a = a(x) : 0 ≤ a′(x) ≤ B1

γ
− 1

c1
,

− B1

γ
− 1

c1
≤ a′(x) ≤ − 2

c1
.

(3.23)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ γ òàêîâà, ÷òî c1B1 ≥ γ; â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.

Èòàê, Ψ+(x) =
√

γ
q
sin

√
q
(

x
c1
+ a
)
, ãäå ôóíêöèÿ a = a(x) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç

íåðàâåíñòâ (3.23) è c1B1 ≥ γ , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (3.19).
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ôóíêöèè Ψ−(x) =√

γ
q
sin

√
q
(
− x

c1
+ a(x)

)
, ïðè ýòîì, ïî ñóùåñòâó, îáå ôóíêöèè Ψ+(x) è Ψ−(x) äàþò

îäíî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8)
c(x) =

1

| 1
c1
+ a′(x)|

≤ c1,

B(x) = γ

∣∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣∣ cos2√−p
(
x

c1
+ a(x)

)
≤ B1,

(3.24)

ãäå ôóíêöèÿ a = a(x) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç íåðàâåíñòâ (3.23) è c1B1 ≥ γ = β− α2

4p
> 0.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Â ñèëó óñëîâèé (3.23) íà ôóíêöèþ a = a(x) ñóùåñòâóþò

òàêèå çíà÷åíèÿ x0, ÷òî cos
√
−p
(

x0

c1
+ a(x0)

)
= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, B(x0) = 0. Êðîìå

òîãî, ïðè ýòîì B′(x0) = 0, òî åñòü ãðàôèê ôóíêöèè B(x) êàñàåòñÿ îñè Ox.
Ïîëó÷èì äðóãîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.19), ðåøèâ ñíà÷àëà âòîðîå íåðàâåíñòâî ýòîé ñè-

ñòåìû. Íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

|Ψ′(x)|
√
γ − qΨ2(x) = B1. (3.25)
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Îáîçíà÷èì

Θ(Ψ) =

∫ √
γ − qΨ2dΨ =

γ

2
√
q

(√
q

γ
Ψ

√
1− q

γ
Ψ2 + arcsin

√
q

γ
Ψ

)
.

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.25) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Θ(Ψ) = ±B1x+ b,

ãäå b ∈ R. Ïîñêîëüêó Θ′(Ψ) =
√
γ − qΨ2 ≥ 0, òî ôóíêöèÿ Θ(Ψ), çàäàííàÿ íà îò-

ðåçêå
[
−
√

γ
q
,
√

γ
q

]
, ìîíîòîííà è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Ψ = Ψ(Θ), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå
[
− πγ

4
√
q
, πγ
4
√
q

]
. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (3.25) èìååò âèä
Ψ = Ψ(±B1x+ b).

Ñíà÷àëà áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ (3.19) â âèäå Ψ = Ψ(B1x+ b). Ïóñòü òåïåðü
b = b(x). Ïîäñòàâèâ ðåøåíèå Ψ = Ψ(B1x+ b) âî âòîðîå íåðàâåíñòâî (3.19), ïîëó÷èì

|Ψ′(x)|
√
γ − qΨ2(x) = |Ψ′(Θ)||B1 + b′(x)|

√
γ − qΨ2(x) =

=
|B1 + b′(x)|

√
γ − qΨ2(x)

Θ′(Ψ)
≤ |B1 + b′(x)| ≤ B1. (3.26)

Ñëåäîâàòåëüíî, −2B1 ≤ b′(x) ≤ 0. Ïîäñòàâèâ ðåøåíèå Ψ = Ψ(B1x+ b) â ïåðâîå íåðàâåí-
ñòâî (3.19), ïîëó÷èì√

γ − qΨ2(x)

|Ψ′(x)|
=

√
γ − qΨ2(x)

|Ψ′(Θ)||B1 + b′(x)|
=

√
γ − qΨ2(x)|Θ′(Ψ)|
|B1 + b′(x)|

=

=
γ − qΨ2(x)

|B1 + b′(x)|
≤ γ

|B1 + b′(x)|
≤ c1, (3.27)

îòêóäà

|B1 + b′(x)| ≥ γ

c1
⇔

 b′(x) ≥
γ

c1
−B1,

b′(x) ≤ − γ

c1
−B1.

(3.28)

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà −2B1 ≤ b′(x) ≤ 0 áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà b = b(x) :
γ

c1
−B1 ≤ b′(x) ≤ 0,

− 2B1 ≤ b′(x) ≤ − γ

c1
−B1,

(3.29)

ïðè óñëîâèè c1B1 ≥ γ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.

Ïîëîæèì χ(Θ) = γ − qΨ2(Θ). Ôóíêöèÿ χ(Θ) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå
[
− πγ

4
√
q
, πγ
4
√
q

]
.

Ïðîäîëæèì ýòó ôóíêöèþ íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì πγ
2
√
q
è îáîçíà÷èì

åå òàêæå ÷åðåç χ(Θ). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì c(x) =

χ(B1x+ b(x))

|B1 + b′(x)|
≤ c1,

B(x) = |B1 + b′(x)| ≤ B1,

(3.30)
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ãäå b = b(x) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîìó èç óñëîâèé (3.29)
è c1B1 ≥ γ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé Ψ = Ψ(−B1x+b). Ïî ñóùåñòâó îí äàåò ðåøåíèå
òîãî æå âèäà (3.30).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Â ñèëó óñëîâèé (3.29), íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ b = b(x) ,
ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ x0, ÷òî χ(B1x0 + b) = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, c(x0) = 0.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.3. Â ñèëó çàìå÷àíèé 3.1. è 3.2. îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ, çàäàâà-
åìûå ôîðìóëàìè (3.24) è (3.30), ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) èìååò âèä c(x) =

√
pF 2(x) + αF (x) + β

|F ′(x)|
,

B(x) = |F ′(x)|
√
pF 2(x) + αF (x) + β,

ãäå F = F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, α, β ∈ R.

Ò å î ð å ì à 3.2. Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8), çàäàííûå íà âñåé ÷èñëî-
âîé îñè è íå îáðàùàþùèåñÿ â íîëü (íåñèíãóëÿðíûå), ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè p = 0 è
èìåþò âèä  c(x) =

√
β

Ψ(x)
≤ c1,

B(x) =
√
βΨ(x) ≤ B1,

ãäå Ψ(x) � ëþáàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, β ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

0 <

√
β

c1
≤ Ψ(x) ≤ B1√

β
, c1B1 ≥ β > 0.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ïðîô. È.Ï. Ðÿçàíöåâîé çà ïîëåçíîå
îáñóæäåíèå ðàáîòû è öåííûå çàìå÷àíèÿ. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå
ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ ÍØ-
6637.2016.5, à òàêæå ãðàíòà ÐÔÔÈ 16-02-00167.
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The con�guration of the variable cross-section channel

allowed re�ectionless propagation of internal waves in the

ocean

c⃝ A.V. Bagaev3, E.N. Pelinovsky4

Abstract. Mathematical problem discussed in the paper is about determination of con�guration
of variable-cross-section channels that allow so-called re�ectionless propagation of internal waves
in the ocean. The problem is reduced to searching for bounded solutions of ordinary second-order
di�erential equation with two unknown functions. It is shown that such solutions exist, and they
are obtained in explicit form.

Key Words: varible-coe�cient wave equation, Klein�Gordon equation, travelling waves in
heterogeneous media, strati�ed �uid
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