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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äðîáíîãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî êâàíòèëåé âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí.Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ ìåãàïîëèñà,
êîãäà èñòî÷íèê ïðèìåñåé ñëó÷àåí è èìååò òàê íàçûâàåìûå òÿæåëûå õâîñòû â ðàñïðåäåëåíèè, à
òàêæå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêè. Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ àäâåêöèè-äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ôîðìóëèðóåòñÿ
ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî íàáëþäàåìûì äàííûì ïî ôàêòè÷åñêèì
çíà÷åíèÿì èçó÷àåìûõ âåëè÷èí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äðîáíîå óðàâíåíèå àäâåêöèè-äèôôóçèè, ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ,
ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî, âûáîðî÷íûå êâàíòèëè, âûáîðî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Àíàëèç è ïðîãíîç íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, îïè-
ðàåòñÿ íà èçó÷åíèå ýâîëþöèîííûõ ñâîéñòâ èõ âûáîðî÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Îñ-
íîâû òàêîãî ïîäõîäà ïðèìåíèòåëüíî ê ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì Ëèóâèëëÿ è Ôîêêåðà-
Ïëàíêà áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â [1, 2]. Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè ïðèçâàíû îïèñàòü ýâîëþöèþ
âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ öåëüþ
ïîèñêà ïîäõîäÿùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, èìåþùåé áëèçêèå ê äàííîé âûáîðêå ñòàòèñòè-
÷åñêèå ñâîéñòâà. Òîãäà äèñêðåòíûé àíàëîã òàêîé ñèñòåìû ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü
êàê ìîäåëü âðåìåííîãî ðÿäà, ïîçâîëÿþùåé äàòü åãî ïðîãíîç íà íåêîòîðûé ãîðèçîíò, îïðå-
äåëÿåìûé ñêîðîñòüþ ðàçáåãàíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé.

Çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðÿäà ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ íà çàäàííûé ãîðèçîíò âîç-
íèêàåò âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [3] òàêèå ìîäåëè
ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàãðÿçíåííîñòè àòìîñôåðû ìåãàïîëè-
ñîâ, à òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèé èëè âðåäíûõ ïðèìåñåé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé
è íåñòàöèîíàðíîé ñðåäå. Àêòóàëüíîñòü êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà âðåäíûõ
ïðèìåñåé, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ îáùåïðèíÿòûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ïðèìåñåé, èõ ñî-
ñòàâ è êîíöåíòðàöèþ â õèìè÷åñêè àêòèâíîì ãàçå â îïðåäåëåííûõ òåìïåðàòóðíûõ è êîí-
âåêòèâíûõ óñëîâèÿõ âíåøíåé ñðåäû. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêàÿ òðóäíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ óðàâ-
íåíèé òàêîãî òèïà äëÿ êîíêðåòíûõ ìåãàïîëèñîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñòî÷íèê çàãðÿçíåíèÿ
ïî èíòåíñèâíîñòè è ñîñòàâó ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ïðèòîì íåñòàöèîíàðíûì. Â ðåçóëüòà-
òå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñåé, ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà èç-çà
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íåîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè èñòî÷íèêà. Âîçìîæíîñòü îïèñàòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü êèíå-
òè÷åñêèì óðàâíåíèåì òîãî æå òèïà, ÷òî è ñðåäó, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåíîñ èçó-
÷àåìîãî ôàêòîðà, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü óíèôèöèðîâàííóþ êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà
â öåëîì.

Àíàëèç ðàñïðåäåëåíèé òàêèõ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàê óðîâåíü çà-
ãàçîâàííîñòè, óðîâåíü ïðèìåñåé, ñîäåðæàùèõ òÿæåëûå ìåòàëëû, ðàäèîàêòèâíûé ôîí â
ïðîìûøëåííûõ ãîðîäàõ, ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷àñòûìè
àíîìàëüíûìè âûáðîñàìè íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ òàê íà-
çûâàåìûõ òÿæåëûõ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé. Ýâîëþöèÿ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæåò áûòü
îïèñàíà óðàâíåíèÿìè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè, ìîäåëèðóþùèìè òàê íàçûâàåìóþ àíî-
ìàëüíóþ äèôôóçèþ. Ìàòåìàòè÷åñêèì àñïåêòàì òàêèõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, äðîáíî-
ãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïðèìåíèòåëüíî ê âûáîðî÷íûì ïëîòíîñòÿì ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî ïîðÿäêà èìååò áîãà-
òóþ èñòîðèþ, ðåòðîñïåêòèâíûå îáçîðû êîòîðîé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [4, 5]. Ïîäðîáíîå
îïèñàíèå ñâîéñòâ ýòèõ îïåðàòîðîâ ïðèâåäåíî â [6-11]. Òåì íå ìåíåå, àêòèâíîå èñïîëüçî-
âàíèå ýòîãî àïïàðàòà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ èíæåíåðíûõ è åñòåñòâåííîíàó÷íûõ çàäà÷
íà÷àëîñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî. Òàê, íàïðèìåð, â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà áûëî ïîêàçàíî,
÷òî èñïîëüçîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåöåëîãî ïîðÿäêà äëÿ îïèñàíèÿ ìåõà-
íèêè âÿçêîóïðóãèõ òåë èìååò áîëåå àäåêâàòíîå ôèçè÷åñêîå îáîñíîâàíèå è ïîçâîëÿåò áîëåå
òî÷íî âîñïðîèçâîäèòü íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòàõ äàííûå. Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè äðîá-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ îáñóæäàþòñÿ, íàïðèìåð, â [12-15]. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âñå áîëüøåå
âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêàåò óðàâíåíèå àäâåêöèè-äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà.
Íàïðèìåð, â [12] îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ¾àíîìàëüíûõ¿ êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,
íàáëþäàåìûõ âî ôðàêòàëüíûõ ñòðóêòóðàõ ñî ñëîæíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè èëè
äåìîíñòðèðóþùèõ íåòðèâèàëüíûå êîððåëÿöèîííûå çàâèñèìîñòè, îáúåäèíåííûõ ïîä îá-
ùèì íàçâàíèåì ¾ñòðàííàÿ êèíåòèêà¿ . Ýòî óðàâíåíèå âîçíèêàåò êàê îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ
Ëàíæåâåíà è óðàâíåíèÿ ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà.

Ïðàêòè÷åñêè âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ � êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà, äèôôóçèè è ïîðÿäêà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé � ïî íàáëþ-
äàåìûì çíà÷åíèÿì âðåìåííîãî ðÿäà. Â ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óäîáíîé ôîðìîé êèíå-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîç-
âîëÿþùåé ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îöåíèâàòü óêàçàííûå ïàðàìåòðû, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
ýâîëþöèè â òåðìèíàõ êâàíòèëåé.

Ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé òåõíèêè, â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäóò äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà-
÷åíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì òèïà Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Áóäóò òàêæå
îòìå÷åíû íåêîòîðûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ,
èìåþùèõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

2. Äðîáíîå óðàâíåíèå àäâåêöèè - äèôôóçèè

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîä óðàâíåíèåì àäâåêöèè-äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ìû áóäåì
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ïîíèìàòü èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå [10]
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ãäå n = [Reα] + 1, c1,2 = sin(0.5π(α∓ θ)).
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî

ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, à êîíñòðóêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè �� ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ Ðèññà-
Ôåëëåðà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (2.1) ïîä÷èíåíû ñëåäó-
þùèì îãðàíè÷åíèÿì:

0 < β ≤ 1, α ∈ (0; 1) ∪ (1; 2], |θ| ≤ min{2; 2− α}, A ∈ R, B ∈ R+.

Èçâåñòíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Êëàññ ýòèõ ïëîòíîñòåé äîñòàòî÷íî øèðîê �� îí, íàïðèìåð, âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå óñòîé÷è-
âûå ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðè β = 1 ). Äîêàçàòåëüñòâî, îïèðàþùååñÿ íà èñïîëüçîâàíèå òåõíèêè
èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ëàïëàñà, ïîäðîáíî îïèñàíî â [16-18]. Â ðàáîòå [16]
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè A = 0 áûëî ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå â
òåðìèíàõ ò. í. H-ôóíêöèé Ôîêñà (ñì. [18]). Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå (2.1) âîçíè-
êàåò ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ñõåìå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì,
åñëè ââåñòè íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ ïëîòíîñòåé âðåìåí îæèäàíèÿ è âåëè÷èí ñìåùåíèÿ [19-21].

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äðîáíîãî óðàâíåíèÿ àäâåêöèè-äèôôóçèè ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ñëîæíîé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé êîíå÷íîãî îòðåçêà [a; b] . Äëÿ íåãî âìåñòî (2.1)
èìååì óðàâíåíèå
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Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà α , îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

xI
α
a+y =

1

Γ(α)

x∫
a

y(ξ)dξ

(x− ξ)1−α
, xI

α
b−y =

1

Γ(α)

b∫
x

y(ξ)dξ

(ξ − x)1−α
.

Óðàâíåíèå (2.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

tD
β
0+p(x, t) = −∂j(x, t)

∂x
, (2.3)

ãäå tD
β
0+ åñòü ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî ïîðÿäêà β , à ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíî-

ñòè j(x, t) èìååò âèä

j(x, t) =

{
Ap(x, t)−B

(
c1 · xI1−α

a+ p(x, t)− c2 · xI1−α
b− p(x, t)

)
, 0 < α < 1;

Ap(x, t)−B
∂

∂x

(
c1 · xI2−α

a+ p(x, t) + c2 · xI2−α
b− p(x, t)

)
, 1 < α < 2.

(2.4)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) ÿâëÿëîñü ôóíêöèåé ïëîòíîñòè íåêîòîðîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû, îíî äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíî è ñîõðàíÿòü óñëîâèå íîðìèðîâêè.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ýòîì ñëó÷àå áóäóò óñëîâèÿ

j(a, t) = j(b, t) = 0. (2.5)

Ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ïîòîêà j(x, t) íà ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ìîæåò áûòü
âåñüìà ñëîæíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ïðåäñòàâèìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = a â âèäå:

p(x, t) = (x− a)γ−1

∞∑
k=0

hk(x− a)k, h0 ̸= 0, γ > 0. (2.6)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé 0 < α < 1 . Òîãäà èìååì

xI
1−α
a+ p(x, t) = Γ(γ)

∞∑
k=0

hk(x− a)k+γ−α/Γ(k + 1 + γ − α). (2.7)

Èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x = a+ 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî:

lim
x→a+0

xI
1−α
a+ p(x, t) = Γ(γ)h0 lim

x→a+0
(x− a)γ−α/Γ(1 + γ − α) =


∞, γ < α
Γ(α)h0, γ = α
0, γ > α.

(2.8)

.
Òîãäà ðàâåíñòâî â (2.5) j(a, t) = 0 ïðè γ > α ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ

aI
1−α
a+ p(a, t) = 0, à ïðè γ = α ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ

h0Γ(α) =
c2
c1

aI
1−α
a+ p(a, t). (2.9)

Àíàëîãè÷íî â îêðåñòíîñòè òî÷êè òàêæå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ðàçëîæåíèå òèïà
(2.6), ïðèâîäÿùåå ê ñõîæèì ïî ôîðìå óñëîâèÿì íà ïëîòíîñòü p(x, t) .

Ïóñòü òåïåðü 1 < α < 2 . Òîãäà

xI
2−α
a+ p(x, t) = Γ(γ)

∞∑
k=0

hk(x− a)k+1+γ−α/Γ(k + 2 + γ − α).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷-
íûå (2.8):

lim
x→a+0

∂

∂x
xI

2−α
a+ p(x, t) = Γ(γ)h0 lim

x→a+0
(x− a)γ−α/Γ(1 + γ − α) =


∞, γ < α
Γ(α)h0, γ = α
0, γ > α.

(2.10)

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ àäâåêöèè-äèôôóçèè äðîá-
íîãî ïîðÿäêà â ôîðìå (2.6) íà îãðàíè÷åííîì îòðåçêå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.5) òðåáóåò
âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì êëàññè÷åñêèì óðàâíåíè-
åì: êëàññ ôóíêöèé, êîòîðîìó ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ýòî ðåøåíèå, çàäàåòñÿ íåòðèâèàëüíû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ãðàíè÷íûõ òî÷åê è íà çíà÷åíèÿ
äðîáíûõ èíòåãðàëîâ îò íåå.
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3. Ïðîãíîçíàÿ ìîäåëü

Êàê èçâåñòíî [22-25], îáû÷íîå óðàâíåíèå àäâåêöèè-äèôôóçèè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîñêîëüêó îïèñûâàåò ýâîëþöèþ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè äèôôóçèîí-
íûõ ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòî óðàâíåíèå, â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óðàâíåíèå (2.2) òàê-
æå äîïóñêàåò ðåøåíèå â âèäå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, îíî òîæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-
íî äëÿ ýòîé öåëè. Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîé ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëè ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî ýâîëþöèÿ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè ïîäëåæàùåãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïîðîæäàþùåãî
âðåìåííîé ðÿä, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà (2.3). Äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ñëó÷àÿ β = 1 , îòâå÷àþùåãî îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Â êîíòåêñòå çàäà÷è àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàññìàòðèâàòü íåîä-
íîðîäíûé è íåñòàöèîíàðíûé êîíâåêòèâíûé êîýôôèöèåíò A(x, t) . Ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíî
îáñóæäàëñÿ â [26], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

A(x, t)p(x, t) =

+∞∫
−∞

vp2(x, v, t)dv, (3.1)

ãäå p2(x, v, t) åñòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà è åãî ïåð-
âûõ ðàçíîñòåé. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ââåäåíèå íåîäíîðîäíîãî êîíâåêòèâíîãî êîýôôè-
öèåíòà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ îòðèöàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãíîñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàëè÷èå îòðèöàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé, îä-
íàêî, íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ñâèäåòåëüñòâîì íåêîððåêòíîñòè ìîäåëè, ïîñêîëüêó ñàìè
ýìïèðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè çäåñü îöåíèâàþòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Ìîäåëü ìîæíî
ñ÷èòàòü íåàäåêâàòíîé ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóììà ïîëó÷åííûõ îòðèöàòåëüíûõ âåðîÿò-
íîñòåé ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäèò ýòó ïîãðåøíîñòü.

Ïóñòü Qγ(t) åñòü êâàíòèëü ïîðÿäêà γ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ p(x, t) , ò. å.

Qγ(t)∫
−∞

p(x, t)dx = γ, γ ∈ [0; 1]. (3.2)

Äèôôåðåíöèðóÿ (3.2) ïî t , ïîëó÷àåì

dQγ(t)

dt
p(Qγ(t), t) +

Qγ(t)∫
−∞

∂p(x, t)

∂t
dx = 0,

îòêóäà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýâîëþöèÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
íåïðåðûâíîñòè (2.3) ñ β = 1 , ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

dQγ(t)

dt
p(Qγ(t), t)− j(Qγ(t), t) = 0. (3.3)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.3) ñïðàâåäëèâî êàê íà êîíå÷íîì îòðåçêå, òàê è íà íåîãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè. Óäîáñòâî êîíñòðóêöèè (3.3) çàêëþ÷àåòñÿ òàêæå è â òîì, ÷òî äëÿ åãî
ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à êâàíòèëè ñóùåñòâóþò ó ëþáîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ, â îòëè÷èå îò ìîìåíòîâ.
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Îïðåäåëåííàÿ ñëîæíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè â âèäå óðàâíåíèÿ (3.3) ñîñòîèò â
òîì, ÷òî îíî íåçàìêíóòî â òîì ñìûñëå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå ìîæåò áûòü ðåøåíî îòíîñè-
òåëüíî Qγ(t) , åñëè íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè p(x, t) . Îäíàêî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî
óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ýìïèðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âðåìåííîãî ðÿäà, òî óêà-
çàííîå îáñòîÿòåëüíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì: âìåñòî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèè ïëîòíîñòè
p(x, t) è ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè j(x, t) ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ ñòàòèñòè÷åñêèå
îöåíêè, ïîñòðîåííûå ïî íàáëþäàåìûì äàííûì çà ïðîøëûé ïåðèîä.

Ñàìà æå ïðîöåäóðà îöåíêè ïàðàìåòðîâ α, θ, B â óðàâíåíèè (2.2) ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíà äëèíà ñåãìåíòà L äàííûõ, ò. å. äëèíà âûáîðêè
âðåìåííîãî ðÿäà, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ â ìîìåíò íàáëþäåíèÿ t . Ïî ýòîé âûáîðî÷íîé ñîâî-
êóïíîñòè ñòðîèòñÿ îöåíêà ýìïèðè÷åñêèõ êâàíòèëåé Qγ(t) , à òàêæå ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè è ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α, θ, B
ìîäåëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåìîå êàê äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (3.3) ñ øàãîì L , ïîç-
âîëÿåò íàéòè ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ êâàíòèëåé Q̃γ(t + 1) â ñëåäóþùåì ñåãìåíòå äëèíû L
ïî èçâåñòíûì äàííûì ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî âðåìåíè:

Q̃γ(t+ 1) = Qγ(t) +
j(Qγ(t), t)

p(Qγ(t), t)
. (3.4)

Â êà÷åñòâå îöåíîê ïàðàìåòðîâ â äàííîì ñåãìåíòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå çíà÷åíèÿ, ïðè
êîòîðûõ îòêëîíåíèå ïðîãíîçèðóåìûõ êâàíòèëåé Q̃γ(t+1) îò ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ Qγ(t+
1) áóäåò ìèíèìàëüíûì. Ôóíêöèîíàë, îïèñûâàþùèé ìåðó îòêëîíåíèÿ, ìîæåò áûòü âûáðàí
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè; â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáû÷íîå ðàññòîÿíèå â
ïðîñòðàíñòâå Rq

2 , ãäå åñòü êîëè÷åñòâî àíàëèçèðóåìûõ êâàíòèëåé:

ρ(α, θ, B, t) =

√√√√ q∑
k=1

(
Q̃γk(t+ 1)−Qγk(t+ 1)

)2
. (3.5)

Çàòåì ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ñëåäóþùåé ïàðû âûáîðîê äëèíû L , ¾äâèãàÿñü¿
òàêèì îáðàçîì âäîëü âðåìåííîãî ðÿäà.

Â îáùåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî q ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà êâàíòèëåé è
èõ óðîâíè γk ìîãóò áûòü ëþáûìè. Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðîñòûõ, íî ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ
âàðèàíòîâ, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïðîãíîñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ òðåìÿ êâàðòèëÿìè, ò.å. êâàíòè-
ëÿìè óðîâíåé 0.25 , 0.50 è 0.75 . Òàêîé âûáîð ìîæåò áûòü àðãóìåíòèðîâàí òåì, ÷òî âòîðîé
êâàðòèëü (óðîâíÿ 0.5 ) ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå
óñòîé÷èâîé îöåíêè ïàðàìåòðà ïîëîæåíèÿ, à ðàçíîñòü òðåòüåãî è ïåðâîãî êâàðòèëåé (èí-
òåðêâàðòèëüíûé ðàçìàõ) èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà ðàññåÿíèÿ.

Îöåíêè ôóíêöèè ïëîòíîñòè è ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè, âõîäÿùèå â (3.4), ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïðîñòåéøåé îöåíêîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè, îáî-
çíà÷àåìîé ¾øëÿïêîé¿ , ÷òîáû îòëè÷àòü åå îò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ãèñòî-
ãðàììà ýìïèðè÷åñêèõ ÷àñòîò, êîòîðàÿ ïðè ðàçáèåíèè íà m êëàññîâûõ èíòåðâàëîâ îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

p̂(x, t) =
m−1∑
k=1

vkI(∆k(x)), (3.6)

ãäå ∆k(x) � k -ûé êëàññîâûé èíòåðâàë ïðè ðàçáèåíèè îáëàñòè çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà
â ðàññìàòðèâàåìîì ñåãìåíòå, vk � êîëè÷åñòâî òî÷åê âðåìåííîãî ðÿäà, ïîïàäàþùèõ â
∆k(x) , à I(∆) � èíäèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü
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ïîñòðîåíà è äëÿ äâóìåðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè:

p̂2(x, v, t) =
m−1∑
i,k=1

vikI (∆i(x)) I (∆k(v)) . (3.7)

Çäåñü vik � êîëè÷åñòâî ïàð òî÷åê äâóìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà, ïîïàâøèõ â îòìå÷åí-
íûé êâàäðàò.

Îöåíêó ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâëÿÿ â åãî àíàëèòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå (2.4) è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû â ÿâíîì âèäå.

Îïèñàííàÿ ñõåìà îöåíêè ïàðàìåòðîâ áûëà àïðîáèðîâàíà íà íåñêîëüêèõ âðåìåííûõ ðÿ-
äàõ: ñôîðìèðîâàííûõ èñêóññòâåííî, èëè ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ðåàëüíûõ äàííûõ. Òàê,
íàïðèìåð, ñåðèÿ âû÷èñëåíèé äëÿ òðàåêòîðèé ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñ çà-
äàííûì ïîêàçàòåëåì Õåðñòà (ñì. [27]) ïîêàçàëà, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå è âûáîðî÷íàÿ ìîäà
îöåíêè ïàðàìåòðà α âåñüìà áëèçêè ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ ñàìîãî ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà
(ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà îòêëîíåíèÿ ñîñòàâèëà ìåíåå 0.01 ).

Òàêæå áûëè èññëåäîâàíû âðåìåííûå ðÿäû, îáðàçîâàííûå öåíàìè àêöèé (ñ ìèíóòíûì
èíòåðâàëîì) ðîññèéñêèõ êîìïàíèé ñ íàèáîëüøåé êàïèòàëèçàöèåé, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàñ-
÷åòå èíäåêñà ÐÒÑ, â ñõåìå ñ òðåìÿ êâàðòèëÿìè. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îêàçàëèñü ñóùå-
ñòâåííî íåñòàöèîíàðíû è ðàçëè÷íû äëÿ ðàçíûõ ðÿäîâ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íà êâàçèñòà-
öèîíàðíîì ïðîìåæóòêå íàèëó÷øåé îöåíêîé ïàðàìåòðà B â ñìûñëå ìåòðèêè (3.5) ÿâëÿëîñü
íóëåâîå çíà÷åíèå, òî åñòü íàèëó÷øèé ïðîãíîç êâàíòèëåé ìîæíî â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ òèïà Ëèóâèëëÿ, êîãäà â (2.4) îòñóòñòâóåò äèôôóçèîííîå ñëàãàåìîå,
÷òî òàêæå ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü ìåòîäà.

Âàæíî òàêæå è òî, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà îöåíêè ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ
êâàíòèëåé ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ìåòîäà â ñðàâíåíèè ñî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ìî-
äåëåé àâòîðåãðåññèè � ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî äëÿ òåñòèðóåìûõ ðÿäîâ îêàçàëàñü â 2-4 ðàçà
ìåíüøå. Ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè òèïà äðîáíîé àäâåêöèè-äèôôóçèè ìîãóò
áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíû äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ, ïðîåêòû � 14-01-00145 è � 13-01-
00617.
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Simulation of nonstationary random processes kinetic

equations with fractional derivatives.

c⃝ D.A. Zenuk4, L.V Klochkova5, J.H. Orlov6

Abstract. In this paper we construct a method of simulation of nonstationary random processes
by kinetic equations with fractional derivatives. Paper discusses the kinetic equation of fractional
order with respect to the sample quantiles of the distribution function for modeling the evolution
of the random variables. A model is proposed to describe the evolution of the pollution of the
metropolis, when the source of impurities is random.

Key Words: fractional equation advection-di�usion, Riemann-Liouville derivative, Gerasimov-
Caputo derivative, sample quantiles, sample distribution function
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