
Íåïðåðûâíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé . . . 59

ÓÄÊ 512.917+513.9

Íåïðåðûâíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ

êóñî÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1, Ê. À. Ñàôîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäå-
íèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè êàê ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ. Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå àâòîðîâ áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ýíòðîïèÿ êàê ôóíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ â C0 -òîïîëîãèè ìîæåò èìåòü ðàçðûâ (ñêà-
÷îê) òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå, à èìåííî, â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ ñ íóëåâîé ýíòðî-
ïèåé, ïðè÷åì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷íû
ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì. Â äàííîé ñòàòüå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ
îòîáðàæåíèé ñ C1 -òîïîëîãèåé è ïðè íàëè÷èè íóëåâûõ îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷-
êå ðàçðûâà óêàçàííûé èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, à çíà÷èò, ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, îòîáðàæåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà, íèäèíã-
èíâàðèàíò

1. Ââåäåíèå

Îäíîìåðíûå ðàçðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñ äâóìÿ èíòåðâàëàìè ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ
(ëîðåíöåâñêèå îòîáðàæåíèÿ) è èõ íàäñòðîéêè ìîäåëèðóþò îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ
ïîòîêîâ ñî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì ïðåäåëüíûõ òðàåêòîðèé, èìåþùèõ ñòðàííûå àòòðàêòîðû
òèïà àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ñì. [4] ). Â ðàáîòå Ì.È. Ìàëêèíà [1] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î
íåïðåðûâíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè htop(f) êàê ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ f äëÿ êëàññà
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà ñ îäíîé òî÷êîé ðàçðûâà. Ïðè
óñëîâèè ïëîòíîñòè ïðîîáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè
ýíòðîïèè íà ïðîñòðàíñòâå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ñ C0 -òîïîëîãèåé. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ, åñëè óñëîâèå ïëîòíîñòè ïðîîáðàçîâ ðàçðûâà çàìåíèòü íà
óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè îòîáðàæåíèÿ, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ htop(f) . Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ htop(f) â îêðåñòíîñòè
îòîáðàæåíèÿ f0 ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé, òî, êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ñòàòüå àâòîðîâ [2] ,
htop(f) ìîæåò èìåòü ðàçðûâ (ñêà÷îê ýíòðîïèè), ïðè÷åì òàêîé ðàçðûâ èìååò ìåñòî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå
ïåðèîäîì.

Ïîäîáíûé âîïðîñ î âîçìîæíûõ ñêà÷êàõ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè èçó÷àëñÿ ðàíåå äëÿ
êëàññà íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé. Â ðàáîòå Ì. Ìèçþðåâè÷à [7] áû-
ëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ñêà÷êà ýíòðîïèè äëÿ ýòîãî êëàññà è óñòà-
íîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíà ñêà÷êà çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, âõîäÿùèõ â ïå-
ðèîäè÷åñêèå îðáèòû.

Â ðàáîòå [2] ìû óñòàíîâèëè òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàçðûâà ýí-
òðîïèè â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé è ïîêàçàëè, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòîì
Ìèçþðåâè÷à âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè îïðåäåëÿåòñÿ (îáùèì) ïåðèîäîì îðáèò, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó ðàçðûâà ëîðåíöåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ f0 ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé. Â ñâÿçè ñ

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà, Íèæåãî-
ðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Èíñòèòóò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé,
ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@unn.ru

2 Ñòóäåíò, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Èíñòèòóò èíôîðìà-
öèîííûõ òåõíîëîãèé, ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, Íèæíèé Íîâãîðîä
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ýòèì ðåçóëüòàòîì âîçíèêàåò òàêîé âîïðîñ: íåëüçÿ ëè âñå æå äîáèòüñÿ íåïðåðûâíîñòè ýí-
òðîïèè, åñëè ïîâûñèòü êëàññ ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèé è ðàññìàòðèâàòü èõ â Ck -òîïîëîãèè
( k ≥ 1 ). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ñì. êîíñòðóêöèþ êîíòðïðèìåðîâ â [2] ), ÷òî ïðè ëþáîé ãëàä-
êîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð ñî ñêà÷êîì ýíòðîïèè â îêðåñòíîñòè ëîðåíöåâñêîãî
îòîáðàæåíèÿ ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé, ó êîòîðîãî îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå ðàç-
ðûâà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Åñëè æå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå ðàçðûâà ðàâíû
íóëþ, òî, êàê áóäåò äîêàçàíî â äàííîé ñòàòüå (ñì. Òåîðåìó 3.1), òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ
çàâèñèò íåïðåðûâíî îò îòîáðàæåíèÿ ñ C1 -òîïîëîãèåé.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ýòó òåîðåìó ìîæ-
íî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ìèëíîðà-Òåðñòîíà [6] , à òàêæå
Ì. È. Ìàëêèíà è Ì.-×. Ëè [5] . Äåéñòâèòåëüíî, â ðàáîòå [6] áûëà äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü
ýíòðîïèè äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ C1 -òîïîëîãèåé, à
â ðàáîòå [5] óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèíàìèêîé óíèìîäàëüíûõ è ñèììåòðè÷íûõ
ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé (â ÷àñòíîñòè, ñ ñîõðàíåíèåì ýíòðîïèè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòîáðàæåíèé).

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñåìåéñòâî F ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé f : I → I , ãäå I = [0, 1]
è f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà
êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ [0; c) è (c; 1] ;

2. limx→c−0 f (x) = 1 , limx→c+0 f (x) = 0 .

Ïðè èçìåíåíèè îòîáðàæåíèÿ f â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ
òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé òî÷êó ðàçðûâà c = c(f) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùåé îò f , åñëè ñäåëàòü ïðè íåîáõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùóþ
çàìåíó êîîðäèíàò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàÿ ïîäíÿòèå ëîðåíöåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ
êàê ðàçðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè ñòåïåíè 1 (ñì. [5]), ìû ïîëó÷àåì ðàçðûâíîå
îòîáðàæåíèå ïðÿìîé â ñåáÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè ðàçðûâà â öåëûõ òî÷êàõ, â òî
âðåìÿ êàê â òî÷êå c (è â òî÷êàõ c + n äëÿ öåëûõ n ) ïîäíÿòèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì,
òàê ÷òî ìîæíî C0 -òîïîëîãèþ ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé îïðåäåëèòü êàê îáû÷íóþ C0 -
òîïîëîãèþ íà îòðåçêå [0; 1] äëÿ ïîäíÿòèé, à â ñëó÷àå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ïðè ñîâïàäåíèè îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå ðàçðûâà
(è ñóùåñòâîâàíèè îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ 0 è 1 ) àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
C1 -òîïîëîãèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàÿ òî÷êó ðàçðûâà íå çàâèñÿùåé îò f , íà ìíîæåñòâå
F ââåäåì C1 -òîïîëîãèþ ñîîòíîøåíèåì

d(f, g) = max(supx∈I\c|f(x)− g(x)|, supx∈I\c|f ′(x)− g′(x)|).

Âíà÷àëå íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç [2] . Ïóñòü Π � ïðîñòðàíñòâî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé α = (α0, α1, ...) èç ñèìâîëîâ {−1, 1} ñ òîïîëîãèåé ïðÿìîãî (òèõîíîâ-

ñêîãî) ïðîèçâåäåíèÿ {−1, 1}Z
+

(ñ÷åòíîãî ÷èñëà ýêçåìïëÿðîâ äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ íà Π çàäàíà ìåòðèêîé

d(α, β) =
∑∞

n=0
|αi−βi|

2i
(ýòà ìåòðèêà ñîãëàñîâàíà ñ óêàçàííîé òîïîëîãèåé). Äàëåå áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà Π óñòàíîâëåí ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê (èíäóöèðîâàííûé î÷å-
âèäíûì íåðàâåíñòâîì (−1) < (+1) ). Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 2



Íåïðåðûâíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé . . . 61

σ : Π → Π � îòîáðàæåíèå ëåâîãî ñäâèãà: σ(ω0ω1ω2 . . .) = (ω1ω2 . . .) . Ìíîæåñòâî ïðî-
îáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà c îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì D = ∪∞

n=0Dn , ãäå D0 = {c} ,
Dn = {x ∈ I|fn (x) = c, fn−1 (x) ̸= c} .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷êè x ∈ I\D íàçûâà-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω (x) = ω0 ω1 ω2 . . . , ãäå ωi = sign (f i (x)− c) . Ôîðìàëüíûé ñòå-
ïåííîé ðÿä ω̃ =

∑∞
i=0 ωi t

i ïåðåìåííîãî t áóäåì íàçûâàòü íèäèíã-ðÿäîì òî÷êè x .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D îïðåäåëèì ïàðó íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî ôîðìóëå:

K+(x)
def
= lim

y→x+0
ω(y), K−(x)

def
= lim

y→x−0
ω(y), y ∈ I\D.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Íèäèíã-èíâàðèàíòàìè îòîáðàæåíèÿ f ∈ F íàçûâàåòñÿ

ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (K+
f (c), K

−
f (c)) .

Ïàðà íèäèíã-èíâàðèàíòîâ (α, β) = (K+
f (c), K

−
f (c)) ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëè÷åñêèì îïèñàíèåì

îòîáðàæåíèÿ f , à â ñëó÷àå ïëîòíîñòè D ïðîîáðàçîâ ðàçðûâà ýòà ïàðà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
ñèñòåìîé èíâàðèàíòîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.

Îáîçíà÷èì Σf = {ω(x)| x ∈ I\D} � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ íèäèíã-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; ñîãëàñíî [3] òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ ðàçðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
f ∈ F ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

htop (f) = htop (σ| Σf ) = lim
n→∞

log l′n
n

= lim
n→∞

log ln
n

,

ãäå l′n � ÷èñëî äîïóñòèìûõ n -áëîêîâ â Σf , à ln = cardDn .

Ïóñòü r(f) � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà L̃f =
∑∞

n=0 lnt
n , à r′(f) = min(r(f), 1) . Èç

ôîðìóëû Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè èìååì

htop (f) = − log r′ (f) .

Ñâÿçü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé íèäèíã-èíâàðèàíòîâ óñòà-
íàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [1] ).

Ë å ì ì à 2.1. Çíà÷åíèå r′(f) = min(r(f), 1) ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîëîæè-

òåëüíûì êîðíåì àíàëèòè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèè Θf (t) = K̃+
f (c)− K̃−

f (c) .

Â ñòàòüå [2] áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ
ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñ C0 -òîïîëîãèåé â òåðìèíàõ íèäèíã-
èíâàðèàíòîâ, êîòîðûé èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ôóíêöèÿ f → htop(f) â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â C0 -òîïîëîãèè, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà htop(f0) = 0 è íèäèíã-èíâàðèàíòû K+

f0
, K−

f0
îòîáðàæåíèÿ

f0 ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì; âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè â ýòîì ñëó÷àå
ðàâíà 1

p
log 2 , ãäå p � îáùèé ïåðèîä íèäèíã-èíâàðèàíòîâ.

Ïîñêîëüêó, â ñèëó äàííîé òåîðåìû, çà èñêëþ÷åíèåì óêàçàííîãî â åå ôîðìóëèðîâêå
ñëó÷àÿ, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ, îñòà¼òñÿ ðàññìîò-
ðåòü ýòîò èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé. Â äàííîé ñòàòüå ìû äîáàâëÿåì óñëîâèå êóñî÷íîé C1 -
ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ f ïðè íàëè÷èè íóëåâûõ îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå ðàç-
ðûâà. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì êëàññå îòîáðàæåíèé ñ C1 -òîïîëîãèåé ýíòðîïèÿ íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ.
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3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Èñõîäÿ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü C1 -ãëàäêèå (âíå òî÷êè ðàç-
ðûâà) ëîðåíöåâñêèå îòîáðàæåíèÿ è èçó÷èì ïîâåäåíèå ýíòðîïèè ê îêðåñòíîñòè äàííîãî
îòîáðàæåíèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùåãî èñêëþ÷èòåëüíûì óñëîâèÿì òåîðåìû 2.1. , ãàðàíòè-
ðóþùèì â C1 -òîïîëîãèè ñêà÷îê ýíòðîïèè. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ïðåäïîëàãàòü íóëåâîå
çíà÷åíèå ýíòðîïèè äëÿ f è âûïîëíåíèå óêàçàííûõ â òåîðåìå ðàâåíñòâ.

lim
x→c−0

f p(x) = lim
x→c+0

fp(x) = c äëÿ íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî p . (3.1)

Òàêæå äîáàâèì óñëîâèå íà îäíîñòîðîííèå íóëåâûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå ðàçðûâà è
ïîýòîìó

lim
x→c−0

(f p)′(x) = lim
x→c+0

(f p)′(x) = 0. (3.2)

Äëÿ íà÷àëà ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñ÷èòàÿ îòîáðàæåíèå f
è ÷èñëî p ôèêñèðîâàííûìè, îáîçíà÷èì gp = g äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîì ïàðàãðàôå
îòîáðàæåíèé g (áëèçêèõ ê f ). Òî÷êó ðàçðûâà îòîáðàæåíèÿ g îáîçíà÷èì cg , à áëèæàéøèå
ê íåé ñïðàâà è ñëåâà òî÷êè ðàçðûâà îòîáðàæåíèÿ g (èëè ïðîîáðàçû g (−1)(cg) ) îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî ag è bg . Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå îáðàçû òî÷êè ðàçðûâà cg :

ug = g(cg + 0), vg = g(cg − 0).

Â êà÷åñòâå τ(I) áóäåì ñ÷èòàòü äëèíó èíòåðâàëà I .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ( 3.1 ) è ( 3.2 ),

îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî â òî÷êå c (òî÷íåå, èìååò ìåñòî óñòðàíèìûé ðàçðûâ), à íèäèíã-
èíâàðèàíòû èìåþò âèä

K+
f = PPP . . . , K−

f = QQQ . . . , ïîýòîìó Θf =
P̃ − Q̃

1− tp
,

ãäå P̃ è Q̃ � ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè p . Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøèé ïî-
ëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè Θf (t) ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà P̃ − Q̃ . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ýíòðîïèè â òî÷êå f âûÿñíèì,
êàêèå íèäèíã-èíâàðèàíòû ìîãóò èìåòü áëèçêèå â C1�òîïîëîãèè îòîáðàæåíèÿ g .

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ F ïîâåäåíèå ôóíêöèè g â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàçðûâà ìîæíî
îïèñàòü îäíèì èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. vg ≤ c, ug ≥ c ,

2. vg > c, ug ≥ c ,

3. vg ≤ c, ug < c ,

4. vg > c, ug < c .

Ìû áóäåì ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ â îòäåëüíîñòè.
1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè ïðèáëèæåíèè îòîáðàæåíèÿ g ê èñõîäíîìó îòîáðàæåíèþ f

òî÷êè ag è bg ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì af è bf ñîîòâåòñòâåííî, è ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
ðàçðûâà îòîáðàæåíèé g è f . Âûáåðåì ε -îêðåñòíîñòü îòîáðàæåíèÿ f â C1 -òîïîëîãèè
òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ èç ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

|vg| < ε <
af
3
, |ug| < ε <

bf
3
,
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g ′(x) <
1

2
, x ∈ (−2 ε, 2 ε),

| af − ag| < ε <
af
3
, | bf − bg| < ε <

af
3
.

Îòîáðàæåíèå g íåïðåðûâíî è ìîíîòîííî íà èíòåðâàëå R0 = (c, c + ε) , ïîýòîìó R1 =
g(R0) = (u, g(ε)) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì èíòåðâàëîì è åãî äëèíà íå ïðåâîñõîäèò

τ(R1) = | g ′(ξ)|τ(R0) ≤
ε

2
.

Òàê êàê u < ε <
af

3
, òî èíòåâàëû R0 è R1 ïåðåñåêàþòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî R1 ñîäåð-

æèòñÿ â èíòåðâàëå (0, 2ε) ⊂ (0, ag) , ïîýòîìó g òàêæå íåïðåðûâíî íà R1 . Àíàëîãè÷íî,
ëþáîé èíòåðâàë Rn = g(Rn−1) ïåðåñåêàåòñÿ ñ Rn−1 è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

τ(Rn) ≤
1

2
τ(Rn−1) ≤

ε

2n
.

Çíà÷èò è ýòîò èíòåðâàë ñîäåðæèòñÿ â (0, 2ε) ⊂ (0, ag) . Òàêèì îáðàçîì, g n íåïðåðûâ-
íî íà R0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N , ñëåäîâàòåëüíî, íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê èç R0

ñîâïàäàþò è ðàâíû PPP . . . .
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ òî÷åê èç ëåâîé ïîëóîêðåñòíîñòè

(c − ε, c) , ïðè ýòîì íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòèõ òî÷åê áóäóò ðàâíû QQQ . . . . Â èòî-
ãå èìååì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå íèäèíã-èíâàðèàíòû îòîáðàæåíèÿ g ñîâïàäàþò ñ íèäèíã-
èíâàðèàíòàìè îòîáðàæåíèÿ f . Òàêèì îáðàçîì,

Θg =
P̃ − Q̃

1− tp
= Θf .

2. Âòîðîé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî òî÷êà bg ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì òî÷êè ðàçðûâà
äëÿ îòîáðàæåíèÿ g è ïîýòîìó ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå cg äëÿ áëèçêèõ g . Íî äëÿ ïðàâîé
ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè cg ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò ïåðâûé ñëó÷àé, òî åñòü ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà èíòåðâàëîâ R0, R1, R2 . . . , ïîñòðîåííàÿ âûøå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ug, vg ∈ R0 , ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå âûðàæåíèå äëÿ íèäèíã-èíâàðèàíòîâ îòîáðàæåíèÿ g

K+
g = PPP . . . ,K−

g = QPP . . . ,

Θg = P̃ − Q̃ = Θf (1− tp).

3. Â òðåòüåì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû âòîðîìó, è â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëåâîé
ïîëóîêðåñòíîñòè îíè ïðèâîäÿò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó:

K+
g = PQQ . . . ,K−

g = QQQ . . . ,

Θg = P̃ − Q̃ = Θf (1− tp).

4. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, òàê êàê îáå òî÷êè ag
è bg åñòü ïðîîáðàçû òî÷êè ðàçðûâà è ñòðåìÿòñÿ ê cg ïðè ïðèáëèæåíèè g ê èñõîäíîìó
îòîáðàæåíèþ. Äî ýòîãî ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àè, êîãäà âñå èòåðàöèè òî÷åê èç îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè ðàçðûâà âñåãäà îñòàâàëèñü âíóòðè èíòåðâàëà (bg, ag) , ÷òî ïîçâîëÿëî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèòü íèäèíãè îòîáðàæåíèÿ g . Òåïåðü æå ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ èç-çà âîçìîæíîé
íåèíâàðèàíòíîñòè ïîäîáíîãî èíòåðâàëà.
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Ðàññìîòðèì îòðåçîê Jg = [min(ug, bg),max(vg, ag)] è âûáåðåì îêðåñòíîñòü îòîáðàæåíèÿ
f òàê, ÷òîáû

| vg| < ε, | ug| < ε,

| g ′(x)| < 1

2
, x ∈ J,

| cg − ag| < ε, | cg − bg| < ε.

Î÷åâèäíî, ÷òî g(Jg) ⊂ Jg . Ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê ug, vg ïðè-
íàäëåæèò îòðåçêó [bg, ag] . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ug < bg , òîãäà f(cg, ag) = (ug, cg) ⊃ (bg, cg) è
f(bg, cg) = (cg, vg) , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåðâàë cg, ag çà äâå èòåðàöèè íàêðûâàåò èíòåðâàë
cg, vg . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèÿ óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ | g ′(x)| < 1

2
, ïîëó÷èì

τ(cg, vg) ≤
1

4
τ(cg, ag),

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå. Òåïåðü ïóñòü k � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ
êîòîðîãî g k(ug) > cg . Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå k ñóùåñòâóåò äëÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ îòîá-
ðàæåíèé, òàê êàê g(x) > x ïðè x ∈ [ug, cg)

3.
Ïðè k = 1 âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

g(cg, ag) = (ug, cg) ⊂ (ag, cg),

g(bg, cg) = (cg, vg) ⊂ (cg, bg),

èç êîòîðûõ ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ èç îðáèò òî÷åê ug è vg ïîî÷åðåäíî ïîïàäàåò â ïðàâóþ
è ëåâóþ ïîëóîêðåñòíîñòü òî÷êè cg , è íèäèíã-èíâàðèàòíû ðàâíû

K+
g = PQP . . . ,K−

g = QPQ . . . ,

Θg =
P̃ − Q̃

1 + tp
= Θf

1− tp

1 + tp
.

Ïðè k ≥ 2 ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü îòðåçêîâ

Ji = [g i−1(ug), g
i(ug)], i = 1, k,

Äëèíà êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî Ji íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû äëèíû ïðåäûäóùåãî. Çà-
ìåòèì, ÷òî

(bg, cg) ⊂ Jk−1 ∪ Jk,

Ñëåäîâàòåëüíî

τ(bg, cg) ≤
3

2k−1
τ(J1).

Äëÿ îáðàçà èíòåðâàëà (bg, cg) èìååì ñëåäóþùèå îöåíêè

τ(g 2(bg, cg)) = τ(g(cg, vg)) = τ(ug, g(vg)) ≤
3

2k+1
τ(J1) ≤ τ(J1).

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà vg ïîä äåéñòâèåì g ïîïàäàåò â èíòåðâàë J1 è g i(vg) ∈ Ji+1, i =
1, k − 1 . Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

3 Åñëè îðáèòà òî÷êè ug ñîäåðæèò òî÷êó ðàçðûâà, òî çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå
ïîíèìàåòñÿ êàê g i(ug) = g i(ug + 0) . Àíàëîãè÷íî, äëÿ äðóãîé òî÷êè g i(vg) = g i(vg − 0) .
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Åñëè g k−2(vg) ∈ Jk−1 ëåæèò ëåâåå òî÷êè bg , òî cg < g k(vg) < vg . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
cg < g k(ug) < vg íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íèäèíã-èíâàðèàíòû èìåþò âèä

K+
g = V V . . . ,K−

g = QV V . . . , ãäå V = P QQ . . . Q︸ ︷︷ ︸
k−1

,

Θg = (P̃ − Q̃)
1− tp

1− tpk
.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ óòâåðæäåíèå èç [1] , ïîçâîëÿþùåå îöåíèòü òîïîëîãè÷åñêóþ
ýòðîïèþ ôóíêöèè g .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü (α, β) è (α∗, β∗) äîïóñòèìûå ïàðû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

α ≤ α∗, β ≥ β∗,

òîãäà âûïîëíÿåòñÿ r′(α, β) ≤ r′(α∗, β∗) .

Äîïóñòèìîñòü ïàðû (α, β) îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåâòîðÿþò ïðè
âñåõ n ≥ 0 óñëîâèÿì

σn (α) ≥ α èëè σn (α) ≤ β,

σn (β) ≥ α èëè σn (β) ≤ β.

Ïðåäïîëîæèì g k−2(vg) > bg , à ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ cg < g k−1(vg) < vg . Îáî-
çíà÷èì èíòåðâàë T = (g k−1(vg), g

k(ug)) ⊂ (cg, vg) è s íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ

êîòîðîãî cg ∈ [tv, tu] = g s(T ) . Íà ÿçûêå íèäèíãîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèäèíã-èíâàðèàíòû
ðàâíû

K+
g = S+K+(tu), S

+ = P QQ . . . Q︸ ︷︷ ︸
k−1

V1V2 . . . Vs,

K+
g = S−K−(tv), S

− = QP Q . . . Q︸ ︷︷ ︸
k−2

V1V2 . . . Vs, Vi = P èëè Q.

Òàê êàê tu ≥ cg è tv ≤ cg , òî K+(tu) ≥ K+(cg) è K−(tv) ≤ K−(cg) , è ïîýòîìó
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

K+
g ≥ S+K+

g ≥ S+S+ . . . ,

K−
g ≤ S−K−

g ≤ S−S− . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

S̃+S̃+ . . .− S̃−S̃− . . . = (P̃ − Q̃)
1− tp

1− tp(k+s)

Èç 3.1. ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè Θg(t) íå áîëüøå
íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà P −Q . Èç óñëîâèÿ htop(f) = 0 ïîíÿòíî,
÷òî íà ñàìîì äåëå îíè ñîâïàäàþò 4.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå òîæäåñòâà è îöåíêè, ïîëó÷åííûå âî âñåõ ïóíêòàõ, èìååì, ÷òî

íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü Θg ñîâïàäàåò ñ êîðíåì Θf = P̃−Q̃
1−tp

, ñëåäîâàòåëüíî,
ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå f . Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà:

4 Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðè s = ∞ , åñëè ôîðìàëüíîå ñ÷èòàòü t∞ = 0
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Ò å î ð å ì à 3.1. Â êëàññå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ (âñþäó êðîìå òî÷êè
ðàçðûâà) ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ñ C1 -òîïîëîãèåé è ïðè óñëîâèè íóëåâûõ îäíîñòî-
ðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå ðàçðûâà òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
îòîáðàæåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 15-01-03687-à, 14-01-00344).
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Continuity of topological entropy for piecewise smooth

Lorenz type mappings

c⃝ M. Malkin5, K. Safonov6

Abstract. For one-dimensional mappings of Lorenz type, the problem on behavior of the
topological entropy as the function of a mapping is studied. In the previous paper the authors
proved that entropy as the function of a mapping with C0 -topology can have jumps only for
exceptional case, namely, in a neighbourhood of a mapping with zero entropy, and moreover, if
and only if two kneading invariants are periodic with the same period. In the present paper we
show that for the class of Lorenz mappings having zero one-sided derivatives at the discontinuity
point and with C1 -topology, such an exceptional case is impossible, and thus the entropy depends
continously on the mapping.
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