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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ âûáîðî÷íîé
ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàáëþäàåìûõ íà ïðàêòèêå â âèäå
âðåìåííûõ ðÿäîâ. Âìåñòî èçó÷åíèÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé âðåìåííîãî ðÿäà ïðåä-
ëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü àíñàìáëü ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé, ïîðîæäàåìûõ ýìïèðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ôóíêöèîíà-
ëîâ, çàäàííûõ íà ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèÿõ è èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ýòî, íàïðèìåð,
èíäèêàòîð óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ ìåãàïîëèñà â âèäå ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè âðåäíûõ âåùåñòâ
çà îïðåäåëåííûé ïåðèîä âðåìåíè, èíäèêàòîð èçìåíåíèÿ ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêè â
ðåãèîíå, ôóíêöèîíàë ýôôåêòèâíîñòè óïðàâëåíèÿ çàãðÿçíåíèåì â âèäå ñíèæåíèÿ óðîâíÿ çà-
ãðÿçíåíèÿ â ðåçóëüòàòå îïðåäåëåííûõ äåéñòâèé è ò.ï. Ôîðìóëèðóåòñÿ ìåòîä òåñòèðîâàíèÿ
óïðàâëÿþùåãî ôóíêöèîíàëà íà íåñòàöèîíàðíîì àíñàìáëå òðàåêòîðèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûáîðî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà, àí-
ñàìáëü íåñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé, òåñòèðîâàíèå óïðàâëÿþùåãî ôóíêöèîíàëà.

1. Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ïî ìîäåëèðîâàíèþ è ïðîãíîçèðîâàíèþ
âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà Ëèóâèëëÿ è Ôîêêåðà-Ïëàíêà,
ïðèìåíåííûõ ê âûáîðî÷íûì ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ [1, 2]. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ áûë
ïîñòðîåí ìåòîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íåñòàöè-
îíàðíûì ïîâåäåíèåì íà çàäàííûé ãîðèçîíò âïåðåä. Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì êèíåòè÷åñêî-
ãî ïîäõîäà ïðèìåíèòåëüíî ê âðåìåííîìó ðÿäó ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàöèÿ àíñàìáëÿ âîçìîæíûõ
òðàåêòîðèé, êîòîðûå îòâå÷àþò âûÿâëåííûì òåíäåíöèÿì â èçìåíåíèè âûáîðî÷íûõ ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ â ñèëó òîãî èëè èíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Â ðàáîòàõ [3, 4] áûëà ïîñòðîåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèìå-
íèòåëüíî ê ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷å ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàãðÿçíåííîñòè àòìîñôåðû ìåãàïîëè-
ñîâ, à òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèé èëè âðåäíûõ ïðèìåñåé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé
è íåñòàöèîíàðíîé ñðåäå. Â íèõ áûëè ïîñòðîåíû ñòàòèñòèêè, êîòîðûå òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
ïî äàííûì âðåìåííîãî ðÿäà, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî ðÿäà. Çäåñü ìû îïèñûâàåì, êàê ìîæíî áûëî
áû íå òîëüêî ïðîãíîçèðîâàòü êîðèäîð âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íî è
òåñòèðîâàòü ýôôåêòèâíîñòü òîãî èëè èíîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, çàäàííîãî â âè-
äå ôóíêöèîíàëà íà ôðàãìåíòå ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè. Â ðåçóëüòàòå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ
ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èíòåíñèâíîñòü èñòî÷-
íèêà âðåäíûõ ïðèìåñåé, ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíóþ àêòóàëüíîñòü.

Ïðàêòè÷åñêàÿ òðóäíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äåòåðìèíèñòè÷åñêèõ, à íå ñòîõàñòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíåíèÿ ìåãàïîëèñîâ â çàâèñèìîñòè îò
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ñëó÷àéíûõ óñëîâèé âîäíî-âîçäóøíîé ñðåäû ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñòî÷íèê çàãðÿçíåíèÿ ïî
èíòåíñèâíîñòè è ñîñòàâó ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ïðèòîì íåñòàöèîíàðíûì. Â ðåçóëüòàòå,
êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñåé, ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà èç-çà
íåîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè èñòî÷íèêà. Âîçìîæíîñòü îïèñàòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü êèíå-
òè÷åñêèì óðàâíåíèåì òîãî æå òèïà, ÷òî è ñðåäó, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåíîñ èçó÷à-
åìîãî ôàêòîðà, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü óíèôèöèðîâàííóþ êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà â
öåëîì. Ïîñòðîåííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîãíîçíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîçäàíèÿ àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ïó÷êà íåñòàöèîíàðíûõ òðàåêòî-
ðèé.

Íåîáõîäèìîñòü òåñòèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëà óïðàâëåíèÿ, çàäàííîãî íà òðàåêòîðèè
íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ÷àñòî âîçíèêàåò ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ, ê êîòîðîé ñâîäÿòñÿ ìíîãèå çàäà÷è ïðèêëàäíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà [5].
×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîãäà èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà, ïðåäñòàâëÿåìàÿ â âèäå âðåìåííîãî ðÿ-
äà, íàõîäèòñÿ â òîì èëè èíîì ñîñòîÿíèè, èçìåðÿåìûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÷å-
ðåç êîòîðûå è ïðîÿâëÿåòñÿ ýòî ñîñòîÿíèå, èìåþò õàðàêòåðíûå èìåííî äëÿ ýòîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà èäåíòèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûáîðêè êàê
ïðèíàäëåæàùåé îïðåäåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ðåøàåòñÿ â ñòàòèñòèêå ëèáî ïó-
òåì îöåíèâàíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà,
ëèáî â ðàìêàõ íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà-
Ñìèðíîâà. Îäíàêî ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ êðèòåðèåâ êîððåêòíî òîëüêî â ñòàöèîíàðíîì
ñëó÷àå, êîãäà åñòü îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ê ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíà, òî îáó÷åíèå àëãîðèòìà ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ íà äàííûõ çà ïðîøëûé ïåðèîä ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåñîñòîÿòåëüíûì. Â òàêîì
ñëó÷àå äëÿ áîëåå íàäåæíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ íàäî òåñòèðîâàòü ðåøàþùóþ ôóíêöèþ íà
íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäàõ. Íî ôàêòè÷åñêè äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî
îäíà òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ â ñèëó íåñòàöèîíàðíîñòè íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷-
íî áîëüøîé îáúåì âûáîðêè. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü òåñòèðîâàíèÿ òåõ èëè
èíûõ èíäèêàòîðîâ ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà ñ öåëüþ îöåíêè âåðîÿòíîñòè èõ
ïðàâèëüíîãî ñðàáàòûâàíèÿ.

Èíäèêàòîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïðåäåëåííûå ôóíêöèîíàëû, çàäàííûå íà ôðàãìåí-
òàõ òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. ×òîáû îöåíèòü ýìïèðè÷åñêóþ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îïðåäåëåííûé èíòåðâàë çíà÷åíèé èíäèêàòîðà îòâå÷àåò îæèäàåìîìó ïîâåäåíèþ
ðÿäà â íàñòîÿùåì èëè áóäóùåì, íóæíî èìåòü ìíîãî ðåàëèçàöèé èçó÷àåìîãî ïðîöåññà. Äëÿ
ýòîãî òðåáóåòñÿ ñãåíåðèðîâàòü ïó÷îê âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé âðåìåííîãî ðÿäà, âûáîðî÷-
íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ýâîëþöèîíèðóåò îïðåäåëåííûì îáðàçîì, è ïðîâå-
ðèòü íà íåì óñòîé÷èâîñòü ñðàáàòûâàíèÿ èíäèêàòîðà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè íåñòà-
öèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà îòíîñèòåëüíî âûáî-
ðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (äàëåå ÂÏÔÐ) âðåìåííîãî ðÿäà. Ïîäõîä ê ìî-
äåëèðîâàíèþ íåñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé íà îñíîâå ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ÂÏÔÐ áûë ïðåäëîæåí â [6], ãäå â êà÷åñòâå òàêîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâà-
ëîñü óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ. Â ðàáîòå [7] áûëî îáîñíîâàíî óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ
ÂÏÔÐ íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Òåì ñàìûì ñòàëî âîçìîæíûì êîððåêòíîå ìîäå-
ëèðîâàíèå àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé âðåìåííîãî ðÿäà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ òèïà äèôôóçèè
ñî ñíîñîì.
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2. Ìåòîä ãåíåðàöèè íåñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé

Áóäåì äëÿ óäîáñòâà íîðìèðîâêè ñ÷èòàòü, ÷òî èçó÷àåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíà ïî âðåìåíè, òàê ÷òî âñå åå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0; 1] .

Ïóñòü x(t) åñòü çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â äèñêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè t , ãäå
øàã ïî âðåìåíè ñ÷èòàåòñÿ åäèíè÷íûì, à fT (x, t) åñòü ÂÏÔÐ âûáîðêè äëèíû T ñ îêîí-
÷àíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t , ò.å. âûáîðêè ôðàãìåíòà ðÿäà {x(t − T + 1), . . . , x(t)} . Âû-
áîðî÷íàÿ ïëîòíîñòü ñòðîèòñÿ ïî ðàâíîìåðíîìó ðàçáèåíèþ ãèñòîãðàììû â ñîîòâåòñòâèè
ñ ìåòîäèêîé, îïèñàííîé â [8], ïðè êîòîðîì ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü â ÷àñòîòàõ
ðàâíà òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé çíà÷åíèÿ ðÿäà ðàçëè÷àþòñÿ îäíî îò äðóãîãî, ò.å. 1/n , ãäå åñòü
÷èñëî êëàññîâûõ èíòåðâàëîâ.

×èñëî êëàññîâûõ èíòåðâàëîâ n â çàâèñèìîñòè îò äëèíû âûáîðêè T è êîíêðåòíîé
ïîëó÷àþùåéñÿ ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

√
T

n∑
i=1

√
fT (i)(1− fT (i))

= nt1−1/(2n), (2.1)

ãäå t1−1/(2n) åñòü êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ïîðÿäêà 1 − 1/(2n) ñ T − 1 ñòå-
ïåíüþ ñâîáîäû. Ïî êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ãèñòîãðàììå ÂÏÔÐ fT (x, t) ìîæíî ïîñòðîèòü
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FT (x, t) :

FT (x, t) =

1∫
0

fT (y, t)dy.

Ïîñêîëüêó ãèñòîãðàììà ÂÏÔÐ èìååò âèä

f(x) = fj, x ∈ [(j − 1)/n; j/n], j = 1÷ n, (2.2)

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÂÔÐ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F (x) = (nx− j) · fj+1 +

j∑
k=1

f(k), x ∈ [(j − 1)/n; j/n], j = 1÷ n. (2.3)

×òîáû èìèòèðîâàòü ïðîöåññ, áëèçêèé ê ðåàëüíûì íàáëþäåíèÿì, ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ ñõåìà äåéñòâèé. Íà ïåðâîì ýòàïå ïî èìåþùèìñÿ èñòîðè÷åñêèì äàííûì ñòðîÿòñÿ
âûáîðî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé x(t) èçó÷àåìîãî ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà çà òîò ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè T , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè t îïðåäåëåíà ÂÏÔÐ fT (x, t) (2.2) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé FT (x, t) ñîãëàñíî (2.3).
Çàòåì ãåíåðèðóåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà [0; 1] ðÿä ÷èñåë {yk}
äëèíîé T . Ïóñòü t0 åñòü íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé ÂÏÔÐ fT (x, t0) èçâåñò-
íà. Òîãäà â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè îäíà èç âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà, äëÿ êîòîðîãî ÂÏÔÐ ìåíÿåòñÿ îò fT (x, t0) äî fT (x, t0+T ) , ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå
îáðàùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, äâèæóùåéñÿ
â ñêîëüçÿùåì îêíå äëèíû T :

yk = FT (xk, t0 + k). (2.4)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, ñîãëàñíî (2.4), â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t èç ðàñïðåäåëåíèÿ FT (x, t)
ãåíåðèðóåòñÿ òîëüêî îäíî çíà÷åíèå ðÿäà. Ñàìà æå FT (x, t) âûñòóïàåò â ýòîò ìîìåíò âðå-
ìåíè êàê ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü. Òåì ñàìûì èìèòèðóåòñÿ ïðîöåññ íàáëþäåíèÿ çà äè-
íàìèêîé íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà.
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Çàäàâàÿ ðàçëè÷íûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ðÿäû {yk}j, j = 1, ·, N , ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïó÷îê èç N òðàåêòîðèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ äâóìÿ ÂÏÔÐ: fT (x, t) è fT (x, t + T ) ,
ñîãëàñíî íàáëþäàåìîé ýâîëþöèè ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé. Êàæäàÿ j -àÿ òðàåêòîðèÿ èç íàáîðà
òðàåêòîðèé ïîñòðîåííîãî ïó÷êà ïîðîæäàåò íà îòðåçêå [t0+1; t0+T ] ÂÏÔÐ f̃T (yj;x, t0+T ),
îòëè÷íóþ îò íàáëþäàåìîé fT (x, t0 + T ) . Îäíàêî ïî ïîñòðîåíèþ âñå ýòè âûáîðî÷íûå òðà-
åêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè îäíîãî è òîãî æå íåñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé.

Ïî ñîâîêóïíîñòè ñãåíåðèðîâàííûõ òðàåêòîðèé ìîæíî îöåíèòü, íàñêîëüêî çíà÷èìû îò-
êëîíåíèÿ ìîäåëüíîãî è ôàêòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèé. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî ðàññòîÿíèå
ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ â íîðìå C

ρ = ∥F̃T ({y};x, t0 + T )− FT (x, t0 + T )∥. (2.5)

Ðàññìîòðèì òàêæå âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÂÏÔÐ äëÿ ñãåíåðèðîâàííûõ òðà-
åêòîðèé

ρ = ∥F̃T ({y}; x, t0 + T )− F̃T ({y′}; x, t0 + T )∥. (2.6)

Åñëè áû ðàñïðåäåëåíèÿ FT (x, t) áûëè ñòàöèîíàðíû, òî ðàññòîÿíèÿ (2.6) ïîä÷èíÿëèñü
áû ñòàòèñòèêå Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà: P{ρ

√
T/2 < z} → K(z), T → ∞ , ãäå K(z) �

ôóíêöèÿ Êîëìîãîðîâà. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò êðèòåðèé íåïðèìåíèì èç-çà íåñòàöèîíàðíî-
ñòè ïðîöåññà, è äëÿ îöåíêè áëèçîñòè ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè ñïåöè-
àëüíûé èíäèêàòîð, íàçûâàåìûé ñîãëàñîâàííûì óðîâíåì ñòàöèîíàðíîñòè. Äëÿ åãî ïîñòðî-
åíèÿ ïðîàíàëèçèðóåì ñòàòèñòèêó ðàññòîÿíèé ìåæäó òàê íàçûâàåìûìè âñòûê-âûáîðêàìè,
ò.å. ìåæäó ÂÔÐ FT (x, t) è FT (x, t + T ) , ñäâèíóòûìè îäíà îòíîñèòåëüíî äðóãîé íà âåëè-
÷èíó îêíà âûáîðêè:

ρ(T ; t) = ∥FT (x, t)− FT (x, t+ T )∥. (2.7)

Ïî èìåþùèìñÿ èñòîðè÷åñêèì äàííûì ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G(ρ;T ) ðàñ-
ñòîÿíèé (2.7), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ýìïèðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ðàñïðåäåëåíèÿìè íå áîëüøå ρ . Îïðåäåëèì äàëåå ñîãëàñîâàííûé óðîâåíü ñòàöèîíàðíî-
ñòè (ÑÓÑ) ρ∗(T ) òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññòîÿíèå ðàâíî çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

G(ρ;T ) = 1− ρ. (2.8)

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.8) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå

K
(
ε
√
T/2

)
= 1− ε, (2.9)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ε(T ) , îáëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè áåñ-
êîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ ïî âû÷èñëåíèþ ðàññòîÿíèé ìåæäó äâóìÿ âûáî-
ðî÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè äëèíû T â äîëå ñëó÷àåâ ε áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïðåâûøåíèå
ðàññòîÿíèÿ, ðàâíîãî ε . Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé äëèíû âûáîðêè T îòíîøåíèå
ρ∗/ε áîëüøå åäèíèöû, òî ðÿä íåñòàöèîíàðíûé. Âåëè÷èíà

J(T ) =
ρ∗(T )

ε(T )
(2.10)

íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íåñòàöèîíàðíîñòè ðÿäà [9]. Åñëè æå íà íåêîòîðûõ äëèíàõ âûáîðêè
âåëè÷èíà J(T ) ≤ 1 , òî ðÿä ñòàöèîíàðíûé, è òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åãî âûáîðî÷íûå
ðàñïðåäåëåíèÿ íå ýâîëþöèîíèðóþò. Äëÿ ðåàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ê îïèñàíèþ ýâîëþöèè ÂÏÔÐ ñëåäóåò îïðåäåëèòü òàêèå äëèíû, íà êîòîðûõ J(T ) > 1 .
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Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå (2.4) ïîëó÷àåòñÿ àíñàìáëü òðàåêòîðèé âðå-
ìåííîãî ðÿäà, êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ÑÓÑ ðàññòîÿíèé
(2.5) ïðèáëèæåííî ðàâåí ÑÓÑ ðàññòîÿíèé (2.6), ò.å. õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âèðòó-
àëüíûìè âûáîðêàìè ðàâíî õàðàêòåðíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó âèðòóàëüíîé è ôàêòè÷åñêîé
òðàåêòîðèÿìè. Âî-âòîðûõ, åñëè ñðàâíèòü ñãåíåðèðîâàííûå âûáîðêè â îêíå [t0 + 1; t0 + T ]
ñ èñõîäíîé ÂÔÐ FT (x, t0) , òî ñîîòâåòñòâóþùèé ÑÓÑ áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì ρ∗(T )
â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.8).

Îïèñàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ÷èñëåííûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöè-
îíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ îïðåäåëåííûìè íåïàðàìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè åãî ÂÏÔÐ,
ýâîëþöèîíèðóþùåé â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà (èëè èíûì ìîäåëüíûì
óðàâíåíèåì, êîòîðîå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ÂÏÔÐ ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà).

3. Ìîäåëü ýâîëþöèè âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ

Ñ÷èòàåì, ÷òî àíàëèç èíäåêñà íåñòàöèîíàðíîñòè ïîçâîëèë îïðåäåëèòü äëèíó T âûáîð-
êè, ïî êîòîðîé ñòðîèòñÿ ÂÏÔÐ fT (x, t) , òàê ÷òî äàëåå ýòà äëèíà ôèêñèðîâàíà. Äàëåå äëÿ
êðàòêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îïóñêàåì. Â òîì æå îêíå äëè-
íû T ñòðîèì ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèé Φ(x, v, t) çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà
x(t) è åãî ïðèðàùåíèé v(t) = x(t+ 1)− x(t) . Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(x, t) =

1∫
−1

Φ(x, v, t)dv, (3.1)

ãäå â ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ó÷òåíî, ÷òî x ∈ [0; 1] , òàê ÷òî v ∈ [−1; 1] . Â êà÷åñòâå
ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè èñïîëüçóåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà îòíîñèòåëüíî
ÂÏÔÐ f(x, t) :

∂f

∂t
+

∂

∂x
(uf)− λ

2

∂2f

∂x2
= 0, (3.2)

ãäå ïàðàìåòðû ñíîñà (ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü u(x, t) ) è äèôôóçèè λ(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ [7]
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

u(x, t)f(x, t) =
∫
vΦ(x, v, t)dv;

λ(t) =
dσ2

dt
− 2covx,u(t), σ2(t) =

1∫
0

(x− x̄)2f(x, t)dx.
(3.3)

Â [7] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îöåíêà âåëè÷èíû λ ïî âûáîðêå äëèíû T â
ñîîòâåòñòâèè ñ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè èìååò âèä

λ(t) =
1

T

t∑
k=t−T+1

(x(k)− x(k + 1))2 − 1

T 2
(x(t+ 1)− x(t− T + 1))2 (3.4)

è ïðè T > 1 ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Ïàðàìåòð ñíîñà u(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (3.3).
Â ÷èñëåííîé ñõåìå óêàçàííûå ïàðàìåòðû áåðóòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî âðåìåíè. Òîãäà
äèñêðåòíàÿ ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (3.2) ñ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé äëÿ
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ýâîëþöèè ïî âðåìåíè ñ åäèíè÷íûì øàãîì è øàáëîíîì ëåâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî
ïðîñòðàíñòâó ñ øàãîì h = 1/(100n) , ãäå n îïðåäåëÿåòñÿ â (2.1), èìååò âèä

fT (x, t+ 1) = fT (x, t) +
fT (x, t)u(x, t− 1)− fT (x+ 1, t)u(x+ 1, t− 1)

h
+

+
λ(t− 1)

2h2
(fT (x+ 2, t)− 2fT (x+ 1, t) + fT (x, t)) .

(3.5)

Çäåñü, îäíàêî, ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ÿâíûå ñõåìû ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé äèôôóçèîííî-
ãî òèïà íåóñòîé÷èâû, â ñâÿçè ñ ÷åì îíè èìåþò ñðàâíèòåëüíî ìàëûé ãîðèçîíò ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè äàëåå ìû èñïîëüçîâàëè ñõåìó, â êîòîðîé, âî-ïåðâûõ,
êàæäûé êëàññîâûé èíòåðâàë ðàçáèò åùå íà 100 ÿ÷ååê (ñ ó÷åòîì ðàâíîìåðíîñòè â íèõ, ïî
ïîñòðîåíèþ, âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè), è, âî-âòîðûõ, àïïðîêñèìàöèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé
äåëàåòñÿ â ëåâî-ðàçíîñòíîì øàáëîíå, â êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ÿ÷åéêå x áåðåòñÿ ñî
ñëåäóþùåãî øàãà ïî âðåìåíè. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ
(äëÿ êðàòêîñòè íèæíèé èíäåêñ T îïóùåí):

fT (x, t+ 1) = fT (x, t) +
fT (x, t− 1)u(x, t− 1)− fT (x+ 1, t)u(x+ 1, t− 1)

h
+

+
λ(t− 1)

2h2
(2f(x− 1, t)− f(x, t+ 1)− f(x− 2, t)) .

Ðàçðåøàÿ åãî îòíîñèòåëüíî f(x, t+ 1) , ïîëó÷àåì ñõåìó ðàñ÷åòà:

f(x, t+ 1) = fT (x, t)
fT (x, t)

1 + λ(t− 1)/2h2
+

+
fT (x, t)u(x, t− 1)− fT (x+ 1, t)u(x+ 1, t− 1)

h+ λ(t− 1)/2h
+

+
λ(t− 1)

λ(t− 1) + 2h2
(2f(x− 1, t)− f(x, t+ 1)− f(x− 2, t)) .

(3.6)

Îäíîâðåìåííî ñ ïîøàãîâûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.2) ïî ñõåìå (3.6), êîãäà âåëè÷èíû
λ è u(x, t) ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ïî ôîðìóëàì (3.3), ñòðîèòñÿ è
àíñàìáëü ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé ñîãëàñíî ìåòîäèêå ï. 2.

4. Òåñòèðîâàíèå óïðàâëÿþùåãî ôóíêöèîíàëà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè. Åãî ñòàòè-
ñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèå, êàê ñðåäíåå, äèñïåðñèÿ, ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê òåì
èëè èíûì ïàðàìåòðàì, íà ïðàêòèêå ìîãóò áûòü èçó÷åíû âñåãî ëèøü ïî åäèíñòâåííîé ðåà-
ëèçàöèè â âèäå êîíêðåòíîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Ñ ó÷åòîì íåñòàöèîíàðíîñòè ïîâåäåíèÿ ðÿäà
ýòîãî ÿâíî íåäîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå âûáîðîê áîëüøîé äëèíû ìîæåò ïðè-
âåñòè ê îøèáî÷íûì âûâîäàì, èáî àíàëèç áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ïî íå àêòóàëüíûì äàííûì.
Àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàöèÿ íàáîðà òðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèõ òåêóùèì òåíäåíöèÿì
àíàëèçèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç óïðàâëÿþùåãî ôóíêöèîíàëà
íà òàêîì àíñàìáëå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì [10].
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Ïóñòü íà âûáîðêå äëèíû T çàäàí íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë ψ{x(t−T+1), . . . , x(t)} . Ýòî
ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñòàòèñòèêà â âèäå ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé, à ìîæåò áûòü è íåêîòîðàÿ
ñëîæíàÿ êîíñòðóêöèÿ â âèäå óïðàâëåíèÿ äðóãîé ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèåé. Ïîñëåäíÿÿ çà-
äà÷à ìîæåò áûòü âîñòðåáîâàíà ïðè àíàëèçå ýôôåêòèâíîñòè ïðîâåäåíèÿ ìåðîïðèÿòèé ïî
óëó÷øåíèþ ýêîëîãè÷åñêîé èëè ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêè â ðåãèîíå.

Ïðè òåñòèðîâàíèè ôóíêöèîíàëà ψ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, âî-ïåðâûõ, åãî ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà íà âûáîðêàõ, îòâå÷àþùèõ äàííîé ìîäåëè ýâîëþöèè ÂÏÔÐ, è, âî-âòîðûõ,
èçó÷èòü óñòîé÷èâîñòü ôóíêöèîíàëà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè.

Ïåðâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü âûáðàí èíòåðåñóþùèé íàñ ôðàã-
ìåíò âðåìåííîãî ðÿäà è íà íåì ïîñòðîåí ïó÷îê âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé ÷èñëîì N . Îáî-
çíà÷èì ψj çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íà j -îé òðàåêòîðèè. Åãî ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðî÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî èìåþùèìñÿ N
çíà÷åíèÿì íà òðàåêòîðèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíåå, äèñïåðñèþ è îòíîñè-
òåëüíîå îòêëîíåíèå:

ψ̄ =
1

N

N∑
j=1

ψj, σ2
ψ =

1

N

N∑
j=1

(
ψj − ψ̄

)2
, Sψ =

ψ̄

σψ
. (4.1)

Ôîðìóëà (4.1) äàåò êîððåêòíûé îòâåò íà âîïðîñ, êàêîâà, íàïðèìåð, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ íîðìàëüíûõ ýêîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íà îïðåäåëåííîì ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè.

Âòîðàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîñðåäñòâîì âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-
Ïëàíêà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé òðåíä u(x, t) è äèôôóçèÿ λ(t) ìåíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì
îáðàçîì. Âû÷èñëÿÿ ñòàòèñòèêó (4.1) ôóíêöèîíàëà óïðàâëåíèÿ íà íîâûõ òðàåêòîðèÿõ,
ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ìîäèôèêàöèè óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ, ìîæíî îïðåäåëèòü äîïó-
ñòèìûå ïðåäåëû, âíóòðè êîòîðûõ óïðàâëåíèå óñòîé÷èâî. ×óâñòâèòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëà
îïðåäåëÿåòñÿ êàê åãî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó, íàïðèìåð:

Λψ =
∂ ln ψ̄

∂ lnλ
. (4.2)

Çàäàâàÿ äîïóñòèìûå ãðàíèöû âàðèàöèè (4.2), ìîæíî â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïî-
ëó÷èòü äîïóñòèìûå ãðàíèöû âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà, ò.å. âû-
ÿñíèòü, ïðåäïîëîæèì, ïðè êàêîì ïðåäåëüíîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè ýôôåêòèâíîñòü
óïðàâëåíèÿ (4.1) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Îïèñàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò òåñòèðîâàòü èíäèêàòîðû-ïðåäèêòîðû èçìåíåíèÿ êàêîãî-
ëèáî ñâîéñòâà âðåìåííîãî ðÿäà è ôóíêöèîíàëû ðàñïîçíàâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðÿäà â øèðî-
êîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ åãî âûáîðî÷íûõ ñòàòèñòèê. Ê åãî äîñòîèíñòâàì ñëåäóåò îòíåñòè
òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñòðåññ-òåñò íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü èíäèêàòîðà â ïðåäåëàõ,
êîíòðîëèðóåìûõ èññëåäîâàòåëåì. Èñòîðè÷åñêèé æå ðÿä äàííûõ íå ïðåäîñòàâëÿåò òàêèõ
âîçìîæíîñòåé. Êðîìå òîãî, äëÿ êâàëèôèöèðîâàííîãî òåñòèðîâàíèÿ ðÿä äàííûõ çà ïðî-
øëûé ïåðèîä òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî âûÿâëåíèÿ èíòåðåñíûõ ñèòóàöèé, êëàñòåðèçàöèè
èõ, îïðåäåëåíèÿ îøèáîê ïðè êëàñòåðèçàöèè, ÷òî âåñüìà òðóäîåìêî è íå äàåò ïîëíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îá èìåþùèõñÿ ëîêàëüíûõ ïàòòåðíàõ ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûé êîä, ãåíå-
ðèðóþùèé ïî ôðàãìåíòó òðàåêòîðèè íåñòàöèîíàðíîãî ðÿäà àíñàìáëü åãî íåñòàöèîíàðíûõ
æå ðåàëèçàöèé, ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêóþ âàæíîñòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 14�01�00145.
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Modeling of a non-stationary trajectories ensemble using
Fokker-Planck equation
c⃝ L. V Klochkova4, J. H. Orlov5, S. L. Fedorov6

Abstract. There is Discusses the kinetic Fokker-Planck equation for sample density distribution
functions of random variables seen in practice in the form of the time number. Instead of studying
one of the possible realizations of the time series it is proposed to consider an ensemble of random
trajectories generated by the empirical distribution function. A model is proposed to describe
the time variation functional de�ned on random trajectories and practical importance. This, for
example, the indicator of level of pollution of the metropolis in the form of average pollutant
concentration over a certain period of time, a similar indicator of the changing epidemiology in the
region, the functional e�ciency in the management of pollution in the form of lower pollution levels
as a result of certain actions, etc. There is formulated a method of testing the control functions for
the non-stationary trajectories ensemble.
Key Words: random distribution function, the Fokker-Planck equation, the ensemble of non-
stationary trajectories, the testing control functions

4 Senior Research Fellow of Keldysh Institute of Applied Mathematics of RAS, Moscow; klud@imamod.ru.
5 Senior, Researcher O�cer of the Institute of applied mathematics by name M.V.Keldysh of RAS, Moscow;

ov3159fd@yandex.ru.
6 Aspirant of the Institute of applied mathematics by name M.V.Keldysh of RAS, Moscow

Zhurnal SVMO. 2016. V. 18, No. 1


