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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðèâàåòñÿ êëàññ òð¼õìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ,
îòëè÷àþùèõñÿ îò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì íàëè÷èåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò ãåòåðîêëè-
÷åñêèõ êàñàíèé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òàêèå êàñêàäû íå ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè,
îäíàêî äëÿ íèõ íàéäåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ, ìîäóëè
óñòîé÷èâîñòè

Äæ. Ïàëèñ [5] áûë ïåðâûì, êòî îáíàðóæèë, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíî-
ñòè ïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
â ëþáîé C1 -îêðåñòíîñòè òàêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïîïàðíî íå
ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì. Ïðî òàêèå ñèñòåìû ãîâîðÿò, ÷òî îíè îáëàäàþò ìîäóëÿìè òîïîëî-
ãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè èëè ìîäóëÿìè óñòîé÷èâîñòè. Íåñìîòðÿ íà íåóñòîé÷èâîñòü, äëÿ
íåêîòîðîãî êëàññà òàêèõ ñèñòåì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíóþ ñèñòåìó òîïîëîãè÷åñêèõ èíâà-
ðèàíòîâ. Äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì íà ïîâåðõíîñòÿõ òàêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ
[3], [4]. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ýòèõ èäåé â ðàçìåðíîñòü òðè.

Áîëåå äåòàëüíî, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷å-
ñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîëó÷åíû äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Ψ , çàäàííûõ íà ãëàäêèõ
òð¼õìåðíûõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ M3 è òàêèõ, ÷òî ëþáîé äèôôåî-
ìîðôèçì f ∈ Ψ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê;

2) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê p, q ∈ Ωf ïåðåñå÷åíèå W s
p ∩W u

q íå ïóñòî òîëüêî â
ñëó÷àå, êîãäà dim W s

p = dim W u
q = 2 , ïðè ýòîì îíî ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì âñþäó,

êðîìå, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò íåâûðîæäåííîãî îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ3;
3) ñåäëîâûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f îáëàäàþò C2 -ëèíåàðèçóþùèìè îêðåñòíîñòÿìè

(ñì. îïðåäåëåíèå 1.3. íèæå).
×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû, ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ .
Äëÿ i ∈ {0, 1, 2, 3} îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi ïîäìíîæåñòâî Ωf , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê p òàêèõ,

÷òî dim W u
p = i . Ïîëîæèì Af =W u

Ω0∪Ω1
, Rf =W s

Ω2∪Ω3
, Vf =M3\(Af∪Rf ) è V̂f = Vf/f .

Èç [1] ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Af , Rf , Vf è V̂f ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè, V̂f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì

çàìêíóòûì 3-ìíîãîîáðàçèåì è åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ p
f
: Vf → V̂f ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì,

èíäóöèðóþùèì ýïèìîðôèçì η
f
: π1(V̂f ) → Z , äåéñòâóþùèé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

ĉ � ïåòëÿ â V̂f òàêàÿ, ÷òî ĉ(0) = ĉ(1) = x̂ . Â ñèëó òåîðåìû î ìîíîäðîìèè ñóùåñòâóåò
ïåòëÿ c â Vf ñ íà÷àëîì â òî÷êå x ( c(0) = x ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ïóòè ĉ , è

1 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; tatiana.mitryakova@yandex.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
3 Ïóñòü N1 , N2 � äâóìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M3 . Òî÷êà x ∈ N1 ∩ N2 íàçûâàåòñÿ

òî÷êîé íåâûðîæäåííîãî îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êàðòà (Ux, φx) ìíîãîîáðàçèÿ M3 , ãäå
Ux ⊂ M3 � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x è φx : Ux → R3 � C2 -äèôôåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî φx(x) =
(0, 0, 0) , φx(N1 ∩ Ux) = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0} , φx(N2 ∩ Ux) = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2} .
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ñóùåñòâóåò ýëåìåíò k ∈ Z òàêîé, ÷òî c(1) = fk(x) . Òîãäà η
f
: π1(V̂f ) → Z � îòîáðàæåíèå,

ïåðåâîäÿùåå [ĉ] â k .
Ïîëîæèì Ŵs

f =
∪

p∈Ω1

Ŵ s
p è Ŵu

f =
∪

p∈Ω2

Ŵ u
p . Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Ŵ δ

p , δ ∈

{s, u} ìíîæåñòâà Ŵδ
f ÿâëÿåòñÿ η

f
-ñóùåñòâåííûì äâóìåðíûì òîðîì èëè η

f
-ñóùåñòâåííîé

áóòûëêîé Êëåéíà íà ìíîãîîáðàçèè V̂f â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïóñòü j : Ŵ δ
p → V̂f âêëþ÷å-

íèå è j∗ : π1(Ŵ
δ
p ) → π1(V̂f ) èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì, òîãäà η

f
(j∗(π1(Ŵ

δ
p ))) ̸= {0} .

Èç ñâîéñòâà 2) êëàññà Ψ ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ŵ s
p ⊂ Ŵs

f è Ŵ u
p ⊂ Ŵu

f

ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïî îäíîìåðíûì êðèâûì, ëèáî
ïåðåñåêàþòñÿ íåòðàíñâåðñàëüíî ñ íàðóøåíèåì óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ â
êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè íåâûðîæäåííîãî îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ.

Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f ïðèíàäëåæèò êëàññó Ψ è σ � åãî ñåäëîâàÿ òî÷êà ïåðèîäà
mσ ñ äâóìåðíûì óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jσ : R3 → R3 ëèíåéíûé
äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé æîðäàíîâîé ôîðìîé ëèíåéíîé ÷àñòè äèôôåîìîðôèçìà
fmσ â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ . Òî÷êà O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé äèôôåîìîðôèçìà
Jσ è èìååò Jσ -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü UJσ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. fmσ -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü Uσ ñåäëîâîé òî÷êè σ
íàçîâåì C2 -ëèíåàðèçóþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò C2 -äèôôåîìîðôèçì ψσ : Uσ → UJσ , ñî-
ïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçì fmσ |Uσ ñ äèôôåîìîðôèçìîì Jσ|UJσ

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî òî÷åê ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè
a ∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç σs

a è σu
a ñåäëîâûå òî÷êè òàêèå, ÷òî a ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ

èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W s
σs
a
è W u

σu
a
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µa (λa) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

òî÷êè σs
a (σu

a) ïî ìîäóëþ áîëüøåå (ìåíüøåå) åäèíèöû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ∗ ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ f ∈ Ψ òàêèõ, ÷òî îòíîøåíèå ln|λa|
ln|µa|

ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ua êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Uσs

a
∩ Uσu

a
, ñîäåðæàùóþ òî÷êó

a . Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ua ïîëîæèì ps = ψσs
a
(p) = ([p]sx, [p]

s
y, [p]

s
z) , p

u = ψσu
a
(p) =

([p]ux, [p]
u
y , [p]

u
z ) , ga = ψσu

a
◦
(
ψσs

a

∣∣∣
Ua

)−1

: ψσs
a
(Ua) → ψσu

a
(Ua) . Çàïèøåì îòîáðàæåíèå ga â

êîîðäèíàòíîì âèäå

ga(x, y, z) = (ξa(x, y, z), ηa(x, y, z), ζa(x, y, z)).

Ïîëîæèì

τa =
∂ζa
∂x

(as).

Ïîëîæèì Ha = A ∩ W s
σs
a
∩ W u

σu
a
, Ĥa = p

f
(Ha) , λĤa

= λa è µĤa
= µa äëÿ a ∈ A .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĥf îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ Ĥa .

Ïîëîæèì Â = p
f
(A) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kf ñâÿçíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü äåé-

ñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà Vf , ãðàíèöà êîòîðîé íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíîæåñòâà A . Äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé êðèâîé ν̂ ⊂ V̂f , ñîåäèíÿþùåé òî÷êè x̂ è ŷ , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ïîäíÿòèå ν ⊂ Vf ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x = p−1
f (x̂)∩Kf è êîíå÷íîé òî÷êîé fkν̂ (K̂f ) äëÿ

íåêîòîðîãî öåëîãî kν̂ .
Ïóñòü â1, â2 ∈ Ĥa ∩ K̂f . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν̂â1,â2 ãëàäêóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè

â1 è â2 .
Äëÿ êàæäîé òî÷êè b ∈ (Hf ∩ Kf ) âû÷èñëèì ïàðàìåòð τb è ïîëîæèì τb̂ = τb äëÿ

b̂ = p
f
(b) . Äëÿ Ĥa èç Ĥf ïîëîæèì

τ
Ĥa

= {τb̂, b̂ ∈ Ĥa} Ĉ
Ĥa

= {λĤa
, µĤa

, τ
Ĥa
}.
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Ïîëîæèì
Ĉf = {ĈĤa

, Ĥa ⊂ Ĥf}.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Íàáîð Sf = (V̂f , ηf
, Ŵs

f , Ŵu
f , Ĉf ) íàçîâåì ñõåìîé äèô-

ôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ Ψ íàçîâåì

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) η
f
= η

f ′ φ̂∗ ;

2) φ̂(Ŵs
f ) = Ŵs

f ′ è φ̂(Ŵu
f ) = Ŵu

f ′ ;

3) åñëè Ĥa′ = φ̂(Ĥa) òî
ln|λĤa|
ln|µĤa|

=
ln
∣∣∣λĤa′

∣∣∣
ln
∣∣∣µĤa′

∣∣∣ ;
4) åñëè Ĥa′ = φ̂(Ĥa) äëÿ Ĥa èç Ĥf , òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê â1, â2 ∈ Ĥa , ïðèíàäëåæà-

ùèõ V̂f âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∣∣∣ τâ2τâ1

∣∣∣ 1

ln|µĤa
| =

(∣∣∣∣λĤa′
µĤa′

∣∣∣∣kφ̂(ν̂â1,â2
)

·
∣∣∣ τφ̂(â2)

τφ̂(â1)

∣∣∣) 1

ln

∣∣∣∣∣µĤa′

∣∣∣∣∣ .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.2.
1. Åñëè ñõåìû äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ Ψ ýêâèâàëåíòíû, òî äèôôåîìîðôèçìû òî-

ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû.
2. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ∗ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èõ ñõåìû ýêâèâàëåíòíû.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðè-
ëîæåíèÿ¿), Ðîññèéñêîãî ôîíäà íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû � 13-01-12452 îôè-ì è
15-01-03689-à) è ÍÈÐ ñîãëàñíî çàäàíèþ 2014/134 íà âûïîëíåíèå ãîñóäàðñòâåííûõ ðàáîò â
ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáð-
íàóêè Ðîññèè íà 2014-2016 ãã. (ÍÍÃÓ).
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The criteria of the topological conjugacy of

3-di�eomorphisms with a �nite number orbits of

heteroclinic tangency

c⃝ T. M. Mitryakova4, O. V. Pochinka5

Abstract. In the present paper a class of 3-di�eomorphisms is considered, which di�er from the
gradient-like systems in the existence of the �nite number of heteroclinic tangencies orbits. It
is a well-known fact that such cascades are not structurally stable. However, the full system of
topological invariants is found for them.
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