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Î ïîëóñîïðÿæåííîñòè ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà è

íåîñîáîãî ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè

c⃝ Í. Â. Èñàåíêîâà1, Å. Â. Æóæîìà2, Ã. Â. Îñèïîâ3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýíäîìîðôèçì Âèëüÿìñà îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ïîëóñîïðÿæåí ñ íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì îêðóæ-
íîñòè ñòåïåíè òðè. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîð-
ôèçìà Âèëüÿìñà ñîäåðæèò êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëóñîïðÿæåííîñòü, îäíîìåðíîå âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå, íåáëóæäàþ-
ùåå ìíîæåñòâî, íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì

1. Ââåäåíèå

Ïåðâûé ïðèìåð ãèïåðáîëè÷åñêîãî îäíîìåðíîãî ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà áûë ïî-
ñòðîåí Ñ. Ñìåéëîì íà ïîëíîòîðèè. Ïîñòðîåíèå àòòðàêòîðà Ñìåéëà îñíîâûâàëîñü íà ïðè-
ìåðå ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè. Ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà îáîá-
ùåíà Âèëüÿìñîì [10], [11], êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ëþáîé îäíîìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ
àòòðàêòîð ìîæíî ïîñòðîèòü, ñòàðòóÿ ñ ðàâíîìåðíî ðàñòÿãèâàþùåãî íåîñîáîãî ýíäîìîð-
ôèçìà âåòâëåííîãî îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (÷òî ïîçâîëèëî Âèëüÿìñó ïîëó÷èòü êëàñ-
ñèôèêàöèþ îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ íà ðàñòÿãèâàþùèõñÿ îäíîìåðíûõ àòòðàêòî-
ðàõ). Îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ êîíñòðóêöèè Ñìåéëà-Âèëüÿìñà áûëè òàêæå ïîñòðîåíû èíòå-
ðåñíûå îäíîìåðíûå è ìíîãîìåðíûå ïðèìåðû ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ â ðàáîòàõ [3],
[5], [6], [8]. Â ñòàòüå [4] áûëè ââåäåíû äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà, âêëþ÷àþùèå
â ñåáÿ ïðèìåð Ñìåéëà. Ïðèìåðû äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà îñíîâûâàëèñü íà
íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ ëèíåéíûå ðàñòÿãèâàþ-
ùèå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè è íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìè.

Â ðàáîòå [10] Âèëüÿìñ ïðèâåë ïðèìåð íåîñîáîãî ýíäîìîðôèçìà (ýòîò ýíäîìîðôèçì â
ñòàòüå ìû íàçûâàåì ýíäîìîðôèçìîì Âèëüÿèñà) îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ
äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ (ýòî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ). Íà îñíîâå
ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà ïîëíîêðåíäåëÿ (òî
åñòü, òðåõìåðíîãî øàðà ñ äâóìÿ ðó÷êàìè), êîòîðûé ìîæíî ïðîäîëæèòü íà íåêîòîðîå òðåõ-
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äî äèôôåîìîðôèçìà f , óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå À. Åñëè ýíäî-
ìîðôèçì Âèëüÿìñà ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì, òî f èìååò îäíîìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì äèôôåî-
ìîðôèçìà â ïîëíîêðåíäåëå. Åñëè ýíäîìîðôèçì Âèëüÿìñà íå ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì, òî
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî íåñêîëüêèõ
áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ðàçëè÷íîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Äëÿ îïèñàíèÿ áàçèñíûõ ìíî-
æåñòâ íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ î íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà.

Â ðàáîòå [2] áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà íåîñîáîãî ýíäîìîð-
ôèçìà îêðóæíîñòè. Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â [2], áûëî òî, ÷òî

1 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Íèæå-
ãîðîäñêàÿ àêàäåìèÿ ÌÂÄ Ðîññèè; math-ngaa@yandex.ru, nisaenkova@mail.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿; zhuzhoma@mail.ru.

3 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî; grosipov@gmail.ru
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ëþáîé íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè ïîëóñîïðÿæåí ñ ëèíåéíûì ðàñòÿãèâàþùèì
ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (íåîñîáûé) ýíäîìîð-
ôèçì Âèëüÿìñà îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ïîëó-
ñîïðÿæåí ñ íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè òðè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
÷àñòè÷íîå îïèñàíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà. Â ÷àñòíîñòè, èç
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà,
íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðàâíîìåðíî ðàñòÿãèâàþùåé èììåðñèåé, ñîäåðæèò èíâàðèàíòíîå êàíòîðî-
âî ìíîæåñòâî.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíòû 13-01-12452 îôè-ì, 15-01-03687, 13-
01-00589, è ÐÍÔ, ãðàíò 14-41-00044, çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëå-
íî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ (ïðîåêò 138) â 2015
ãîäó.

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, è ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ðå-
çóëüòàòû. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1 . Ñþðüåêòèâíîå C1 îòîáðàæåíèå g : S1 → S1

íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì [9]. Ýíäîìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè åãî ïðîèç-
âîäíàÿ Dg ̸= 0 [7]. Ïîñêîëüêó d ≥ 2 , òî Ed ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì
( g : S1 → S1 - ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîðôèçì, åñëè Dg > 1 ). Øóá [9] êëàññèôèöèðîâàë
ðàñòÿãèâàþùèåñÿ ýíäîìîðôèçìû, ïîêàçàâ, ÷òî ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì ñî-
ïðÿæåííîñòè â êëàññå ðàñòÿãèâàþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ.

Íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû îêðóæíîñòè îáðàçóþò âàæíûé êëàññ d -íàêðûòèé îêðóæíî-
ñòè. d -íàêðûòèåì îêðóæíîñòè S1 íàçûâàåòñÿ ñþðüåêòèâíûé ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì
S1 → S1 ñòåïåíè |d| ≥ 2 , ïðè ýòîì ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè ñîñòîèò èç |d| ∈ N òî÷åê. Â
ñòàòüå [2] ñäåëàíà êëàññèôèêàöèÿ d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè S1 ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåí-
íîñòè ñ ïîìîùüþ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíûì
êëàññèôèêàöèîííûì èíâàðèàíòîì ñ òî÷íîñòüþ äî d -ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàäåëåí-
íîå ñõåìîé èíâàðèàíòíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (îòìå÷åííîå ìíîæåñòâî) ëèíåéíîãî ðàñòÿãè-
âàþùåãî ýíäîìîðôèçìà ñòåïåíè d . Òàêæå â ñòàòüå [2] èçó÷åíî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè, à èìåííî, ïîêàçàíî, ÷òî îíî ñîäåðæèò êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî
ïëþñ ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èç îòêðûòûõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ.

Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå. Íàïîìíèì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (g)
ýíäîìîðôèçìà g îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ g -
èíâàðèàíòíûì è çàìêíóòûì. Òî÷êà x ∈ M ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîé åå
îêðåñòíîñòè U ïåðåñå÷åíèå gn(U) ∩ U ̸= ∅ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ
n .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f1 : S1 → S1 ïîëóñîïðÿæåíî f2 : M → M , åñëè
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : S1 →M òàêîå, ÷òî h◦f1 = f2 ◦h , òî åñòü èìååò
ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

S1 f1−→ S1

↓ h ↓ h
M

f2−→ M.

Ñëåäóÿ [1], îäíîìåðíûì âåòâëåííûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî B , äîïóñêàþùåå äâà òèïà êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé: îêðåñòíîñòè, ãîìåî-
ìîðôíûå R è îêðåñòíîñòè, ãîìåîìîðôíûå Y = {(x, y) ∈ R : y = 0 èëè y = φ(x)} ,
ãäå φ : R → R � C∞ -ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî φ(x) = 0 äëÿ x ≤ 0 è φ(x) = 0 äëÿ x > 0 , ñì.
ðèñ. 1.
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ âûòåêàåò, ÷òî îäíîìåðíîå
âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå B èìååò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TB â êàæäîé òî÷êå. Ïîýòî-
ìó äîñòàòî÷íî ãëàäêèé ýíäîìîðôèçì g : B → B (â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ â ïîíÿòíîì ñìûñëå
íàäî ãîâîðèòü îá îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ) èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå Dg : TB → TB
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ. Ýíäîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè îòîáðàæåíèå
Dg èíúåêòèâíî â êàæäîé òî÷êå.

Ðèñ. 1:

Ïóñòü K � îäíîìåðíîå âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ, èçîá-
ðàæåííîå íà ðèñ. 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B� ñåðåäèííûé îòðåçîê, ñíàáæåííûé îðèåíòàöèåé,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A (ñîîòâåòñòâåííî C) � îðèåíòèðîâàííóþ äóãó,
ãîìîòîïíóþ S1 , ïðèìûêàþùóþ ê îòðåçêó B ñëåâà (ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâà).

À

Â

Ñ

Ðèñ. 2: Îäíîìåðíîå âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1 è ââåäåì íà íåé ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: A
′
� äóãà, ïîëó-

÷åííàÿ ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò òî÷êè M1 äî M2 ; B
′
2 � äóãà,

ïîëó÷åííàÿ ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò òî÷êè M2 äî N2 ; C
′
�

äóãà, ïîëó÷åííàÿ ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò òî÷êè N2 äî N1 ; B
′
1

� äóãà, ïîëó÷åííàÿ ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò òî÷êè N1 äî M1 ,
ñì. ðèñ. 3.

Â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû φ : K → K îäíî-
ìåðíîãî âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ K âèäà 2.1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè íå îáÿçàòåëüíî
äîëæíû áûòü ðàñòÿãèâàþùèå.

A −→ −B + A+B

B −→ C −B + A (2.1)

C −→ B + C −B

Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îäíîìåðíîãî âåòâ-
ëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ K âèäà 2.1. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíî-
ñòè g : S1 → S1 ñòåïåíè òðè è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : S1 → K , òàêèå ÷òî
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Â2’

À’ C’

Â1’

M1

M2

N1

N2

Ðèñ. 3:

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h ◦ g = φ ◦ h , òî åñòü âåðíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

S1 g−→ S1

↓ h ↓ h
K φ−→ K.

Áîëåå òîãî:

1. h−1(A)
def
= A

′
, ãäå A

′
- äóãà, òàêàÿ ÷òî îãðàíè÷åíèå h|intA′ � ãîìåîìîðôèçì.

2. h−1(C)
def
= C

′
, ãäå C

′
- äóãà, òàêàÿ ÷òî îãðàíè÷åíèå h|intC′ � ãîìåîìîðôèçì.

3. h−1(B)
def
= B

′
1∪B

′
2 - îáúåäèíåíèå äâóõ äóã B

′
1 è B

′
2 , òàêèõ ÷òî îãðàíè÷åíèå h|intB′

i
,

i = 1, 2 � ãîìåîìîðôèçì è h|B′
1∪B

′
2
� ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4, òî åñòü h(A

′
) = A , h(C

′
) = C ,

h(B
′
1) = h(B

′
2) = B , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèÿ h|intA′ : S1 → K , h|intC′ : S1 → K ,

h|intB′
i
: S1 → K , i = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè, à îáúåäèíåíèå h|B′

1∪B
′
2
� ëîêàëüíûé

ãîìåîìîðôèçì.
Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà h ◦ g = φ ◦ h , òî åñòü íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùåé êîììóòà-

òèâíîé äèàãðàììû ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà ðèñ. 5 - ðèñ. 7.
�

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1.
h ◦ gn = φn ◦ h.

Äëÿ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ôàêò:

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



28 Í. Â. Èñàåíêîâà, Å. Â. Æóæîìà, Ã. Â. Îñèïîâ

À

Â

Ñ

À’
C’

Â1’

M1

M2

N1

N2

h

Ðèñ. 4:

1
S

1
S

K K

g

j

h h

1
S

1
S

K K

j

g

h h

À) Â)

Ðèñ. 5:

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì âèäà 2.1 è g :
S1 → S1 � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè S1 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû
2.1.. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå

h(NW (g)) ⊂ NW (φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ x ∈ NW (g) , ïîêàæåì, ÷òî h(x) ∈ NW (φ) . Âîçüìåì ëþáóþ ε -
îêðåñòíîñòü òî÷êè h(x) - Uε(h(x)) , òîãäà h−1[Uε(h(x))] = V (x) � îêðåñòíîñòü òî÷êè x ,
x ∈ S1 . Òàê êàê òî÷êà x ∈ NW (g) , ñóùåñòâóåò n0 ≥ 0 òàêîå, ÷òî gn0 [V (x)] ∩ V (x) ̸= Ø ,
ñëåäîâàòåëüíî h[gn0 [V (x)] ∩ V (x)] ̸= Ø . Ïîñêîëüêó h - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, âåðíî
ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå h[gn0 [V (x)]∩V (x)] ⊂ h ◦ gn0 [V (x)]∩h[V (x)] . Çíà÷èò, h ◦ gn0 [V (x)]∩
h[V (x)] ̸= Ø . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1., φn0 ◦h[V (x)]∩h[V (x)] ̸= Ø . Òàêèì îáðàçîì, h[V (x)] =
Uε(h(x)) , è òîãäà φn0 [Uε(h(x)))] ∩ Uε(h(x)) ̸= Ø , ÷òî îçíà÷àåò h(x) ∈ NW (φ) . � .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.3. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì âèäà 2.1, òîãäà
NW (φ) ñîäåðæèò èíâàðèàíòíîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.
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1
S

1
S

K
K

j

g

h h

Ðèñ. 6:

1
S

1
S

K K

j

g

h h

Ðèñ. 7:

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàòüå [2] ïîêàçàíî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (g) íåîñîáî-
ãî ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè g : S1 → S1 ñîäåðæèò èíâàðèàíòíîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.
Èç òåîðåìû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : S1 → K , ïîëóñî-
ïðÿãàþùåå g è φ , âåðíî âêëþ÷åíèå h(NW (g)) ⊂ NW (φ) (ñëåäñòâèå 2.2.), òàêèì îáðàçîì
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (φ) íåîñîáîãî ýíäîìîðôèçìà φ îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ K òàêæå ñîäåðæèò èíâàðèàíòíîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. � .

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ãðèíåñ Â.Ç., Ïî÷èíêà Î.Â., �Êàñêàäû Ìîðñà�Ñìåéëà íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ�, ÓÌÍ,
68:1 (2013), 129�188.

2. Æóæîìà Å.Â., Èñàåíêîâà Í.Â., �Êëàññèôèêàöèÿ íàêðûòèé îêðóæíîñòè�, Òðóäû ÌÈ-
ÀÍ. Ðîññèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê, 3 (2012), 96-101.

3. Æóæîìà Å.Â., Èñàåíêîâà Í.Â., �Î êëàññèôèêàöèè îäíîìåðíûõ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ
àòòðàêòîðîâ�, Ìàòåì. çàì., 86:3 (2009), 333-341.

4. Æóæîìà Å.Â., Èñàåíêîâà Í.Â., �Î íóëüìåðíûõ ñîëåíîèäàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæå-
ñòâàõ�, Ìàòåì. ñá., 202:3 (2011), 47-68.

5. Bothe H., �Transversally wild expanding attractors�, Math. Nachr., 157 (1992), 25-49.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



30

6. Farrell F., Jones L., �New attractors in hyperbolic dynamics�, Jour. Di�. Geom., 15
(1980), 107-133.

7. Nitecki Z., �Nonsingular endomorphisms of the circle�, Proc. Symp. Pure Math., 14
(1970), 203-220.

8. Robinson C., Williams R., �Classi�cation of expanding attractors: an example�, Topology,
15 (1976), 321-323.

9. Shub M., �Endomorphisms of compact di�erentiable manifolds�, Amer. Journ. Math., 91
(1969), 175-199.

10. Williams R.F., �One-dimensional non-wandering sets�, Topology, 6 (1967), 473-487.

11. Williams R., �Expanding attractors�, Publ. Math. IHES, 43 (1974), 169-203.

On semiconjugacy of Williams endomorphism and

nonsingular circle endomorphism

c⃝ N. Isaenkova4, E. Zhuzhoma5, G. Osipov6

Abstract. In the paper, we proof that Williams endomorphism of one-dimensional branched
manifold with two branched points semiconjugates with the nonsingular circle endomorphism of
degree three. As a consequence, one gets that the non-wandering set of the Williams endomorphism
contains Cantor set.
Key Words: semiconjugacy, one-dimensional branched manifold, non-wandering set, nonsingular
endomorphism, basic set
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