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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûäåëÿåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõñÿ êàê ëîêàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ïî-
âåðõíîñòè è îêðóæíîñòè, è ïðèâîäèòñÿ èõ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ. Óòî÷íÿåòñÿ ñòðóê-
òóðà ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ òàêèå äèôôåîìîðôèçìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêà-
öèÿ, ëîêàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ëîêàëüíî-òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn ñâÿçíîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ðàç-
ìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî Ωf êîíå÷íî è ñîñòîèò òîëüêî èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, è äëÿ
ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q ∈ Ωf èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ
W s

p , W
u
q ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Ìíîæåñòâî âñåõ äèô-

ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèè Mn áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç MS(Mn) .
Ïóñòü f ∈ MS(M3) . Íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå W s

p ∩ W u
q , ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ñåä-

ëîâûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f , íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì, ïðè ýòîì â ñëó÷àå
dim(W s

p ∩W u
q ) = 1 êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ W s

p ∩W u
q íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè-

÷åñêîé êðèâîé, à â ñëó÷àå dim(W s
p ∩W u

q ) = 0 ëþáàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ W s
p ∩W u

q íàçûâà-
åòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé. Äèôôåîìîðôèçì f ∈MS(M3) íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩W u
q ̸= ∅ ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà W u

p ìåíüøå
ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà W u

q . Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
äèôôåîìîðôèçìà f ∈ MS(M3) íå ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê, òî äèôôåîìîð-
ôèçì f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì.

Ñ.Ñìåéë â ðàáîòå [1] (Theorem A) ïîêàçàë, ÷òî ãðàäèåíòíûé ïîòîê ôóíêöèè Ìîðñà
íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè Mn ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî àïïðîêñèìèðîâàí
(â C1 -òîïîëîãèè) ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ÷òî äîêàçûâà-
åò ñóùåñòâîâàíèå äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè (íàïðèìåð,
ÿâëÿþùèõñÿ ñäâèãàìè íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèé òàêèõ ïîòîêîâ).

Ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ
èç êëàññà MS(M3) íà îðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëó÷åíà â öèêëå ðàáîò
Â.Ç.Ãðèíåñà, Î.Â. Ïî÷èíêè, Â.Ñ. Ìåäâåäåâà è Õ.Áîíàòòè (ñì. îáçîð [2] è êíèãó [3]). Îä-
íàêî ïî ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à âûäåëåíèÿ ñîäåðæàòåëüíûõ êëàññîâ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ èç MS(M3) , äîïóñêàþùèõ áîëåå ïðîñòîå, ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì,

1 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñ-
øàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; egurevich@hse.ru.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



8 Å. ß. Ãóðåâè÷

îïèñàíèå. Òàê, â [4] ðàññìîòðåí êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ãðàô,
àíàëîãè÷íûé êëàññè÷åñêèì èíâàðèàíòàì Å.À. Àíäðîíîâîé, À. Ã. Ìàéåðà è Ì. Ïåéêøîòî.

Â ýòîé ðàáîòå âûäåëÿåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ,
äîïóñêàþùèõ âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè â òåðìèíàõ
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ìåíü-
øåé ðàçìåðíîñòè (ïîâåðõíîñòè è îêðóæíîñòè). Ïðèâåäåì òî÷íóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü
S1 = R/Z � îêðóæíîñòü, S2

g � ïîâåðõíîñòü (çàìêíóòîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå) ðîäà
g ≥ 0 , τ : S2

g → S2
g � íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì

ñêëåéêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M3
g,τ ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû Γ = {γi, i ∈ Z} ,

ïîðîæäåííîé ñòåïåíÿìè ãîìåîìîðôèçìà γ : T2 × R → T2 × R , îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé
γ(z, r) = (τ(z), r − 1) è ÷åðåç pg,τ : S2

g × R →M3
g,τ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.

Ïóñòü φ2 : S2
g → S2

g � äèôôåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî ëèáî φ2τ = τφ2 , ëèáî φ2τ
−1 =

τ−1φ2 ; φ1 : S1 → S1 � ïðîèçâîëüíûé äèôôåîìîðôèçì, φ̃1 : R → R � åãî ïîäíÿòèå.
Òîãäà íà M3

g êîððåêòíî îïðåäåëåí äèôôåîìîðôèçì Φ :M3
g,τ →M3

g,τ , ïîäíÿòèå êîòîðîãî

Φ̃ : S2
g × R → S2

g × R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Φ̃(x, y) = (φ̃1(x), φ2(y)) , x ∈ R, y ∈ S2
g,τ .

Áóäåì íàçûâàòü äèôôåîìîðôèçì Φ ëîêàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì äèôôåîìîðôèçìîâ φ1, φ2

è îáîçíà÷àòü Φ = (φ1, φ2) .
Êëàññ âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ìíîãîîáðàçèè M3

τ , ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíûìè ïðîèç-
âåäåíèÿìè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç G(M3

τ ) .
Ìåòîäàìè ðàáîòû [5] äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû Φ = (φ1, φ2),Φ
′ = (φ′

1, φ
′
2) èç êëàññà G(M3

τ )
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû
h1 : S1 → S1 , h2 : S

2
1 → S2

1 òàêèå, ÷òî:

1. φ′
1 = h1φ1h

−1
1 ;

2. φ′
2 = h2φ2h

−1
2 ;

3. h2τ = τh2 .

Ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæ-
íîñòè ïîëó÷åíà À.Ã. Ìàéåðîì â ðàáîòå [6]. Ïðîáëåìà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ðåøåíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì â ðà-
áîòàõ [7], [8]. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ ïðè êëàññèôèêàöèè äèôôåî-
ìîðôèçìîâ èç êëàññà G(M3

g,τ ) , ñâîäèòñÿ ê ðàçëè÷åíèþ ìíîãîîáðàçèé âèäà M3
g,τ . Íàèáîëåå

çàêîí÷åííûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â ñëó÷àå g ∈ {0, 1} , ÷åìó
è ïîñâÿùåíà ýòà ðàáîòà.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷à-
íèå. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò äèôôåîìîðôèçìû èç êëàññà G(M3

τ ) ,
ïîçâîëÿþò âûäåëèòü ñëåäóþùèé êëàññ ñèñòåì. Ïóñòü M3 � îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðà-
çèå, è f :M3 →M3 � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi

f ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f , ðàçìåðíîñòü
íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ ðàâíà i ∈ {1, 2, 3} . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåî-
ìîðôèçì f : M3 → M3 ïðèíàäëåæèò êëàññó G∗(M3) , åñëè ìíîæåñòâî åãî ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäìíîæåñòâ Σf = Σa ∪ Σr

òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ A = W u
Σa

∪ Ω0
f , R = W s

Σr
∪ Ω3

f ÿâ-
ëÿåòñÿ ðó÷íî âëîæåííîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ. Â ðàáîòå [9] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ
ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G∗(M3) ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî gf ≥ 0
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è ãîìåîìîðôèçì τf : Sgf → Sgf òàêèå, ÷òî M3 äèôôåîìîðôíî M3
gf ,τf

. Òàêèì îáðàçîì,
ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèìåíèìû è äëÿ ðàçëè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà
G∗(M3) .

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü ãîìåîìîðôèçìû τ : S2
g → S2

g , τ
′ : S2

g → S2
g èçîòîïíû. Òîãäà

M3
g,τ ,M

3
g,τ ′ äèôôåîìîðôíû.

Èç ëåììû 1.1. íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü f ∈ G∗(M3
0,τ ) . Òîãäà M3

0,τ äèôôåîìîðôíî ïðÿ-
ìîìó ïðîèçâåäåíèþ S2 × S1 .

Ñëó÷àé g = 1 äàåò áîëåå áîãàòûé íàáîð ìíîãîîáðàçèé. Â ýòîì ñëó÷àå S̃2
1 = R2 ,

S2
1 = T 2 = R2/Z×Z . Èç [13] (ñì. ðàçäåë D ãëàâû 2) ñëåäóåò, ÷òî ãîìåîìîðôèçìû
φ, φ′ : T 2 → T 2 èçîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èíäóöèðîâàííûå èçî-
ìîðôèçìû ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû φ∗ : π1(T

2) → π1(T
2) , φ′

∗ : π1(T
2) → π1(T

2) . Òàê
êàê ãðóïïà π1(T

2) èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Z × Z , òî èçîòîïè÷åñêàÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ ãîìåîìîðèçìîâ òîðà ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè óíèìîäóëÿðíûõ öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö. Ãðóïïó òàêèõ ìàòðèö áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç GL(2,Z) , à ìàòðèöó ãîìåîìîðôèç-
ìà φ∗ : H1(T

2,R) → H1(T
2,R) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Aφ .

Ïóñòü A =

(
a11 a12
a21 a22

)
� óíèìîäóëÿðíàÿ öåëî÷èñëåíííàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ǎ : T 2 → T 2 äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé óðàâíåíèÿìè Ǎ(x1, x2) = (a11x1 + a12x2, a21x1 +
a22x2)(mod 1) .

Ò å î ð å ì à 1.2. Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f ïðèíàäåæèò êëàññó G∗(M3
1,τ )

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M3
1,τ äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ M3

1,Ǎ
òàêîìó, ÷òî ìàò-

ðèöà A îòîáðàæåíèÿ ñêëåéêè Ǎ ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

B1 =

(
1 0
0 1

)
; B2 =

(
−1 0
0 −1

)
; B3 =

(
0 1
−1 −1

)
; B4 =

(
0 1
−1 0

)
; B5 =(

0 −1
1 1

)
.

Â ñëó÷àå g ≥ 2 , ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè Íèëüñåíà è Òåðñòîíà (ñì. [10],[11]), ìíîæå-
ñòâî âñåõ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé τ : S2

g → S2
g ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäè-

íåíèå ÷åòûðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ T1, T2, T3, T4 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. åñëè ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ {τ} îòîáðàæåíèÿ τ ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó T1 , òî
{τ} ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì;

2. åñëè {τ} ∈ T2 , òî {τ} ñîäåðæèò ïðèâîäèìûé íåïåðèîäè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì àë-
ãåáðàè÷åñêè êîíå÷íîãî òèïà;

3. åñëè {τ} ∈ T3 , òî {τ} ñîäåðæèò ïðèâîäèìûé ãîìåîìîðôèçì, íå ÿâÿþùèéñÿ ãîìåî-
ìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêè êîíå÷íîãî òèïà;

4. åñëè {τ} ∈ T4 , òî {τ} ñîäåðæèò ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèÿ ãîìåîìîðôèçìîâ, óïîìÿíóòûõ â ïåðå÷èñëåíèè 1-4, èìååòñÿ, íàïðèìåð, â
îáçîðå [12]. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2. äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.
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Ò å î ð å ì à 1.3. Åñëè f ∈ G∗(M3
g,τ ) , òî {τ} ∈ T1 .

Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäñòâ Ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûé ôîíä Íàöèî-
íàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿ (ÍÈÓ ÂØÝ)¿ â
2015ã. ïî ïðîåêòó 15-09-0255.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü Â.Ç. Ãðèíåñó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå ïëîäî-
òâîðíûå îáñóæäåíèÿ.

2. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ

ãîìåîìîðôèçìû èç êëàññà G∗(M3
1,τ)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.
Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîòîïèÿ ξt : S

2
g → S2

g , t ∈ [0, 1] , ñîåäè-
íÿþùàÿ îòîáðàæåíèå ξ0 = τ ′τ−1 ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ξ1 . Îïðåäåëèì ãîìåî-
ìîðôèçì H : S2

g × [0, 1] → S2
g × [0, 1] ôîðìóëîé H(z, t) = (ξt(z), t) . Òîãäà ìíîãîîáðàçèÿ

M3
g,τ ,M

3
g,τ ′ ãîìåîìîðôíû ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà Ȟ :M3

g,τ →M3
g,τ ′ , êîòîðûé êàæäî-

ìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè [(z, t)] ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [H(z, t)] .
Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ìíîãîîáðàçèÿ
M3

g,τ ,M
3
g,τ ′ ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôíûìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïðèâåäåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû 1.2.. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â [14].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1.

• Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M
3
1,τ ) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóï-

ïû Rτ
∼= Z è íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû Nτ = pτ (T

2 × R) ∼= Z2 , òî åñòü ãîìî-
òîïè÷åñêèé êëàññ [c] ∈ π1(M

3
1,τ ) èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå (a, b), a ∈

RJ , b ∈ NJ , à ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a1, b1)(a2, b2) =
(a1 + a2, J

a1(b2) + b1) .

• Åñëè ãîìåîìîðôèçì h : M3
1,τ → M3

1,τ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì h∗ : π1(M
3
1,τ ) →

π1(M
3
1,τ ) òàêîé ÷òî h∗(Nτ ) = Nτ , òî h∗ åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìàò-

ðèöåé H ∈ GL(2,Z) è ýëåìåíòîì β ∈ Nτ òàêèìè, ÷òî h∗(0, b) = (0, H(b)), b ∈ Z2 ,
ïðè ýòîì ëèáî h∗(1, 0) = (1, β) è HJ = J ′H , ëèáî h∗(1, 0) = (−1, β) è HJ−1 = J ′H .
Ãîìåîìîðôèçì h íàêðûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì h̃ : T2 × R → T2 × R òàêèì ÷òî
h̃∗ : π1(T2 × R) → π1(T2 × R) îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé H .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü A,B ∈ GL(2,Z) . Ìíîãîîáðàçèÿ M3
1,Ǎ

and M3
1,B̌

äèôôåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà H ∈ GL(2,Z) òàêàÿ,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóùèõ óñëîâèé:
• AH = HB ,
• A−1H = HB .

Ïðèâåäåííîå íèæå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ðàáîòå [17] (ñì. ëåììó 3).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3. Ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû F ∈ GL(2,Z) ÿâ-
ëÿþòñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû. Òîãäà F ïîäîáíà (ïðè ïîìîùè ìàòðèöû èç GL(2,Z) ) îäíîé
èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö.
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B1,m =

(
1 m
0 1

)
; B2,m =

(
−1 m
0 −1

)
; B3 =

(
0 1
−1 −1

)
; B4 =

(
0 1
−1 0

)
;

B5 =

(
0 −1
1 1

)
; B6 =

(
1 0
0 −1

)
; B7 =

(
1 1
0 −1

)
, m ∈ {0, 1, 2, ...} .

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2..
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f ∈ G∗(M3

1,τ ) . Â
ñèëó [9] êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè T ìíîæåñòâà A ∪ R ãîìåîìîðôíà òîðó T 2 . Òàê
êàê ìíîæåñòâî A∪R f -èíâàðèàíòíî, òî ãîìåîìîðôèçì f èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì f∗ :
π1(M

3
1,τ ) → π1(M

3
τ ) òàêîé ÷òî f∗(Nτ ) = Nτ . Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1., èçîìîðôèçì

f∗ åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé F ∈ GL(2,Z) .
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(T ) = T äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà

A∪R (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèç-
ìà f , ïðè ýòîì òèï ìíîãîîáðàçèÿ M3

1,τ íå èçìåíèòñÿ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ ãîìåîìîðôèçì,
ÿâëÿþùèéñÿ îãðàíè÷åíèåì äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâî T . Òîãäà ìàòðèöà Aφ èí-
äóöèðîâàííîãî èçîìîðôèçìà φ∗ : π1(T ) → π1(T ) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé F .

Íàïîìíèì, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M3
1,τ äèôôåî-

ìîðôèçìà f ∈ G∗(M3
1,τ ) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå φτ = τφ , ÷òî âëå÷åò óñëîâèå FAτ = AτF .

Èç ðàáîòû [9] ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M3
1,τ ãîìåîìîðôíî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó

ìíîãîîáðàçèÿ T × [0, 1] ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (z, 1) ∼ (τ(z), 0) . Ïóñòü Ȟ :
M3

1,τ → M3
1,Ǎτ

� ãîìåîìîðôèçì, ïîñòðîåííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1.. Ïîëîæèì

f ′ = ȞfȞ−1 , φ′ = f ′|Ȟ(T ) . Òîãäà ãîìåîìîðôèçì φ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ φ′Ǎτ = Ǎτφ
′ .

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) ìàòðèöà Aτ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (òî åñòü îáà ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñëà λ1, λ2 ïî ìîäóëþ îòè÷íû îò åäèíèöû) 2) ìàòðèöà Aτ � íå ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1). Â ñèëó ðàáîòû 20 ãîìåîìîðôèçì Ǎτ ÿâëÿåòñÿ àíîñîâñêèì, èç
ôîðìóëû Ëåôøåöà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî l ∈ N ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ
J l ðàâíî λl1 + λl2 − 2 è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè l → ∞ . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
l , ÷òî ìíîæåñòâî Pl íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ τ l ñîäåðæèò áîëüøå òî÷åê, ÷åì
ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ãîìåîìîðôèçìà φ′ .

Èç óñëîâèÿ φ′Ǎτ = Ǎτφ
′ ñëåäóåò, ÷òî φ′(Pl) = Pl . Íî òàê êàê ãîìåîìîðôèçì φ′

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì äèôôåîìîðôèçìîì, òî ìíîæåñòâî åãî
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì åãî êîíå÷íûì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà Aτ íå ìîæåò áûòü ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2). Òîãäà ìàòðèöà Aτ ïîäîáíà îäíîé èç ìàòðèö
B1,m, B2,m, B3, ..., B7 , ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäëîæåíèè 2.3.. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.
âîçìîæíûå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû ìíîãîîáðàçèÿ M3

1,τ èñ÷åðïûâàåòñÿ ñëó÷àÿìè, êîãäà
ìàòðèöà Aτ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ìàòðèö B1,m, B2,m, B3, ..., B7 . Òàê êàê
ìíîãîîáðàçèå M3

1,τ ïðåäïîëàãàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, òî ìàòðèöà Aτ èìååò îïðåäåëèòåëü,
ðàâíûé åäèíèöå, ÷òî èñêëþ÷àåò ñðàçó ìàòðèöû B6, B7 . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî φ íå ìîæåò êîììóòèðîâàòü ñ äèôôåîìîðôèçìîì τ â ñëó÷àå,
êîãäà åãî ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé B1,m èëè B2,m ïðè m ≥ 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Aτ = B1,m , m ≥ 1 (ñëó÷àé Aτ = B2,m ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aφ îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà φ . Èç îïðåäåëåíèÿ è óñëîâèÿ φτ = τφ ñëåäóåò, ÷òî
τ(Aφ) = Aφ . Ñîâîêóïíîñòü óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò çàäàåò
êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå òîðà T , ïîýòîìó íàéäåòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ µ ∈ Aφ , ãîìîòîïè÷å-
ñêèé êëàññ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê [µ] = (0, 1) . Òîãäà [τ l(µ)] = (lm, 1) . Òàê êàê Af

ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ êðèâûõ, òî íàéäåòñÿ òàêîå l > 0 , ÷òî τ l(µ) íå áóäåò
ïðèíàäëåæàòü Aφ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ τ(Aφ) = Aφ .
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Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç ðàáîòû [18] ãäå äëÿ êàæäîãî èç ïåðèîäè÷å-
ñêèõ îòîáðàæåíèé B̌i , i ∈ {1, ..., 5} , óêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà
Ìîðñà-Ñìåéëà φi : T

2 → T 2 , êîììóòèðóþùåãî ñ ýòèì îòîáðàæåíèåì. Ïðåäñòàâèòåëè êàæ-
äîãî êëàññà òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæ-
íîñòè ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [5]. Ïóñòü ψ : S1 → S1 � îäèí èç òàêèõ ïðåäñòàâè-
òåëåé. Òîãäà ëîêàëüíîå ïðîèçâåäåíèå (ψ, φi) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà
íà M3

1,B̌i
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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On topological classi�cation of gradient-like

di�eomorphisms that are locally products.

c⃝ E. Ya. Gurevich2,

Abstract. We de�ne a class of gradient-like di�eomorphisms that can be presented as local
products of di�eomorphisms on the circle and on a surface, provide their topological classi�cation
and specify topology of the ambient manifold.

Key Words: gradient-like di�eomorphism, topological classi�cation, local product, mapping
torus.
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