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Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëèíåàðèçàöèè îòíîñèòåëüíî ÷àñòè

è âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ

c⃝ Ùåííèêîâ À. Â. 1, Ùåííèêîâ Â. Í. 2, Ùåííèêîâà Å. Â. 3

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èçëîæåíèåì ìàòåðèàëà, ïðåäñòàâëåííîãî íà
ìåæäóíàðîäíóþ êîíôåðåíöèþ, ïîñâÿùåííóþ 85-ëåòèþ Â. È. Çóáîâà. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìå-
òîä ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îöåíêà ïîãðåøíîñòè ëèíåàðèçàöèè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü

1. Ïîñòðîåíèå îöåíêè ëèíåàðèçàöèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñõîäíàÿ

ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò

ëèíåéíîé ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dy
dt

= A(t) · y + Y (t, y, z) + ∆1(t),
y(t0) = ξy(t0)− φy(t0) ≡ y0,

(1.1)

ξy(t0) = (ξ1(t0), . . . , ξk(t0))
T , φy(t0) = (φ1(t0), . . . , φk(t0))

T .

dz
dt

= B(t) · y + C(t) · z + Φ(t, z) + Z(t, y, z) + ∆2(t),
z(t0) = ξz(t0)− φz(t0) ≡ z0,

(1.2)

ξz(t0) = (ξk+1(t0), . . . , ξn(t0))
T , φz(t0) = (φk+1(t0), . . . , φn(t0))

T .

ãäå A(t), B(t) è C(t) íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâåí-
íî k × k, k1 × k è k1 × k1 è, êðîìå òîãî, (∥A(t)∥ ∧ ∥B(t)∥ ∧ ∥C(t)∥ ≤ M, 0 < M =
const,∆(t) = (∆1(t),∆2(t)))

T , ∥∆i(t)∥ ≤ ∆i, 0 < ∆̃i = const, i = 1, 2; âåêòîðíûå ôóíêöèè
Y (t, y, z), Z(t, y, z) è Φ(t, z) íåïðåðûâíûå è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Y (t, 0, z) ≡ Z(t, 0, z) ≡ Φ(t, 0) ≡ Z(t, 0, 0) ≡ 0, (1.3)

∥Y (t, y, z)∥ ≤ a1 · ∥y∥1+β, ∥Z(t, y, z)∥ ≤ a2 · ∥y∥1+β,
∥Φ(t, z)∥ ≤ a3 · ∥z∥1+β, 0 < (a1 ∧ a2 ∧ a3 ∧ β) = const

(1.4)

ïðè ∥y∥ ≤ r1, ∥z∥ ≤ r2((r1 ∧ r2) > 0 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà), t ∈ J+, k+ k1 =
n. Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà ìàòðèöû è âåêòîðà ñîãëàñîâàíû. Íîðìà âåêòîðà
ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé. Âåðõíèé èíäåêñ T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû

dθ

dt
= A(t)θ, (1.5)

1 Ñîèñêàòåëü êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; du@math.mrsu.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; du@math.mrsu.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; du@math.mrsu.ru
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dθ̃

dt
= C(t)θ̃ (1.6)

ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà v1(t, θ) è v2(t, θ̃) óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

a)b1∥θ∥2 ≤ v1(t, θ) ≤ b2∥θ∥2, (b1 ∧ b2) > 0, (1.7)

∥gradθv1(t, θ)∥ ≤ c1∥θ∥, c1 > 0, (1.8)

dv1
dt

∣∣∣∣
(5)

= −w1(t, θ), (1.9)

ãäå
−d1∥θ∥2 ≤ −w1(t, θ) ≤ −d2∥θ∥2, (d1 ∧ d2) > 0; (1.10)

b)b3∥θ̃∥2 ≤ v2(t, θ) ≤ b4∥θ̃∥2, (b3 ∧ b4) > 0 (1.11)

∥gradθ̃v2(t, θ̃)∥ ≤ c2∥θ̃∥, c2 > 0, (1.12)

dv2
dt

∣∣∣∣
(6)

= −w2(t, θ̃), (1.13)

ãäå
−d3∥θ̃∥2 ≤ −w2(t, θ̃) ≤ −d4∥θ̃∥2, (d3 ∧ d4) > 0 (1.14)

ïðè t ∈ J+, ∥θ∥ ≤ r3, ∥θ̃∥ ≤ r4, 0 < (r3 ∧ r4) � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü: 1) âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (1.7)-(1.14) îòíîñèòåëüíî
ñèñòåì (1.5),(1.6) è óñëîâèé (1.3),(1.4) îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåì (1.1),(1.2);
2) ñèñòåìà (1.29)-(1.30) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî) èìååò ðåøåíèÿ

0 ≤ η
(1)
1

(
− d2
2b2

,
a1c1

2b
1+β

2
1

, K

)
≤ η

(1)
2

(
− d2
2b2

,
a1c1

2b
1+β

2
1

, K1

)
,

0 ≤ η
(2)
1

(
− d4
2b4

,
a3c2

2b
1+β

2
3

, K

)
≤ η

(2)
2

(
− d4
2b4

,
a3c2

2b
1+β

2
3

, K

)
.

Òîãäà:
à) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

sup
t≥t0

∥y(t)∥ ≤ max

(
a
(0)
1 ∥y0∥, η(1)1

(
− d2
2b2

,
a1c1

2b
1+β

2
1

, K1

))
, (1.15)

sup
t≥t0

∥z(t)∥ ≤ max

(
a
(0)
2 ∥y0∥, η(1)2

(
− d4
2b4

,
a3 · c2
2b

1+β
2

3

, K2

))
; (1.16)

ïðè a
(0)
1 ∥y0∥ < η

(1)
2

(
− d2

2b2
,− a1c1

2b
1+

β
2

1

, K1

)
, a

(0)
2 ∥y0∥ < η

(1)
2

(
− d4

2b4
,− a3c2

2b
1+

β
2

3

, K

)
;

á) äëÿ ðàçíîñòåé ðåøåíèé ñèñòåì (1.12),(1.13) è èõ ñîòâåòâåòñâåííî ëèíåàðèçîâàí-
íûõ âàðèàíòîâ

dỹ

dt
= A(t) · ỹ +∆1(t), ỹ(t0) = y0, (1.17)
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dz̃

dt
= B(t) · ỹ + C(t) · z̃ +∆2(t), z̃(t0) = z0, (1.18)

ò. å. äëÿ ðàçíîñòåé ξy(t) = y(t)− ỹ(t), ξz(t) = z(t)− z̃(t), ñïðàâåäëèâû îöåíêè

sup
t≥t0

∥ξy(t)∥ ≤

≤ a1c1b2

b
1
2
1 d2

[
max

(
a
(0)
1 ∥y0∥, ρ(1)1

(
− d2
2b2

,
a1c1

2b
1+β

2
1

, K1

))]1+β

(1.19)

sup
t≥t0

∥ξz(t)∥ ≤ b4c2

b
1
2
3 d4

max{ ¯̄B}. (1.20)

Çäåñü b
1
2
1 ≤ a

(0)
1 ≤ b

1
2
2 , b

1
2
3 ≤ a

(0)
2 ≤ b

1
2
4 , à ïîñòîÿííûå B,

η
(1)
i

(
− d2

2b2
, a1c1

2b
1+

β
2

1

, K

)
, η

(1)
i

(
− d4

2b4
, a3c2

2b
1+

β
2

3

, K2

)
îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà,

i = 1, 2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê (1.15), (1.16) âîñïîëüçóåìñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà

v(t, y, z) = (v1(t, y), v2(t, z))
T , ãäå ôóíêöèÿ v1(t, y) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (1.7)-(1.10), à

v2(t, z) � îöåíêàì (1.11)-(1.14). Íàéäåì äàëåå ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t îò âåê-
òîðíîé ôóíêöèè v(t, y, z) âäîëü ðåøåíèé ñèñòåì (1.1)-(1.2). Ýòà ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü
âèä

dv1
dt

∣∣∣∣
(1)

= −w1(t, y) + (gradyv1(t, y), Y (t, y, z) + ∆1(t)), (1.21)

dv2
dt

∣∣∣∣
(2)

= −w2(t, y) + (gradzv2(t, z), B(t)y+

+Φ(t, z) + Z(t, y, z) + ∆2(t)). (1.22)

Èñõîäÿ èç îãðàíè÷åíèé (1.3), (1.4) íà ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåì (1.1), (1.2) è îöåíîê (1.7)-(1.14),
èç ñîîòíîøåíèé (1.21) è (1.22) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

dv1
dt

∣∣∣∣
(1)

≤ −d2∥y∥2 + c1∥y∥(a1∥y∥1+β + ∆̃1), (1.23)

dv2
dt

∣∣∣∣
(2)

≤ −d4∥z∥2 + c2∥z∥(M |||y|||+ a3∥z∥1+β + a2|||z|||1+β + ∆̃2), (1.24)

ãäå |||y||| = supt≥t0 ∥y(t)∥.
Â ïîëó÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ (1.23) è (1.24) ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

ρ1 = v
1
2
1 (t, y), ρ2 = v

1
2
2 (t, z).

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé è îöåíîê (1.7)-(1.14) äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà (1.23)
è (1.24) ïðèìóò âèä

dρ1
dt

≤ − d2
2b2

ρ1 +
a1 · c1
2b

1+β
2

1

ρ
1+β

2
1 +K1 ≡ Φ1(ρ1), (1.25)
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dρ2
dt

≤ − d4
2b4

ρ2 +
a3 · c2
2b

1+β
2

3

ρ
1+β

2
2 +K2 ≡ Φ2(ρ2, ρ2), (1.26)

ãäå K1 =
∆̃1·c1
2b

1
2
1

, K2 =
((M+a2|||y|||β)·|||y|||+∆̃2)·c2

2b
1
2
3

.

Òîãäà äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ (1.25) è (1.26) ñîãëàñíî òåîðåìå
ñðàâíåíèÿ [1, ãë. 5] ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

ρ1(t) ≤ η1(t), ρ2(t) ≤ η2(t)

ïðè t ≥ t0, ãäå η1(t) è η2(t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

dη1
dt

= Φ1(η1), η1(t0) = ρ1(t0) = v
1
2
1 (z0, y0) = a

(0)
1 · ∥y0∥, (1.27)

dη2
dt

= Φ2(η1, η2), η2(t0) = ρ2(t0) = v
1
2
2 (t0, z0) = a

(0)
2 · ∥z0∥. (1.28)

Çäåñü ïîñòîÿííûå a1 è a2 âî âñåõ ñëó÷àÿõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Φ1(η1) = 0, (1.29)

Φ2(η1, η2) = 0. (1.30)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè η1 ≥ 0 óðàâíåíèå Φ1(η1) =

η
(1)
1

(
− d2

2b2
, a1c1

2b
1+

β
2

1

, K1

)
è η

(2)
1

(
− d2

2b2
, a1c1

2b
1+

β
2

1

, K1

)
. Ïóñòü η

(2)
1 (·) ≥

≥ η
(1)
1 (·) ≥ 0. Íî òîãäà, åñëè a

(0)
1 · ∥y0∥ < η

(2)
1 (·) òî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (1.27) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â ïðåäåëå (âåðíåå, óðàâíåíèå (1.27) îáëàäàåò

ñâîéñòâîì êîíâåðãåíöèè â ìàëîì [ ] â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ η
(1)
1 (·) òàê êàê Φ1(η1) ≥ 0

ïðè (0 ≤ η1 ≤ η
(1)
1 ) ∧ (η1 ≥ η

(2)
1 ) è Φ1(η1) ≤ 0 ïðè η

(1)
1 ≤ η1 ≤ η

(2)
1 . Ðåøåíèå æå η

(2)
1 (·) â

ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò îáëàäàòü îòìå÷åííûì âûøå ñâîéñòâîì. Çíà÷èò, ðåøåíèå ρ1(t) áóäåò

ìîíîòîííî ñòðåìèòüñÿ ê ρ
(1)
1 (·). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè a

(0)
1 · ∥y0∥ < η

(2)
1 (·) äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.27) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.15). Ñ ó÷åòîì
îöåíêè (1.15) ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îòíîñèòåëüíî
ôàçîâîé ïåðåìåííîé z(t) . Äëÿ ýòîãî ñíîâà ïðèìåíèì òåîðåìó ñðàâíåíèÿ [1, ãë. 5] ïî
îòíîøåíèþ ê ðåøåíèÿì äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (1.26) è äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ (1.27), (1.28).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ρ2(t) ≤ η2(t) ïðè t ≤ t0, ãäå η2(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.28) ïðè η2(t0) = ρ2(t0).

Ïóñòü â îáëàñòè η2 ≥ 0 ïðè η
(1)
1 > 0 óðàâíåíèå Φ2(η

(1)
1 , η2) = 0 èìååò ðåøåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòèõ ðåøåíèé íå áîëåå äâóõ. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç η
(1)
2

(
− d4

2b4
, a3·c2

2b
1+

β
2

3

, K2

)
è

η
(2)
2

(
− d4

2b4
, a3·c2

2b
1+

β
2

3

, K2

)
. Ïóñòü η

(2)
2 (·) ≥ η

(1)
2 (·) ≥ 0. Òîãäà, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè

îòûñêàíèè îöåíêè (1.15), ïîëó÷èì îöåíêó (1.16).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Óñëîâèå 2) òåîðåìû 1.1. ìîæíî îïóñòèòü, åñëè ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû âåëè÷èíà γ áûëà òàêîé ÷òîáû ñèñòåìû (1.29), (1.30) èìåëà â îáëàñòè
(η1∧η2) ≥ 0 ðåøåíèå. Ñëåäóåò îäíàêî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà (1.1),(1.2) ÿâëÿåòñÿ

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëèíåàðèçàöèè îòíîñèòåëüíî ÷àñòè è âñåõ ôàçîâûõ . . . 49

ñèñòåìîé ñ óïðàâëåíèåì, òî ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (1.29), (1.30) â îáëàñòè (η1∧η2) ≥ 0
ìîæíî äîáèòüñÿ ïóòåì âûáîðà êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ [2, ãë. 7] è âåëè÷èíû γ . Â ýòîì
ñëó÷àå âåëè÷èíà γ ìîæåò ïðèíèìàòü è áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé
(1.1),(1.2) áåç óïðàâëåíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà (1.1),(1.2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ óïðàâëåíèåì, ìîæíî îñëà-
áèòü óñëîâèÿ íà âåëè÷èíó γ è êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ, åñëè îñóùåñòâèòü àïïðîêñèìà-
öèþ äàííîé ñèñòåìû áèëèíåéíîé ñèñòåìîé ñ óïðàâëåíèåì.

Äîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ëèíåàðèçàöèè (1.19) è (1.20).
Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíûå ôóíêöèè ξy(t) è ξz(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì

dξy
dt

= A(t)ξy + Y (t, y, z), ξy(t0) = 0, (1.31)

dξz
dt

= B(t)ξy + C(t)ξz + Φ(t, z) + Z(t, y, z), ξz(t0) = 0. (1.32)

Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ èñêîìûõ îöåíîê (1.19), (1.20) âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà
v1(t, ξy) è v2(t, ξz), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (1.7)-(1.14), ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,
÷òî ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ôóíêöèé v1(t, ξy) è v2(t, ξz), íàõîäÿòñÿ âäîëü
ðåøåíèé ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåì

d ξ̃y
dt

= A(t)ξ̃y (1.33)

d ξ̃z
dt

= A(t)ξ̃z (1.34)

dv1(t, ξ̃y)

dt

∣∣∣∣∣
(30)

= −w1(t, ξ̃y) ≤ −d2∥ξ̃y∥2, d2 > 0,

dv2(t, ξ̃z)

dt

∣∣∣∣∣
(31)

= −w2(t, ξ̃z) ≤ −d4∥ξ̃z∥2, d4 > 0.

Òîãäà, ñ ó÷åòîì îöåíîê (1.7)-(1.14) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

dv1(t, ξ̃y)

dt

∣∣∣∣∣
(28)

≤ −d2∥ξ̃y∥2 + (gradξyv1, Y (t, y, z)),

dv1(t, ξ̃z)

dt

∣∣∣∣∣
(29)

≤ −d4∥ξ̃z∥2 + (gradξzv2, (B(t)ξy + Φ(t, z) + Z(t, y, z))).

Â ïîëó÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

ρ3 = v
1
2
1 (t, ξy),

ρ4 = v
1
2
2 (t, ξz),

è îöåíêàìè (1.7)-(1.14). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

dρ3
dt

≤ − d2
2b2

ρ3 +
¯̄A, ρ3(t0) = 0,

dρ4
dt

≤ − d4
2b2

ρ4 +
¯̄B, ρ4(t0) = 0,
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ãäå

¯̄A =
a1c1|||y|||1+β

2b
1
2
1

,

¯̄B =
c2

2b
1
2
3

(M · |||ξy|||+ a2 · |||y|||1+β + a3 · |||z|||1+β),

|||ξy||| = sup
t≥t0

∥ξy(t)∥, |||ξz||| = sup
t≥t0

∥ξz(t)∥.

Ýòîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâóåò ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìà
ñðàâíåíèÿ

dη3
dt

= − d2
2b2

η3 +
¯̄A, η3(t0) = 0, (1.35)

dη4
dt

= − d4
2b4

η4 +
¯̄B, η4(t0) = 0. (1.36)

Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ [1] èìååì

ρ3(t) ≤ η3(t), t ≥ t0,

ρ4(t) ≤ η4(t), t ≥ t0.

Ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.35) è (1.36) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

η3 =
2b2
d2

¯̄A, η3 =
2b2
d2

¯̄A

Óêàçàííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ñèñòåìû (1.35) è (1.36) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ñ îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïðè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (1.35), (1.36) êîíâåðãåíòíû. À òîãäà
áóäåò ñïðàâåäëèâû îöåíêè (1.19) è (1.20).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1. ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ýòà-
ëîííîé ìîäåëüþ, ê çàäà÷àì èäåíòèôèêàöèè, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ àäàïòèâíîå óïðàâ-
ëåíèå ñ ýòàëîííîé ìîäåëüþ, îöåíêè (1.19) è (1.20) îïðåäåëÿþò îöåíêè ôàçîâîãî ðàññîãëà-
ñîâàíèÿ. Ýòàëîííîé ìîäåëüþ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà (1.17)-(1.18).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Â ñèëó òîãî, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðàâ-
ëÿåìûå ñèñòåìû, òî íåîáõîäèìîñòü òðåáîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè óïðàâëåíèé Φ1(η1) =
0,Φ2(η1, η2) = 0 â ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè îòïàäàåò, òàê êàê çà ñ÷åò âûáîðà êîýôôèöè-
åíòà óñèëåíèÿ âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ðàçðåøèìîñòü óêàçàííûõ óðàâíåíèé â óêàçàííîé
îáëàñòè.

Ï ð è ì å ð 1.1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà

ẏ =

(
−2 +

1

1 + t

)
y + y2 +

1

8
, y(0) = 1, (1.37)

ż = y +

(
−1 +

1

2 + t

)
z − y3 + z2 +

1

64
, z(0) = 1. (1.38)
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Åå ëèíåàðèçîâàííûé âàðèàíò èìååò âèä

˙̄y =

(
−2 +

1

1 + t

)
ỹ +

1

8
, y(0) = 1, (1.39)

˙̄z = ỹ +

(
−1 +

1

2 + t

)
z̃ +

1

64
, z(0) = 1. (1.40)

Î÷åâèäíî äëÿ óðàâíåíèÿ ˙̄̄y =
(
−2 + 1

1+t

)
¯̄y ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà ìîæíî âûáðàòü â âèäå

v1 = ¯̄y2, à äëÿ óðàâíåíèÿ ˙̄̄z = ỹ +
(
−1 + 1

2+t

)
¯̄z â âèäå v2 = z2. Òîãäà áóäåì èìåòü

dv1
dt

∣∣∣∣
(34)

= 2

(
−2 +

1

1 + t

)
y2 + 2y3 +

1

4
y, (1.41)

dv2
dt

∣∣∣∣
(35)

= 2zy + 2

(
−1 +

1

2 + t

)
z2 − 2zy3 + 2z3 + 2z

1

64
. (1.42)

Äàëåå ââåäåì äëÿ óðàâíåíèÿ (1.41) ïðåîáðàçîâàíèå: ρ1 = v
1/2)
1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

dρ1
dt

≤ −ρ1 + ρ21 +
1

8
, ρ(0) = 1.

Ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿ èìååò âèä

du1
dt

= −u1 + u21 +
1

8
, u1(0) = 1.

Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ [1, ãë. 5] èìååì ρ1(t) ≤ u1(t), t ≥ 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå −u1 + u21 + 1
8

= 0. Åãî êîðíè u
(1)
1 =

= 2−
√
2

4
, u

(2)
1 = 2+

√
2

4
. Òîãäà u

(2)
1 > u

(1)
1 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|||y(t)||| ≤ max

{
1,

1

2
−

√
2

4

}
= 1. (1.43)

Äàëåå ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ξ̇y = −
(
−2 +

1

1 + t

)
ξy + y2, ξy(0) = 0. (1.44)

Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.44) âûáèðàåì â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ò. å.
v3(ξy) = ξ2y . Òîãäà

dv3
dt

∣∣∣∣
(41)

= −2

(
−2 +

1

1 + t

)
ξ2y + 2ξyy

2. (1.45)

Ââîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ρ3 = v
1/2)
3 äëÿ (1.45) è ó÷èòûâàÿ îöåíêó ñâåðõó íà |y(t)|, ïîëó-

÷èì
dρ3
dt

≤ −ρ3 + 1, ρ3(0) = 0.

Ýòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå ñðàâíåíèÿ

du3
dt

≤ −u3 + 1, u3(0) = 0.
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Òîãäà ñ ó÷åòîì îöåíêè (1.44), îöåíêà ñâåðõó íà |ξy(t)| áóäåò èìåòü âèä

|||ξy||| ≤ 1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äëÿ ïåðåìåííûõ z(t) è ξz(t) íàéäåì òåì æå ìåòîäîì,
÷òî è îöåíêà íà y(t) è ξy(t). Äëÿ ýòîãî ââåäåì â óðàâíåíèè (1.42) ïðåîáðàçîâàíèå: ρ2 =

v
1/2)
2 . Òîãäà áóäåì èìåòü äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

dρ2
dt

≤ −ρ2 + ρ22 +
1

64
, ρ2(0) = 1

è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿ

du2
dt

= −u2 + u22 +
1

64
, u2(0) = 1.

Ñíîâà ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ èìååì ρ2(t) ≤ u2(t), t ≥ 0.

Óðàâíåíèå −u2+u22+ 1
64

= 0 èìååò êîðíè u
(2)
2 = 4+

√
15

8
, u

(1)
2 = 4−

√
15

8
, ò. å. u

(2)
2 > u

(1)
2 >

0. Òîãäà íà îñíîâàíèè îöåíêè (1.43) áóäåì èìåòü

|||z(t)||| ≤ max

{
1,

4−
√
15

8

}
= 1. (1.46)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ñâåðõó íà |ξy(t)| ñîñòàâèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ξ̇z = ξy + (−1 +
1

2 + t
)ξz − y3 + z2, ξz(0) = 0.

Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûáðàòü â âèäå v4(t, ξz) = ξ2z . Òîãäà

dv4
dt

∣∣∣∣
(41)

= 2ξzξy + 2

(
−1 +

1

2 + t

)
ξ2z − 2ξzy

3 + ξzz
2. (1.47)

Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå ρ4 = v
1/2
4 äëÿ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ñ ó÷åòîì îöåíîê (1.46)

ñîîòíîøåíèå (1.47) ïðåîáðàçóåòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

dρ4
dt

≤ −1

2
ρ4 +

5

2
, ρ4(0) = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿ èìååò âèä

du4
dt

= −1

2
u4 +

5

2
, u4(0) = 0.

Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ ρ4(t) ≤ u4(t) ïðè t ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ îöåíêà, ñ
ó÷åòîì îöåíêè (1.46) íàéäåíà, ò. å.

|||ξz(t)||| ≤ 5.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëèíåîàðèçàöèè, ò. å. âåðõíèå îöåíêè íà
íîðìû ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (1.37), (1.38) è åå ëèíåàðèçîâàííîãî âàðèàíòà (1.39),
(1.40).
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2. Êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé k íóëåâûõ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïðî-

ñòûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.1) ïðåîáðåòàåò âèä

dx

dt
= F (x) +R(t). (2.1)

Ïóñòü ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.1) îïðåäåëåíû â îáëàñòè Ω = {x, t : x ∈ Rn, t ∈
J+ = [0,+∞]} è ïóñòü ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x1 , â êîòîðîé F (x1) = 0 . Âåêòîð-
ôóíêöèÿ R(t) íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F (x) åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 . Òîãäà ñèñòåìó (2.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ż = Az + Φ(z) +R(t), (2.2)

ãäå z = x− x1, A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× n,Φ(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ âåêòîð
ôóíêöèÿ. Çäåñü z(0) = x(0)− x1(0) ≡ z0.

Áóäåì èñêàòü îöåíêó äëÿ ìàêñèìàëüíîãî óêëîíåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (2.1) îò
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà A èìååò
k(k ≤ n) íóëåâûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïðî-
ñòûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè, à âñå îñòàëüíûå èìåþò Reλj(A) < 0(j = k + 1, n). Ñëó÷àé
æå, êîãäà Reλj(A) < 0(j = 1, n), ðàññìîòðåí â ðàáîòå [3, ãë. 2].

Èçâåñòíî [3, ãë. 2], ÷òî ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ìàòðèöó A ñèñòåìà (2.2)
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ż1 = A1z1 + Φ1(z1) +
∑∞

j=1Φ
(N)
1j +R1(t),

ż2 = Z(µ)(z2) +
∑∞

j=µ+1 Z
(N)
j (z2) +

∑∞
j=1Φ

(N)
2j (z1, z2)+

+R2(t).

(2.3)

Â ñèñòåìå (2.3) âåêòîð z1 èìååò ðàçìåðíîñòü n − k , z2 � ðàçìåðíîñòü k , Reλj(A) < 0
(j = 1, n− k), à Φ1j

(N),Φ2j
(N) � âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ñóòü îäíîðîäíûå ôîð-

ìû ñòåïåíè N îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò âåêòîðà z2 ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïî z11, . . . , z1,n−k

êîýôôèöèåíòàìè, Φ1(z1) � àíàëèòè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ðàçëîæåíèå êîòîðîé íå ñî-
äåðæèò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò âåêòîðà z1, êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â

Z(N)(z2) åñòü òàêæå îäíîðîäíûå ôîðìû ïîðÿäêà N(N = µ, µ + 1, . . . ), R(t) =

[
R1(t)
R2(t)

]
.

Çäåñü z11, . . . , z1,n−k � êîîðäèíàòû âåêòîðà z1, ∥zi∥ =
√∑m

j=1 z
2
ij(i = 1, 2;m = k, n − k).

Äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå ż = Az + Φ(z) +R(t) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó âèäà

ẏ1 = A1y1 +R1(t), ẏ2 = Z(µ) +R2(t), (2.4)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü << ëèíåàðèçîâàííîé >> .
×òîáû îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ, íàéäåì âíà÷àëå îöåíêó íîðìû âåêòîðà z2 â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ż = Z(µ)(z2) (2.5)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå è âñå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó ∥z2∥ ≤ βt−α, β è
α � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Êàê èçâåñòíî [3, ãë. 2], äëÿ ñèñòåìû (2.5) ñóùåñòâóåò îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V2
ïîðÿäêà m+1−µ , ãäå m � ÷åòíîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



54 À. Â. Ùåííèêîâ, Â. Í. Ùåííèêîâ, Å. Â. Ùåííèêîâà

Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (2.3) ôóíêöèþ âèäà V = V1+V2 . Çäåñü V1 � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû ż1 = A1z1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ρ1 = V
1
2
1 , ρ2 = V

1
m+1−µ

2 . Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê â ðàáîòàõ [4], [5]
ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

ρ̇1 ≤ −k11ρ1 + k12ρ
(µ+1)
2 ρ1+β

1 + A10R1, ρ1(0) = A10∥z̄10∥,

ρ̇2 ≤ −k21ρµ2 + k22ρ
(µ+β2)
2 + A11R1, ρ2(0) = A11∥z̄20∥

â îáëàñòè ρ1 ≤ r1, ρ2 ≤ r2, r = r(r1, r2). Çäåñü kij, A10, A11, Rj, βj � ïîëîæèòåëüíûå âåùå-
ñòâåííûå ïîñòîÿííûå; i, j = 1, 2.

Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ [1, ãë. 5] èìååì

ρ1(t) ≤ v1(t), ρ2(t) ≤ v2(t),

ãäå v1(t) è v2(t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

v̇1 ≤ −k11v1 + k12v
(µ+α)
2 v1+β1

1 + A10R1,≡
≡ Ψ1(v1, v2), v1(0) = A10∥z̄10∥,
v̇2 ≤ −k21vµ2 + k22v

(µ+β2)
2 + A11R2,≡

≡ Ψ1(v1, v2), v1(0) = A10∥z̄10∥.

(2.6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíå÷íàÿ ñèñòåìà

Ψ1(v1, v2) = 0,Φ2(v1, v2) = 0, (2.7)

èìååò ðåøåíèå â îáëàñòè K = {v1, v2 : v1 ≥ 0, v2 ≥ 0}. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(2.7) èìååò íå áîëå äâóõ ðåøåíèé, à ïåðâîå � íå áîëåå ÷åòûðåõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

v11(k11, k12, A10, R1), v12(k11, k12, A10, R1),

v13(k11, k12, A10, R1), v14(k11, k12, A10, R1)

ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7), à ÷åðåç

v21(k21, k22, A11, R2), v22(k21, k22, A11, R2)

� ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7). Â äàëüíåéøåì áóäåì èõ îáîçíà÷àòü ÷åðåç
vkl(·)(k = 1, 2; l = 1, 4). Î÷åâèäíî, ÷òî

Ψ2(v2)

{
≥ 0 ïðè 0 ≤ v2 ≤ v21 ∧ v2 ≥ v22,
≤ 0 ïðèv21 ≤ v2 ≤ v22.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ v21(·) ñèñòåìû

v̇2 = Ψ2(v2) (2.8)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè v2(0) < v22(·), à ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ v22(·) íåóñòîé-
÷èâî. Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.8) v11(·) è
v12(·), ñîîòâåòñòâóþùèå v2 = v21(·), òàê êàê èç v21(·) è îäíîãî èç ðåøåíèé v11(·), ëèáî
v12(·) ìîæíî âûäåëèòü ïîëîæèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ñèñòåìû (2.6).
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
v̄1 = Ψ1(v1, v2). (2.9)

Ïîëîæèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.9) ïðè v2 =
v21(·) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîäåëàíî äëÿ ñèñòåìû (2.8). Ïóñòü àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ åñòü v11(·) ïðè v1(0) < v12(·). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

sup
t≥t0

ρ1(t) ≤ max{A10∥z̄10∥, v11(·), v21(·)}

sup
t≥t0

ρ2(t) ≤ max{A11∥z̄20∥, v21(·)}

ïðè A10∥z̄10∥ ≤ v21(·) è A11∥z̄20∥ ≤ v22(·). Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé z , ïîëó÷èì

supt≥t0 ∥z1(t)∥ ≤ γ1max{A10∥z̄10∥, v11(·), v21(·)}
supt≥t0 ∥z2(t)∥ ≤ γ2max{A11∥z̄20∥, v21(·)}.

(2.10)

Çäåñü γ1 > 0, γ2 > 0 � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Â ÷àñòíîñòè, èõ ìîæíî ïîëîæèòü ðàâ-
íûìè åäèíèöå.

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîãî â ðàáîòå âîïðîñà. Äëÿ

ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèå ε(t) =

[
ε1(t)
ε2(t)

]
, ãäå ε1(t) = z1(t)− y1(t), à ε2(t) = z2(t)− y2(t).

Âåêòîð-ôóíêöèÿ ε(t) õàðàêòåðèçóåò èñêîìóþ ïîãðåøíîñòü ëèíåàðèçàöèè. Ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò εi(t)(i = 1, 2), èìååò âèä

ε̇1(t) = A1ε1 + Φ1(z1) +
∞∑

N=1

Φ
(N)
2 ,

ε̇2(t) = A2(z2(t), y2(t))ε2 +
∞∑

N=µ+1

Z(N)(z2) +
∞∑

N=µ+1

Φ
(N)
2 . (2.11)

Âûáåðåì äëÿ ñèñòåìû (2.12) ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà â âèäå V̄ = V̄1+V̄2, ãäå V̄ � êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû

ε̇1(t) = A1ε1,

V̄2 � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû

ε̇2(t) = A2(z2(t), y2(t))ε2. (2.12)

Èçâåñòíî [3, ãë. 2], ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.12) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ àñèìïòîòè÷åñêè ïðè
t→ +i∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ V̄1 è V̄2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

ω1∥ε∥2 ≤ V̄1 ≤ ω2∥ε∥2, v1∥ε∥2 ≤ V̄2 ≤ v2∥ε∥2,

ãäå ω1, ω2, v1, v2 � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà

dV̄1
dt

∣∣∣∣
(55)

= −∥ε1∥2 + (gradV̄1,Φ1(z1) +
∞∑

N=1

Φ
(N)
1j , )

dV̄2
dt

∣∣∣∣
(55)

= −W̄ 2 + (gradV̄2,
∞∑

N=µ+1

z(N)(z2) +
∞∑

N=µ+1

Φ
(N)
2j )
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Çäåñü W̄ 2 � îïðåäåëåííî îòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, ïðè óêàçàííûõ ïðåäëîæå-
íèÿõ íà V̄2 ôóíêöèÿ W̄ 2 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

γ̄1∥ε1∥2 ≤ |W̄ 2| ≤ γ̄2∥ε1∥2,

ãäå γ̄1 > 0, γ̄2 > 0 � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Ââîäÿ âíîâü îáîçíà÷åíèÿ: ρ̄1(t) = V̄
(1/2)
1 è

ρ̄2(t) = V̄
(1/2)
2 ïîëó÷èì äëÿ εi(t)(i = 1, 2) îöåíêè

supt≥t0 ε1(t) ≤
1
2
α1ω2a∥z∗1∥µ+α,

supt≥t0 ε2(t) ≤
γ̄2α2

2v1
(b∥z∗1∥v · ∥z∗1∥+ c∥z∗1∥ · ∥z∗1∥),

(2.13)

ãäå ïîñòîÿííûå α1, α2, a, b, c îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

∥gradVi∥ ≤ αi∥zi∥, i = 1, 2,

∥Φ1(z1) +
∞∑

N=1

Φ
(N)
2 ∥ ≤ a∥z1∥µ+α, x > 0,

∥
∞∑

N=µ+1

z(N)(z2) +
∞∑

N=µ+1

Φ
(N)
2; ∥ ≤ b∥z∗1∥v · ∥z∗1∥+ c∥z∗1∥ · ∥z∗1∥, v > 0,

â îáëàñòè ∥z1∥ ≤ r1, ∥z2∥ ≤ r2 , (r1 ∧ r2) , à

z∗1 = sup
t≥t0

∥z1(t)∥, z∗2 = sup
t≥t0

∥z2(t)∥.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü
à) x1 åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, â êîòîðîé F (x1) = 0;
â) ìàòðèöà èìååò k íóëåâûõ êîðíåé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûå ýëåìåí-

òàðíûå äåëèòåëè, à âñå îñòàëüíûå èìåþò Reλj(A) < 0 (j = k + 1, n) (2.8);
ñ) êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.9) èìååò ðåøåíèÿ òàêèå, ÷òî

0 ≤ v21(·) ≤ v22(·), 0 ≤ v11(·) ≤ v12(·);

d) A10∥z̄10∥ ≤ v12(·), A11∥z̄20∥ ≤ v22(·) .
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (1.1) ïðè âñåõ t ≥ 0, äëÿ

êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè (2.10), à ìàêñèìàëüíîå óêëîíåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2)
îò ðå÷åíèÿ ñèñòåìû (2.5) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.13) ïðè F (x1) = 0.

Äëÿ ñèñòåìû áîëåå îáùåãî âèäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé (1.1), ò. å.

dxs
dt

= X(µ)
s (xs) +X

(µ)
1s (t, x1, . . . , xq) +

q∑
j=1

X
(µ+α)
sj +∆s(t) ≡

≡Ms(t, x) + ∆s(t) (2.14)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (xT1 (t0), . . . , x
T
q (t0))

T = x(t0) = ξ(t0)− ϕ(t0) = x0.

Çäåñü X
(µ)
s (xs) : Rns → Rns è X

(µ)
1s (t, x1, . . . , xq) : R+ × Rn1 × · · · × Rnq → Rns

(s = 1, q), xs ∈ Rns , Rn1 ⊕ · · · ⊕ Rnq = Rn, x = (xT1 , . . . , x
T
q )

T . X
(µ)
s è X1s

(µ)(t, x1, . . . , xq)
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è, êðîìå òîãî, íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xq. Âåêòîðíûå ôóíêöèè X

(µ+α)
sj (t, x1, . . . , xq) :
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R+ × Rn1 × · · · × Rnq → Rns îïðåäåëÿþò âçàèìîñâÿçè ïîäñèñòåì X
(µ)
s (xs), s, j = 1, q, ò. å.

ïîäñèñòåìû, à ôóíêöèè X
(µ)
1s (t, x1, . . . , xq) îïèñûâàþò âíóòðåííèå âçàèìîñâÿçè ïîäñèñòåì:

dxs
dt

= X(µ)
s (xs) +X

(µ)
1s (t, x1, . . . , xq), s = 1, q.

Âåêòîðíûå ôóíêöèè X
(µ+α)
sj (t, x1, . . . , xq) îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâà-

ìè, ÷òî è X
(µ)
1s (t, x1, . . . , xq),∆s(t) � íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå âåêòîð-

íûå ôóíêöèè, ∥∆̄s(t)∥ < ∆̃s, ∆̃s > 0,Ms(t, 0) ≡ 0, s = 1, q. Èíäåêñ

µ = p
q
> 1, p è q íå÷åòíûå, óêàçûâàåò íà ïîðÿäîê îäíîðîäíîñòè X

(µ)
s (xs) è

X
(µ)
1s (t, x1, . . . , xq), ó âåêòîðíûõ ôóíêöèé X

(µ+α)
sj (t, x1, . . . , xq) âåðõíèé èíäåêñ

µ + α, 0 < α = const òàêæå óêàçûâàåò íà ïîðÿäîê îäíîðîäíîñòè îòíîñèòåëüíî x1, . . . , xq.
Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðóêòóðà ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû (2.14) ìîæåò áûòü òàêîé, ÷òî ñâÿ-
çè ìåæäó ïîäñèñòåìàìè ìîãóò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îòêëþ÷àòüñÿ, âêëþ÷àòüñÿ èëè íåîïðå-
äåë¼ííûì îáðàçîì èçìåíÿòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòó-
ðû ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçìåíåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ïîäñèñòåìàìè
íå íàðóøàëè óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû. Â ñëó÷àå, êîãäà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû è å¼ ÷àñòåé
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ èçìåíåíèÿõ ñâÿçåé, òî ìíîãîñâÿçíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâîé ê ñâÿçûâàíèþ èëè êîííåêòèâíî óñòîé÷èâîé ([1, ãë. 2 è 5]). Î÷åâèäíî, (2.14)
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðè ïîëíîñòüþ âêëþ÷åííûõ ñâÿçÿõ. Ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ å¼ â
ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðåäåëüíûì. ×òîáû îòðàçèòü ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ â (2.14), â ñèñòå-
ìó ââîäèòñÿ ([6, ãë. 2 è 7]) òàê íàçûâàåìàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñâÿçåé Ē = (ēsj)

q,q
1,1,

ãäå ēsj = 1 åñëè âîçìîæíà ñâÿçü ìåæäó ïîäñèñòåìàìè, è íóëþ, åñëè ñâÿçè îòñóòñòâóþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïîëíåå îòðàçèòü ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ â èñõîäíóþ ñèñòåìó (2.14)
ââîäèòñÿ åùå ìàòðèöà òåêóùèõ ñâÿçåé E

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìíîãîñâÿçíûõ ñèñòåì ïðè óêàçàííûõ ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèÿõ
ñâÿçåé ìîæíî íàéòè â [6, ãë. 2 è 7].

<< Ëèíåéíûì >> ïðèáëèæåíèåì (2.14) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà

dxs
dt

= X(µ)
s (ys) +X

(µ)
1s (t, y1, . . . , yq) + ∆s(t), (2.15)

äëÿ êîòîðîé (xT1 (t0, . . . , x
T
q (t0))

T = x(t0) = x0 = y0 = y(t0) =

= (yT1 (t0), . . . , y
T
q (t0))

T , s = 1, q.
Äàëåå îïèøåì ñòðóêòóðó ñèñòåìû (2.14). Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðè-

öû ñâÿçè L̄ = (l̄sj)
q,q
1,1 è Ē = (ēsj)

q,q
1,1, à òàêæå ìàòðèöû òåêóùèõ ñâÿçåé L = (lsj)

q,q
1,1 è

E = (esj)
q,q
1,1, L ∈ L̄, E ∈ Ē. Çäåñü L è L̄ åñòü ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà òåêóùèõ ñâÿçåé è

ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà íà óðîâíå ïîäñèñòåìû. Òîãäà âåêòîðíûå ôóíêöèè âçàèìîñâÿçåé
ïðåäñòàâèì â âèäå

X
(µ)
1s (t, x1, . . . , xq) ::= X

(µ)
1s (t, ls1x1, . . . , lsqxq),

X
(µ+α)
sj (t, x1, . . . , xq) ::= X

(µ+α)
sj (t, es1x1, . . . , esqxq).

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.14), (2.15) ñîîòâåòñòâåííî áóäóò èìåòü âèä

dxs
dt

= X(µ)
s (xs) +X

(µ)
1s (t, ls1x1, . . . , lsqxq) +

q∑
j=1

X
(µ+α)
sj (t, es1x1, . . . , esqxq)+

+∆s(t), (2.16)
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dxs
dt

= X(µ)
s (ys) +X

(µ)
1s (t, ls1y1, . . . , lsqyq) + ∆s(t), s = 1, q. (2.17)

Èñõîäÿ èç âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (2.14) è ñòðóêòóðû ìàòðèö L, L̄, E, Ē, ñëåäóåò,
÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Êàðàòåîäîðè î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ ñèñòåì (2.16), (2.17) âûïîëíåíû. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿìè ñèñòåì (2.16), (2.17)
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå âåêòîðíûå ôóíêöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ls1x1, . . . , lsqxq) ≤
q∑

j=1

lsqa1sj∥xj∥µ,

X
(µ+α)
sj (t, es1x1, . . . , esqxq) ≤

q∑
j=1

esqbsj∥xj∥µ+α

ïðè ∥xj∥ ≤ rj,
√∑q

j=1 r
2
j = r, s = 1, q. Çäåñü a1sj è bsj � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå

÷èñëà, s, j = 1, q.
Ïóñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåì

dxs
dt

= X(µ)
s (xs), s = 1, q, (2.18)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Çóáîâà-Êðàñîâñêîãî äëÿ êàæäîé
ñèñòåìû (2.18) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

c1s∥xs∥m+1−µ ≤ Vs(xs) ≤ c2s∥xs∥m+1−µ,
∥gradVs(xs)∥ ≤ c3s∥xs∥m−µ,
dVs

dt

∣∣
(62)

≤ −c4s∥xs∥m
(2.19)

ïðè ∥xs∥ ≤ rs,
√∑q

s=1 r
2
s = r, s = 1, q. Çäåñü m � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷åòíîå âåùåñòâåííîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, c1s, c2s, c3s, c4s � ïîñòîÿííûå ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
s = 1, q.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìûõ îöåíîê íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà

V (x) =

q∑
s=1

dsVs(xs), ds > 0.

Äëÿ ñèñòåì îáùåãî âèäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà âåêòîðíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà òàêæå
ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëèíåàðèçàöèè (ñì. äîêàçàòåëüñòâî [8, 9]).

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòàõ [5], [6], [8-12] è â äàííîé ðàáîòå
ðàçâèò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ëèíåàðèçàöèè.
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Estimates of error of linearization of the relative parts and

all phase variables

c⃝ A. V. Shchennikov4, V. N. Shchennikov5, E. V. Shchennikova6

Abstract. This article is a complete statement of the material presented at the international
conference dedicated to the 85th anniversary of VI Zubov. The paper developed a method of
constructing estimates of error of linearization of nonlinear systems of di�erential equations,
including critical cases.
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