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Àííîòàöèÿ. Â ðàçâèòèå òåîðèè èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïî Èòî â âèäå ñèíãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè-
ôóðêàöèè óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà è êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, óðàâíåíèå Ôîêêåðà-
Ïëàíêà, óðàâíåíèå Ôåðõþëüñòà, èíäóöèðóåìûå øóìîì ïåðåõîäû

Èçâåñòíî [1], ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (ÏÂ) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà
(ÓÔÏ) â òî÷êå x = 0 òåîðèè èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ (ÈØÏ) ìîæåò èìåòü âèä
äåëüòà-ôóíêöèè. Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ýòà ÏÂ ïî Ñòðàòàíîâè÷ó èìååò âèä äåëüòà-ôóíêöèè.
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âèä ÏÂ ðåøåíèÿ ÓÔÏ ïî Èòî è èùåòñÿ êðèòè÷åñêèé ïàðà-
ìåòð ñòîõàñòè÷åñêîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà è ýêâè-
âàëåíòíîãî åìó ÓÔÏ ïî Èòî.

Óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà èìååò âèä:

ẋ = λ0x− x2 (1.1)

ãäå: x - ïëîòíîñòü, íàïðèìåð [0,∞) è (1.1) - ýòî ïðèáëèæåíèå ẋ = F (x, λ0) ñâÿçàíîå
ñ ñèììåòðèåé. Àòòðàêòîðîì (1.1) ÿâëÿåòñÿ x = λ0 ñ òî÷êîé áèôóðêàöèè λ0 = 0, x = 0 .

Èçâåñòíà ÏÂ PS(x) ðåøåíèå ÓÔÏ:

PS(x) = Nx
2λ0
σ2 −ν exp(

−2x

σ2
), (1.2)

ν = 1 ïî Ñòðàòàíîâè÷ó, ν = 2 ïî Èòî

ãäå: N = ( 2
σ2 )

2λ0
σ2 /Ã(2λ0

σ2 ),Ã(
2λ0

σ2 ) -ãàììà-ôóíêöèÿ, x ∈ [0,∞) .

2. Òåîðåìà Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Èòî

Íåîáõîäèìî â PS(x) íà [o,∞) âûäåëèòü ìíîæèòåëü - ïðîáíóþ ôóíêöèþ â âèäå:

Φ(x) = e−
2x
σ2 ,Φ(x) ∈ D, (2.1)

÷òîáû íàéòè a(x) - ñèíãóëÿðíóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ (ÑÎÔ) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèî-
íàëà:

lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞
aèϵ (x)Φ(x)dx, (2.2)

ãäå
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aèϵ (x) =
(ϵ/λ0)

ϵ

Γ(ϵ+ 1)
ϵxϵ−2χ(x) (2.3)

åñòü äðóãîé ñîìíîæèòåëü, êîòîðûé íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
(ÔÏ) îáîáùåííîé ôóíêöèè ïî Èòî, ϵ = 2λ0

σ2 - ïàðàìåòð, χ(x) -ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ôóíê-
öèÿ Φ(x) îòâå÷àåò ñâîéñòâàì íåïðåðûâíîñòè, áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ñèììåò-
ðèè [3]. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïðåäñòàâèì:

Φ(x) = Φ(0) + xΦ′(x0), (2.4)

ãäå xo ∈ (0, x) . Íàéäåì (2.2), äîïóñòèâ ôèíèòíîñòü Φ(x) , òî åñòü Φ(x) ≡ 0 êàê òîëüêî
x > M è ó÷òÿ îãðàíè÷åííîñòü Φ′(x) :

lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞
aèϵ (x)Φ(x)dx = Φ′(x0) (2.5)

Ïî îïðåäåëåíèþ [3] aèϵ (x) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê δ′(x−x0) . Òàê êàê P è

S (x) = aèϵ (x)Φ(x) åñòü
ðåøåíèå ÓÔÏ, òî δ′(x− x0)Φ(x) ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ íà ñâÿçíîì [0,∞) êàê
íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ òîæå åñòü ðåøåíèå ÓÔÏ ïî Èòî. Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî ïðîèçâåäå-
íèÿ ôóíóöèè Φ(x) íà ÑÎÔ ïîëó÷èì:

P è

S (x) = δ′(x− x0) +
2

σ2
δ(x− x0) (2.6)

Åñëè ϵ → 0 ïðè ñòðåìëåíèè àòòðàêòîðà (1.1) λ0 → 0 , òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (2.6),
ÿâëÿåòñÿ ÏÂ èç òåîðåìû Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Ñòðàòàíîâè÷ó [2] è âõîäèò â íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ïîëó÷åíèÿ a(x) ïî Èòî. Î÷åâèäíà ëèíåéíîñòü ÑÎÔ â (2.6) è ïðèíàäëåæíîñòü ê
ðåøåíèþ ïðè íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â ÓÔÏ.

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå ìíîæèòåëåé ÔÏ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïî
Èòî aèϵ (x) ∼ (ϵ−1)xϵ−2 è ïî Ñòðàòàíîâè÷ó añϵ(x) ∼ xϵ−1 â PS(x) íà [0,∞) äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïðîáíîé ôóíêöèè Φ(x) . Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé è èõ íåïðåðûâíîñòè ñ ïîìîùüþ (2.2) [3]:∫

a′(x)Φ(x)dx = −
∫
a(x)Φ′(x)dx (2.7)

òàê êàê íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå åñòü

Φ′(x) = − 2

σ2
e−

2x
σ2 , aèϵ (x) = (añϵ(x))

′ (2.8)

îïðåäåëèì ïåðâûé ôóíêöèîíàë ïî Èòî, à âòîðîé ïî Ñòðàòàíîâè÷ó â (2.7) è ïîëó÷èì:

2

σ2
(ϵ− 1)

∫
aèϵ (x)Φ(x)dx =

∫
añϵ(x)Φ(x)dx (2.9)

Âû÷èñëåíèå limϵ→0 îò (2.9) äàåò:

σ2

2
Φ′(x) + Φ(0) = 0 (2.10)

Âûðàæåíèå (2.10) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè Φ(x) (2.1) ïðè x = σ2

2
, òèïà Φ(x) = 1 ,

äðóæåñòâåííîãî Φ(x) ∈ D [3]. Äåéñòâèòåëüíî, ôèíèòíîñòü äëÿ òàêèõ ôóíêöèé îáû÷íî
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè M = 3σ2

2
. Íåïðåðûâíîñòü è ñèììåòðèÿ ñäâèãîâ Φ(x) âûðàæàåòñÿ

ðàâåíñòâîì:
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0 = Φ(0) +
σ2

2
Φ′(x0) = (δ,Φ(x) +

σ2

2
Φ′(x+ x0)) = (

2

σ2
δ(x) + δ′(x− x0),Φ(x)), (2.11)

ãäå êðóãëûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ôóíêöèîíàë. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ Φ(x) (2.10) äàåò
âåðíûå çíà÷åíèÿ. Òàê êàê ϵ→ 0 òîëüêî ïðè σ2

2
→ ∞ , òî ñëàãàåìîå Φ(0) â (2.10) îòâå÷à-

þùåå ÑÎÔ 2
σ2 δ(x) çàíóëÿåòñÿ. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü Φ(x) ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ (2.4)

ïðè âû÷èñëåíèè limϵ→0 îò (2.9) è èç âåëè÷èíû îêðåñòíîñòè x = 0 ∼ 3ϵ â ñîîòâåòñòâèè ñ
Ëåììîé 1 ðàçäåëà: "ïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ ôóíêöèé D "[3]. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
îòêëîíåíèÿ êîîðäèíàòû x0 îò êîîðäèíàòû ÑÎÔ åñòü 2x0

σ2 è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè σ2

2
→ ∞

äëÿ àòòðàêòîðà (1.1) x = λ0 . Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ (2.10) ÿâëÿåòñÿ ïðîáíîé. Òîãäà
ïîëó÷àåì PS(x) = δ′(x − x0) ïðè δ′(x − x0) ≥ 0 íà ñâÿçíîì [0,∞) êàê íîðìèðîâàííóþ
ôóíêöèþ, íåïîñðåäñòâåííî óäîâëåòâîðÿþùóþ ÓÔÏ. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó: Äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ÓÔÏ PS(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0
ñî ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, λ0 = 0
íåîáõîäèìà ïðè ϵ→ 0 ÏÂ âèäà δ′(x− x0) +

2
σ2 δ(x− x0) è äîñòàòî÷íà ÏÂ âèäà δ′(x− x0)

ïðè δ′(x− x0) ≥ 0 íà ñâÿçíîì èíòåðâàëå.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Åñëè â íåáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ϵ → 0 òîëüêî ïðè σ2

2
→ ∞ è

çàäàííîì àòòðàêòîðå λ0 , òî ÏÂ (2.6) ïðèíèìàåò âèä PS(x) = δ′(x− x0) , ðåàëèçóåìûé
òàêæå â äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Â íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îò-
êëîíåíèÿ x0 îò òî÷êè áèôóðêàöèè x = 0, λ0 = 0 åñòü 2x0

σ2 è ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíà
ñ ÷èñëîì 3ϵ . Îòêóäà èìååì x0 ∼ 3λ0 è x0 → 0 ïðè λ0 → 0(ϵ→ 0) , òî åñòü ïðè ñòðåì-
ëåíèè àòòðàêòîðà λ = λ0 ê íóëþ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.3. Ïîëó÷åíèå â íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ÏÂ âèäà δ(x − x0) +
δ′(x− x0) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ñòàõîñòè÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ [4]. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ïîëíóþ ñèñòåìó â ãðàíè÷íîì íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå W îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ϵ = 2λ0

σ2 → 0 , ïðè êîòîðîì ÏÂ PS(x) ïî Èòî èìååò

íåïðåðûâíûå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå, îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 2λ0

σ2 = 1 [1]. Îäíàêî ïðè
ýòîì îòëè÷àþòñÿ è óñëîâèÿ ðàññìîòðåíèÿ ÏÂ.

Òåîðåìà Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Èòî ÷àñòè÷íî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû
Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Ñòðàòàíîâè÷ó [2] è íàðÿäó ñ äîêàçàííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ÓÔÏ
ñòàõîñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïî Èòî â ðàáîòå [1] ìîæåò îáðàçîâàòü
áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíóþ òåîðèþ ÈØÏ.
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Probability density as the solution of the Fokker-Plank

equation in Noise-Induced Transitions.

c⃝ S. N. Nagornykh3, D. S. Sablukov4

Abstract. Under development of the noise-induced transitions theory all necessary and su�cient
conditions of Fokker-Plank equations solutions are considered according to Ito as singular united
functions near the bifurcation point of Verhulst equation in connection of Liouville theorem. The
critical parameters of probability density are estimated.
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