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Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà

ÓÄÊ 519.63

Îá èñïîëüçîâàíèè WENO-îãðàíè÷èòåëÿ â íåÿâíîé

ñõåìå äëÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè

ôóíêöèÿìè

c⃝ Ð. Â. Æàëíèí 1, À. Â. Ìàêñèìêèí 2, Â. Ô. Ìàñÿãèí 3, À. È. Ïàíòþøèí 4,
Å. Å. Ïåñêîâà 5

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ìåòîäèêà íà îñíîâå íåÿâíîé ñõåìû äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòî-
äà Ãàëåðêèíà. Ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå WENO-îãðàíè÷èòåëÿ äëÿ ïîäàâëåíèÿ îñöèëëÿöèé
ðåøíèÿ íà ðàçðûâàõ. Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è ¾blast waves¿ ïîêàçàíà ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, íåÿâíàÿ ñõåìà, óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíà-
ìèêè, WENO-îãðàíè÷èòåëü

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåò ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1, 2], ãäå èññëåäîâàëàñü íåÿâíàÿ ìåòî-
äèêà äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, îñíîâàííàÿ íà ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåìû ñåòî÷-
íûõ óðàâíåíèé â ¾äåëüòà-ôîðìå¿. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìåòîäèêà, îñíîâàííàÿ íà
ðåøåíèè íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Íüþòîíà. Äëÿ ïîäàâëåíèÿ
íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé ðåøåíèÿ âáëèçè ðàçðûâîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå WENO-
îãðàíè÷èòåëÿ [3].

2. Íåÿâíàÿ ñõåìà äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà

∂U

∂t
+
∂F (U)

∂x
= 0, (2.1)

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; zhrv@mrsu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
maksimkinav@appmath.mrsu.ru.

3 Ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
masyaginvf@appmath.mrsu.ru.

4 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
pantyushinai@appmath.mrsu.ru.

5 Àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
peskovaee@appmath.mrsu.ru.
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ãäå

U =

 ρ
ρu
ρE

 , F (U) =

 ρu
ρu2 + p

(ρE + p)u

 ,

E = ϵ+
u2

2
, p = ρϵ(γ − 1).

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü, p � äàâëåíèå, u � ñêîðîñòü, ϵ � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ,
γ � ïîêàçàòåëü àääèàáàòû. Ñèñòåìà (2.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ðàññìîòðèì íåÿâíóþ ñõåìó äëÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè ôóíêöè-
ÿìè [4], ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå [1]:

M
Un+1 − Un

τ
− L(Un+1) = 0, (2.2)

ãäå Un � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà U ïî áàçèñó ïðî-
ñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ, â êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå [1].

Ïîëó÷åííàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.2) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà. Ïðè ýòîì íà êàæäîì
øàãå ìåòîäà Íüþòîíà íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé(

1

τ
M −

(
∂L

∂U

)
s

)
(∆U)s = −

(
M

(Un+1)s − Un

τ
− L((Un+1)s)

)
, s = 0, 1, . . . (2.3)

îòíîñèòåëüíî (∆U)s = (Un+1)s+1− (Un+1)s , ãäå (Un+1)0 = Un . Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.3)
èñïîëüçîâàëñÿ ðåøàòåëü GMRES èç áèáëèîòåêè HYPRE [5, 6].

Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2), ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé,
êàê U∗ . Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñõåìà îáëàäàåò ïîðÿäêîì òî÷íîñòè âûøå ïåð-
âîãî, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷èòåëè äëÿ ïîäàâëåíèÿ îñöèëëÿöèé ðåøåíèÿ íà ðàç-
ðûâàõ. Ïîýòîìó çíà÷åíèå Un+1 íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Un+1 = ΛΠhU
∗, (2.4)

ãäå ΛΠh � îãðàíè÷èòåëü.

3. WENO-îãðàíè÷èòåëü

Â êà÷åñòâå îãðàíè÷èòåëÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü WENO-îãðàíè÷èòåëü, îïèñàííûé â ðà-
áîòå [3]. Äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî âûäåëèòü òàê íàçûâàåìûå ¾ïëîõèå¿ ÿ÷åéêè.
Ïðîöåäóðà èõ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùàÿ.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêè

ūi =
1

∆x

∫
Ii

udx (3.1)

è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïåðåìåííûå

ũi = u−i+1/2 − ūi, ˜̃ui = ūi − u+i+1/2. (3.2)

Çàòåì, îáîçíà÷èâ
∆+ūi = ūi+1 − ūi, ∆−ūi = ūi − ūi−1, (3.3)
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âû÷èñëèì
ũmi = minmod(ũi,∆+ūi,∆−ūi), ˜̃u

m
i = minmod(˜̃ui,∆+ūi,∆−ūi), (3.4)

ãäå

minmod(a1, a2, a3) =

{
smin(a1, a2, a3), åñëè s = sign(a1) = sign(a2) = sign(a3);

0, èíà÷å.
(3.5)

Äàëåå, åñëè ũmi ̸= ũi èëè ˜̃umi ̸= ˜̃ui , òî ÿ÷åéêà ñ íîìåðîì i ïîìå÷àåòñÿ, êàê ¾ïëîõàÿ¿.
Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ÿ÷ååê, òðåáóþùèõ ïðèìåíåíèÿ îãðàíè÷èòåëÿ, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ ïðîöåäóðà [3].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÿ÷åéêè Ii òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èòåëÿ. Ðàññìîòðèì

ïîëèíîìû pi−1(x) , pi(x) , pi+1(x) , îïðåäåëÿþùèå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) â ÿ÷åéêàõ Ii−1 ,
Ii , Ii+1 , ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

¯̄pi−1 =
1

∆xi

∫
Ii

pi−1(x)dx, ¯̄pi =
1

∆xi

∫
Ii

pi(x)dx, ¯̄pi+1 =
1

∆xi

∫
Ii

pi+1(x)dx. (3.6)

È â êà÷åñòâå íîâîãî ïîëèíîìà â ÿ÷åéêå Ii âîçüìåì ïîëèíîì

pNi (x) = ΛΠhpi(x) = ω0p̌i−1 + ω1pi + ω2p̌i+1, (3.7)

ãäå
p̌i−1 = pi−1(x)− ¯̄pi−1 + ¯̄pi, p̌i+1 = pi+1(x)− ¯̄pi+1 + ¯̄pi, (3.8)

à âåñîâûå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ω0 + ω1 + ω2 = 1 .
Äàííûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé ñõåìå WENO

[7, 8]:

ωj =
αj
2∑

k=0

αk

, j = 0, 1, 2, (3.9)

ãäå

αk =
γk

(10−6 + βk)2
, k = 0, 1, 2. (3.10)

Àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [7, 8] βk áóäåì íàçûâàòü èíäèêàòîðîì ãëàäêîñòè è âû÷èñëÿòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

βk =
2∑
l=0

xi+1/2∫
xi−1/2

∆x2l−1
i−1+k

(
∂lpk(x)

∂xl

)2

dx. (3.11)

Âîçíèêàåò âîïðîñ âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ γ0 , γ1 , γ2 . Èñõîäÿ èç îïèñàííîé âûøå ñõåìû
íà íèõ íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Â ðàáîòå [3] ïðåäëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

γ0 = 0.001, γ1 = 0.998, γ2 = 0.001, (3.12)

ãàðàíòèðóþùèå ñîõðàíåíèå èñõîäíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè è îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé íà ðàç-
ðûâàõ. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàíû òàêèå æå çíà÷åíèÿ.
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4. Çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ óäàðíûõ âîëí (blast waves)

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è áûëà âûáðàíà çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ óäàðíûõ âîëí
ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè [9]:

U(x, 0) =


UL, 0 ≤ x < 0.1,

UM , 0.1 ≤ x < 0.9,

UR, 0.9 ≤ x ≤ 1,

(4.1)

ãäå
ρL = ρM = ρR = 1,
vL = vM = vR = 0,
pL = 103, pM = 10−2, pR = 102,

à íà êîíöàõ îòðåçêà [0,1] çàäàâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ.
Íà ðèñóíêå 4.1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà ñåòêàõ ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 200, 400,

800 (÷èñëåííûå ïîòîêè âû÷èñëÿëèñü êàê òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà íà ãðàíèöå ìåæäó
ÿ÷åéêàìè [10]). Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòà ìåòîäîì Ãîäóíîâà íà ñåòêå ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 20000. Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ïî-
ãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè. Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ îöåíèâàëàñü â ñëåäóþùåé íîðìå:

||Uh − UT ||L1 =
b∫
a

|Uh − UT | dx,

ãäå Uh � âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè, UT � òî÷íûå çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðå-
øåíèÿ.

Êàê âèäíî èç ãðàôèêà è òàáëèöû, ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè íàáëþäàåòñÿ ñõî-
äèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó, ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè âûøå ïåðâîãî.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Íà ðèñóíêå 4.2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè ïîëó÷åííûå ïðè ðàñ÷åòàõ ñ ðàçíû-
ìè ñïîñîáàìè âû÷èñëåíèÿ ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ (òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà, ïîòîêè
Êóðàíòà�Èçàõñîíà�Ðèññà, ïîòîêè Ëàêñà-Ôðèäðèõñà).
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Òàáëèöà 1: Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (N � êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ñåòêè)

N || · ||L1 Order, || · ||L1

100 0.2882971 �
200 0.2130803 0.4362
400 0.1173680 0.8604
800 0.05131574 1.1936

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ äëÿ ðåøàòåëÿ GMRES ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà çàäàâà-
ëàñü ðàâíîé 20.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ íåÿâíàÿ ñõåìà ñ
èñïîëüçîâàíèåì WENO-îãðàíè÷èòåëÿ ñîñòîÿòåëüíà è äåìîíñòðèðóåò õîðîøóþ òî÷íîñòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 14-01-31260 ìîë_à).
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About the use of WENO-limiter in the implicit scheme for

the Discontinuous Galerkin method

c⃝ R. V. Zhalnin6, A. V. Maksimkin7, V. F. Masyagin8, A. I. Pantyushin9,
E. E. Peskova10

Abstract. The paper studies a technique based on the implicit scheme for discontinuous Galerkin
method. WENO-limiter used to suppress oscillations on discontinuities. The ¾blast waves¿ problem
solved for showing the viability of the proposed method.
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