
Òîïîëîãèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû 51

ÓÄÊ 517.956.2

Òîïîëîãèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

c⃝ Ì. Ë. Êîëîìèåö1, À. Í. Ñàõàðîâ2

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïëàçìå è âîçìîæíîñòè ee îïèñàíèÿ â
òåðìèíàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèåé ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ è òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòà ñâÿçü ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè, òî åñòü ðå÷ü èäåò î äèíàìèêå âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ïðîâî-
äÿùåé äâèæóùåéñÿ ñðåäîé, êîòîðóþ áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü ïëàçìîé. Çàäà÷à î
òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé â ïëàçìå èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â îïèñàíèè äè-
íàìèêè ïëàçìû â êîðîíå ñîëíöà, òåðìîÿäåðíûõ ðåàêòîðàõ, à òàêæå â ôóíäàìåíòàëüíîé
çàäà÷å î ìåõàíèçìå ïåðåçàìûêàíèÿ [1].

Òîïîëîãèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé îïèñûâàåòñÿ íà ÿçûêå ñèëîâûõ ëèíèé. Äåéñòâèòåëüíî,
ìàãíèòíîå ïîëå çàäàåòñÿ âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè H â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îáëàñòè
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèëîâûìè ëèíèÿìè ïîëÿ. Äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ïîëíîé êàðòèíû òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ � ôàçîâîãî ïîðòðåòà, íåîáõîäèìî
òàêæå ó÷åñòü êîíôèãóðàöèþ îñîáåííîñòåé ïîëÿ � òî÷åê, ãäå îíî íå îïðåäåëåíî. Òàêè-
ìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ ïîëå ðàâíî íóëþ, à òàêæå òî÷êè, â êîòîðûõ ïîëå
íåîãðàíè÷åíî. Òî÷êè, â êîòîðûõ ïîëå íåîãðàíè÷åíî, â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñîîò-
âåòñòâóþò òî÷å÷íûì ýëåêòðè÷åñêèì èëè ìàãíèòíûì çàðÿäàì. Òî÷å÷íûå çàðÿäû ÿâëÿþòñÿ
ëèáî èñòî÷íèêàìè, ëèáî ñòîêàìè, òî åñòü ñèëîâûå ëèíèè íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ â
ýòèõ òî÷êàõ. Çàìåòèì, ÷òî ìàãíèòíûé çàðÿä � ìîíîïîëü äî ñèõ ïîð ýêñïåðèìåíòàëüíî íå
îáíàðóæåí, ïîýòîìó èñòî÷íèêàìè (ñòîêàìè) ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ äèïîëè3. Îòñóò-
ñòâèå ìîíîïîëåé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå áåçäèâåðãåíòíî:

divH = 0. (1.1)

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ îáðàçåò ìóëüòèïîëü, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî ðàâíà
ñóììå èíòåíñèâíîñòåé âõîäÿùèõ â íåãî èñòî÷íèêîâ.

Ïðåäñòàâëåíèå î òî÷å÷íîé ïðèðîäå èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê
ëîãè÷åñêèì ïðîòèâîðå÷èÿì òåîðèè: òî÷å÷íûé çàðÿä èìååò áåñêîíå÷íóþ ìàññó. Îíè ðàç-
ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ïðîöåäóð ïåðåíîðìèðîâêè ïîëÿ â îêðåñòíîñòè îñî-
áåííîñòè [2]. Ïåðåíîðìèðîâêà, êàê ïðàâèëî, � ýòî ïåðåõîä îò òî÷å÷íîãî îáúåêòà ê îáúåêòó
êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Â cëó÷àå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïîëåé äîïóùåíèå î òî÷å÷íîì õàðàêòåðå
èñòî÷íèêîâ ïîëÿ âïîëíå îïðàâäàíî.

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; math@agri.sci-nnov.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ansakharov2008@yandex.ru

3 Äèïîëü � êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó çàðÿäîâ, ðàâíûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.
Ìîäåëüþ ìàãíèòíîãî äèïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëå, ñîçäàâàåìîå ïåòëåâûì òîêîì.
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Â çàäà÷àõ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ìàãíèòíîå ïîëå ïðèíÿòî ïðåäñòàâëÿåòü èíäóêöè-
åé ìàãíèòíîãî ïîëÿ B, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ H ñîîòíîøåíèåì B = µH , ãäå µ � ìàãíèòíàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû. Òîãäà äâèæåíèå âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé îïèñûâàåòñÿ âåêòîðíûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dr

ds
= B(r), (1.2)

ãäå r = {x, y, z} � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, â êîòîðîé ïðèëîæåí âåêòîð B, à s � íåêîòîðûé
ïàðàìåòð (íå îáÿçàòåëüíî äëèíà äóãè), êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè íà ñèëîâîé
ëèíèè, îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Íóëåâûå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

B(r) = 0. (1.3)

Íóëåâûå òî÷êè � ýòî íåïîäâèæíûå òî÷êè ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî óðàâíåíèåì (1.2).
Â òèïè÷íîì ñëó÷àå4 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, λ3 â íóëåâîé òî÷êå ïîëÿ B íå ðàâíû

íóëþ è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ λ1 + λ2 + λ3 = 0, â ñèëó ðàâåíñòâà (1.1). Ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì òàêàÿ íóëåâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì ñ äâóìåðíîé è
îäíîìåðíîé ñåïàðàòðèñàìè. Êàê ïîêàçàíî â [11] íóëåâàÿ òî÷êà áóäåò ñåäëîì, åñëè ñóììà
èíòåíñèâíîñòåé âñåõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ â êîíå÷íîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè íå ðàâíà
íóëþ.

Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî îäíîìåðíóþ ñåïàðàòðèñó ñåäëà íàçûâàþò øèïîì
(spine), à äâóìåðíóþ � âååðíîé ïîâåðõíîñòüþ (fan) [3]. Ïåðåñå÷åíèÿ âååðíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé ðàçëè÷íûõ íóëåâûõ òî÷åê ïðèíÿòî íàçûâàòü ñåïàðàòîðàìè. Åñëè ýòè ïåðåñå÷åíèÿ
òðàíñâåðñàëüíû, òî èõ íàçûâàþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè ñåïàðàòîðàìè. Íà ÿçûêå äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì � ýòî ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðèâûå.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ãåòåðîêëèíè÷åñêèé ñåïàðàòîð.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå îñîáåííîñòåé ïîëÿ, øèïîâ, âååðíûõ ïîâåðõíîñòåé è ñåïà-
ðàòîðîâ îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ. Ýòî îáúåäèíåíèå íàçûâàþò â ôèçè-
÷åñêîé ëèòåðàòóðå ñêåëåòîì èëè îñòîâîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

4 Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ó ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà íóëåâûõ òî÷åê áóäóò âåùåñòâåí-
íûìè.
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Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýâîëþöèÿ ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â ïëàçìå äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåð ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé: â òå÷åíèè çíà÷èòåëüíîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå èçìåíÿåòñÿ, çàòåì áûñòðî ïðîèñõîäèò
ïåðåñòðîéêà ñòðóêòóðû (áèôóðêàöèÿ), êîòîðàÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåçàìûêàíèåì ìàãíèò-
íûõ ñèëîâûõ ëèíèé. Ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðèâîäÿùèå ê ïåðåçàìûêàíèþ ñèëîâûõ ëèíèé,
ïîäðîáíî îïèñàíû â îáçîðíîé ñòàòüå [1], ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ äàåòñÿ â
ìîíîãðàôèè [3], ãëàâà 8.

Çàäà÷à î ïåðåñòðîéêå ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ áèôóðêàöèé
òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.2). Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòîé ñèñòåìå ìîæíî
ñîïîñòàâèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ òåì æå ñàìûì îñòîâîì.
Áîëåå òîãî, â òèïè÷íîì ñëó÷àå ýòî áóäåò ñèñòåìà Ìîðñà-Ñìåéëà, ÷òî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå òîïîëîãè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè ìàãíèòíûõ ïîëåé è ïîëó÷èòü èõ
òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ.

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ôèçèêè ïðèñóòñòâóåò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ñèëî-
âûå ëèíèè íå èìåþò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà5. Îäíàêî, â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå ñèëîâûå
ëèíèè èìåþò âïîëíå îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Íàïðèìåð, â èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé
ïëàçìå èìååò ìåñòî ñâîéñòâî âìîðîæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ: ïðè äâèæåíèè ñðåäû ñè-
ëîâûå ëèíèè ñëåäóþò çà íåé, áóäó÷è êàê áû �âìîðîæåííûìè� [4]. Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíå-
íû â òîêîìàêàõ � óñòðîéñòâàõ äëÿ èçó÷åíèÿ òåðìîÿäåðíûõ ðåàêöèé â çåìíûõ óñëîâèÿõ.
Óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîãî ïëàçìåííîãî øíóðà â òîêîìàêå îáåñïå÷èâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì
çàìêíóòûõ ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé (òîðîâ), ñîñòîÿùèõ èç ñèëîâûõ ëèíèé [5].

Â ðàáîòå Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêè [6] áûë èçó÷åí êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
ìîäåëèðóþùèõ ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìàãíèòíûå ïîëÿ â êîðîíå Ñîëí-
öà. Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé òàêèõ ñèñòåì, ìîäåëèðóþùèõ ÿâíî çàäàííûå
ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ.

2. Ìîäåëè ìàãíèòíûõ ïîëåé

Íåïîñðåäñòâåííîå èçó÷åíèå òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëàçìå ïîäðàçóìåâàåò ðå-
øåíèå ñèñòåìû ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ([8], ãë. 8). Îñíîâíîå óðàâíåíèå,
ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòü ïîòîêà v â ïëàçìå è ìàãíèòíîå ïîëå H îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂H

∂t
= rot(v ×H) + η∆H , (2.1)

ãäå η � ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü, îáðàòíàÿ ìàãíèòíîìó ÷èñëó Ðåéíîëüäñà. Ðåøåíèå ýòîãî è
ñîïóòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñëîæíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó. Íàïðèìåð, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà
ïåðåçàìûêàíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ïîëåé â âûñîêîïðîâîäÿùåé ïëàçìå âîçìîæíî òîëüêî ïðè
èñïîëüçîâàíèè ñóïåðêîìïüþòåðîâ [9]. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå (1.2) íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü àïðèîðíûå ìîäåëè ïîëÿ. Ïîñòðîåíèå òàêèõ ìîäåëåé èñïîëüçóåò ðÿä ïðåäïîëîæåíèé
ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå íîñèò íàçâàíèå ¾ìîäåëü òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî çàðÿäà¿ (ìî-
äåëü ÒÌÇ) (ñì., íàïðèìåð, [10]) è çàêëþ÷àåòñÿ â cëåäóþùèõ óïðîùàþùèõ àíàëèç äîïó-
ùåíèÿõ:

1. èñòî÷íèê ïîëÿ (äèïîëü) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïàðû òî÷åê, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
èñòî÷íèêîì, äðóãàÿ � ñòîêîì;

5 Çàìåòèì, ÷òî ýòîãî ìíåíèÿ ïðèäåðæèâàëñÿ àêàäåìèê È.Å. Òàìì [7], îäèí èç àâòîðîâ èäåè òîêîìàêà!
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2. ïîëå ïîòåíöèàëüíî, òî åñòü ïðåäñòàâèìî â âèäå B = ∇Φ, ãäå Φ � ñêàëÿðíûé ïîòåí-
öèàë.

Äëÿ n òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ c èíòåíñèâíîñòÿìè αk , ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ rk ,
k = 1, 2, . . . , n, ïîòåíöèàëüíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ìîäåëè ÒÌÇ, çàäàåòñÿ
ïîòåíöèàëîì

Φ(r) = −
n∑
k=1

αk
1

∥r − rk∥
. (2.2)

Òîãäà

B(r) = ∇Φ(r) =
n∑
k=1

αk
r − rk

∥r − rk∥3
. (2.3)

Â ýòîé ìîäåëè ðàâåíñòâî divB = 0 âûïîëíÿåòñÿ âñþäó, êðîìå èñòî÷íèêîâ (ñòîêîâ) ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ. Ýòà ìîäåëü ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè ðàññìàòðèâàëàñü â öåëîì ðÿäå
ðàáîò [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], ãäå îíà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíèçìà
ðîæäåíèÿ è ñìåðòè ñåïàðàòîðîâ.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîëíå÷íîé êîðîíû, â ìîäåëü ÒÌÇ äîáàâëÿåòñÿ
åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå:

3. ãðàíèöó ôîòîñôåðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíâàðèàíòíóþ ñôåðó S2, íà êîòîðîé
è ðàñïîëàãàþòñÿ èñòî÷íèêè ïîëÿ.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ýòî èíâàðèàíòíàÿ ïëîñêîñòü z = 0. Ïðè çàäàííîì êîëè÷å-
ñòâå èñòî÷íèêîâ, ìîæíî â òèïè÷íîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íóëåé ïîëÿ, ëåæàùèõ
íà èíâàðèàíòíîé ñôåðå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ èíäåêñà âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîëó-
÷àåì

nα + nω − nσ = χ = 2, (2.4)

ãäå nα � ÷èñëî èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, nω � ÷èñëî ñòîêîâ, nσ � ÷èñëî ñåäëîâûõ íóëåâûõ òî÷åê,
χ � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñôåðû [18].

Â îáùåì ñëó÷àå íóëè è èñòî÷íèêè ïîëÿ ðàñïîëàãàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì è èõ êîëè÷åñòâî óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

nα − n+
σ = nω − n−

σ , (2.5)

ãäå n+
σ � ÷èñëî ñåäåë ñ äâóìåðíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé, n−

σ � ÷èñëî ñåäåë ñ äâóìåð-
íîé óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû èíäåêñîâ
îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òðåõìåðíîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè [18]. Â ðàâåíñòâàõ
(2.4) è (2.5) ïîäðàçóìåâàåòñÿ áàëàíñ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, òî åñòü ñóììà èíòåíñèâíîñòåé âñåõ
èñòî÷íèêîâ ðàâíà íóëþ. Â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà íóëþ ýòîé ñóììû äîáàâëÿåòñÿ èñòî÷íèê â
áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåíñèâíîñòè.

Ôîðìóëû (2.4) è (2.5) ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷êåê ðàçëè÷-
íûõ èíäåêñîâ ôóíêöèè Ìîðñà íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé ìîäåëè ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èñòî÷íèêè ïîëÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå
íå îòëè÷àþòñÿ îò ïðèòÿãèâàþùèõ (îòòàëêèâàþùèõ) íóëåâûõ òî÷åê ïîëÿ.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Èñòî÷íèêè è íóëåâûå òî÷êè ïîëÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a(r) =
n∏
k=1

∥r − rk∥3. Òîãäà óðàâíåíèå (1.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

B(r) =
1

a(r)

n∑
k=1

εk(r − rk)a(r)/∥r − rk∥3 =
1

a(r)
F (r).

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå F (r) = 0 îïðåäåëÿåò íóëè ïîëÿ B(r) è èìååò, êðîìå ýòîãî, ïðîñòûå
íóëè â òî÷êàõ r1, r2, . . . , rn.

Ïóñòü ϵ > 0, äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , n íàéäåì øàð Uk(ε) ðàäèóñà ρ(ε) c öåíòðîì â
òî÷êå rk òàêîé, ÷òî a(r) < ε äëÿ âñåõ r ∈ Uk(ε). Î÷åâèäíî, ÷òî ρ(ε) → 0 ïðè ε → 0.
Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå

G(r, ε) =


1

a(r)
F (r), r ∈ R3 \

n∪
k=1

Uk(ε),

1

a(r, ε)
F (r), r ∈

n∪
k=1

Uk(ε),
(2.6)

ãäå a(r, ε) = a(r) + εbk(r), à bk : Uk(ε) → [0, 1] � C∞ -ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

1. bk(r) = 1 ïðè ∥r − rk∥ ≤ ρ(ε)

2
,

2. 0 < bk(r) < 1 ïðè
ρ(ε)

2
< ∥r − rk∥ < ρ(ε) ,

3. bk(r) = 0 ïðè ∥r − rk∥ = ρ(ε).

Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ïîëå G(r, ε) èìååò òå æå ñàìûå íóëè, ÷òî è ïîëå B(r),

áåçäèâåðãåíòíî â îáëàñòè R3 \
n∪
k=1

Uk(ε) è èìååò â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ-ñòîêîâ ïðîñòûå íó-

ëåâûå òî÷êè r1, r2, . . . , rn. Áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíîå ïîëå G(r, ε) ðåãóëÿðèçàöèåé ïîëÿ
B(r).

Òàê êàê òîïîëîãèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîâûìè ëèíèÿìè, òî åñòåñòâåííî
ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèe.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà îäíîì è òîì æå ìíîãîîáðàçèè
M íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h :
M → M ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûé ïåðåâîäèò èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðâîãî ïîëÿ â
èíòåãðàëüíûå êðèâûå âòîðîãî, ñîõðàíÿÿ èõ îðèåíòàöèè.

Èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 2.1. Âåêòîðíûå ïîëÿ B(r) è G(r, ε) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíå îêðåñòíîñòåé Uk(ρ) èíòåãðàëüíûå êðèâûå îáîèõ ïîëåé
èäåíòè÷íû è èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì � òîæäåñòâåííûé. Â îêðåñòíîñòÿõ Uk(ρ) îòîæäå-
ñòâèì òðàåêòîðèè ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè íà ãðàíèöå îêðåñòíîñòè. Òàê êàê
âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (1.2) è óðàâíåíèÿ

dr

ds
= G(r, ε) (2.7)

â êàæäîé îêðåñòíîñòè âõîäÿò â îäíó è òó æå òî÷êó, òî ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íûì.

Äàëåå, ïðè r ∈ Uk(ε) óðàâíåíèå (2.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå
óðàâíåíèå

a(r, ε)
dr

ds
= F (r).

Òàê êàê åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî (íåóñòîé÷èâî), òî ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå À.Í. Òèõîíîâà [19] ïîñòðîåííîå âûøå
ñîîòâåòñòâèå áóäåò íåïðåðûâíûì ïðè âñåõ ε ∈ [0, ε0] .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Pèñ. 2.1 èëëþñòðèðóåò äîêàçàííóþ òåîðåìó. Íà íåì èçîáðàæåíû êðèâûå Bx(x, y, 0) =
0, By(x, y, 0) = 0 äëÿ ïîëÿ âèäà (2.3) ñ òðåìÿ èñòî÷íèêàìè â òî÷êàõ r1 = (0, 0, 0), r2 =
(1, 0, 0), r3 = (.5, .8, 0) íà èíâàðèàíòíîé ïëîñêîñòè z = 0. Êðèâûå èìåþò ïÿòü òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè: òðè èç íèõ ñîîòâåòñòâóþò èñòî÷íèêàì, äâå �
íóëåâûì òî÷êàì ñåäëîâîãî òèïà.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔ-
ÔÈ � 15-01-03687-a.
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Topology of magnetic �elds and dynamical systems
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Abstract. We discuss the topology of magnetic �elds in the plasma and the possibility of their
description in terms of dynamic systems.

Key Words: singular points of the �eld, magnetic �eld lines, topological structure, sources, sinks,
bifurcation, separatrix, separators, heteroclinic curves

6 Assistant professor of department of higher mathematic, Nizhny Novgorod State Agricultural Academy,
Nizhny Novgorod; math@agri.sci-nnov.ru

7 Assistant professor of department of higher mathematic, Nizhny Novgorod State Agricultural Academy,
Nizhny Novgorod; ansakharov2008@yandex.ru

MVMS journal. 2015. V. 17, No. 2


