
96 À. Â. Çóáîâ, Ñ. Â. Çóáîâ

Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 517.929

Âåùåñòâåííûé ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû

c⃝ À. Â. Çóáîâ 1, Ñ. Â. Çóáîâ 2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåí äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ìàòðèö óñòîé÷èâûõ ïî Âàæåâ-
ñêîìó, ò. å. óñòîé÷èâûõ ìàòðèö P äëÿ êîòîðûõ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà P + PT òàêæå
óñòîé÷èâà. Äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ìàòðèö ïîêàçàíî, ÷òî èõ âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷è-
âîñòè, ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû - (P + PT )\2 . Ýòîò ðåçóëüòàò ïîç-
âîëÿåò îïðåäåëèòü âåùåñòâåííûé ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè ¾ñâåðõóñòîé÷èâûõ¿ ìàòðèö, ò. ê. îíè
ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè óñòîé÷èâûìè ïî Âàæåâñêîìó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòðèöà, óñòîé÷èâîñòü, âåùåñòâåííûé ðàäèóñ, ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà,
íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó P óñòîé÷èâîé ïî Âàæåâ-
ñêîìó, åñëè ìàòðèöà H = P+PT

2
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

Ââåäåíèå ïîäîáíîãî îïðåäåëåíèÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Âàæåâñêèé, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîêàçàë, ÷òî íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ Ẋ = P (t)X áóäåò óñòîé÷èâà, åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi(t) ñèììåòðè÷åñêîé ìàò-
ðèöû H(t) = P (t)+P (t)T

2
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ∀t λi(t) ≤ λ < 0 .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà P óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, òî îíà óñòîé÷èâà [1]. Îá-
ðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷èâî-
ñòè ïî Âàæåâñêîìó ìàòðèöû P íàèáîëüøåå èç ÷èñåë γ , ïðè êîòîðîì, ìàòðèöà P +∆
- óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, ãäå ìàòðèöà ∆ , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∥∆∥ < γ . Çäåñü
∥∆∥ - ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîãî ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé
è ñîâñåì íåäàâíî ðåøåíà òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ìàòðèö, ïðè÷åì ïîëó÷åííûå îöåíêè
ÿâëÿþòñÿ âåñüìà òðóäíî ïðîâåðÿåìûìè [3]. Âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè óñòîé-
÷èâîñòè ìàòðèöû P + ∆ , ãäå ìàòðèöà P - óñòîé÷èâà, à âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ∆ , óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∥∆∥ < γ . Íàèáîëüøåå èç ÷èñåë γ , ïðè êîòîðîì ìàòðèöà P + ∆ -
óñòîé÷èâà è íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷èâîñòè.

Ñïðàâåäëèâû òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè ìàòðèöà P - óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, òî âåùåñòâåí-
íûé ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè ïî Âàæåâñêîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå γ = minλi

i=1,n

,

ãäå λi , i = 1, n - ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû H = P+PT

2
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìàòðèöà P - óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó. Äëÿ òîãî
÷òîáû ìàòðèöà P + ∆ áûëà òàêæå óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà

∀X ̸= 0 XT (
P T + P

2
+

∆T +∆

2
)X < 0. (1.1)

Çàìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî äâà î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâà

XT (
∆T +∆

2
)X ≤ ∥∆∥ · ∥X∥2, ∥X∥2min

i=1,n
λi ≤ XTHX ≤ max

i=1,n
λi∥X∥2,

ãäå H = P+PT

2
, à λi , ( 1, n ) åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî

ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà max
i=1,n

λi + ∥∆∥ < 0 âûïîëíÿåòñÿ è íåðàâåíñòâî (1.1). Òàê

êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî - max
i=1,n

λi = min
i=1,n

|λi| , òî îäíà èç íèæíèõ îöåíîê âåëè÷èíû γ

ïîëó÷åíà.
Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íàéäåííîå ÷èñëî γ , ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì äîñòà-

òî÷íî ïîäîáðàòü ìàòðèöó ∆ òàê, ÷òî ∥∆∥ = min
i=1,n

|λi| , íî ïðè ýòîì ìàòðèöà P +∆ áûëà

íåóñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó. Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöó H ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Q òàê, ÷òî H = Q1ΛQ

T
1 . Äëÿ ïðîñòîòû

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Λ ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâà-
íèÿ. Âîçüìåì ìàòðèöó ∆ = Q1Λ1Q

T
1 , ãäå Λ1 - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè

ýëåìåíòàìè ðàâíûìè min
i=1,n

|λi| . Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû ∥∆∥ = min
i=1,n

|λi| , ò. ê. ∆ = Λ1 , à

ñ äðóãîé åñëè â êà÷åñòâå âåêòîðà X âûáðàòü ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû Q1 , òî ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî

XT (
P + P T

2
+

∆T +∆

2
)X = 0.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà γ = min
i=1,n

|λi| ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷èâî-

ñòè ïî Âàæåâñêîìó äëÿ ìàòðèöû P .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âåùåñòâåííûé ðàäèóñ óñòîé÷èâî-
ñòè γ = min

i=1,n
|λi| ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû −(P+P T )\2 .

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü ìàòðèöû P1, P2, . . . , Pm óñòîé÷èâû ïî Âàæåâñêîìó, òî-
ãäà èõ ëþáàÿ âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

P =
m∑
i=1

αiPi, αi ≥ 0,
m∑
i=1

αi = 1

òàêæå óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìàòðèöû P1, P2, . . . , Pm óñòîé÷èâû ïî Âàæåâñêîìó,
òîãäà ∀X XTPiX < 0 , i = 1,m . Ñóììèðóÿ, ïîëó÷èì

P = XT (
m∑
i=1

αiPi)X =
m∑
i=1

αiX
TPiX < 0,

m∑
i=1

αi = 1.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà P óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó. Êðîìå òîãî, óñëîâèå íîðìèðîâêè∑m
i=1 αi = 1 , ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì. Ìîæíî çàìåíèòü â ýòîì ðàâåíñòâå åäèíèöó íà ëþáîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ
ìàòðèö Pj(t) , j = 1,m äëÿ êîòîðûõ, ñîáñòâåííûå ÷èñëà λji(t) ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö

Hj(t) =
Pj(t)+Pj(t)

T

2
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ∀t λji(t) ≤ λj < 0 , j = 1,m , i = 1, n .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ãðàíò � 10-08-000624.
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The material radius of stability of matrix system

c⃝ A. V. Zubov 3, S. V. Zubov 4

Abstract. In this work is looking o� su�ciently classes of matrixes stability on Vagevsky, i.
e. stability matrixes P for that symmetrical matrix P + PT also stability. For this family of
matrixes is describes, that they material radius of stability is appears smaller own number of
matrix - (P + PT )\2 . This result is allows to de�ne material radius of stability ¾over stability¿
matrixes, i. e. they ia appears the matrixes stability on Vashevskiy.

Key Words: matrix, stability, material radius, spectral norma, in stationary system
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