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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñîãëàñîâàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé Ìîðñà-Áîòòà äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñî-
ãëàñîâàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ ïîòîêîâ. Ïðåäëàãàåìûé ðåçóëüòàò óñòðàíÿåò
íåòî÷íîñòü â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîãî ôàêòà Ê. Ìåéåðîì, çàìå÷åííóþ À.À. Îøåìêîâûì
è Â.Â. Øàðêî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå ïîòîêè íà ïîâåðõíîñòÿõ, ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà,
òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

1. Ââåäåíèå

Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [3], ãäå ñôîðìóëèðîâàí ðåçóëüòàò è ïðèâåäåíà
èñòîðèÿ âîïðîñà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óòî÷íÿþòñÿ ôîðìóëèðîâêè è ïðèâîäèòñÿ äåòàëüíîå
äîêàçàòåëüñòâî àíîíñèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà.

Íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà
ïîòîêà f t íà Mn , åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. φ(f t(x)) < φ(x) äëÿ ëþáîé áëóæäàþùåé òî÷êè x ∈Mn è ëþáîãî t > 0 .

2. φ(f t(x)) = φ(x) äëÿ ëþáîé íåáëóæäàþùåé òî÷êè x ∈Mn .

Èç ðàáîòû ×. Êîíëè [2] ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò äëÿ
ëþáîãî ãëàäêîãî ïîòîêà. Èç ðàáîòû Â. Âèëüñîíà è Äæ. Éîðêå [7] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûé ïîòîê îáëàäàåò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé, òî åñòü ãëàäêîé ôóíê-
öèåé Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì ìíî-
æåñòâîì ñèñòåìû3.

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà p ∈ Mn íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé C2 -ãëàäêîé ôóíêöèè
φ : Mn → R , åñëè ∂φ

∂xi
|p = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, ..., n â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, ..., xn

â îêðåñòíîñòè òî÷êè p . ×èñëî îòðèöàòåëüíûõ (íóëåâûõ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
Ãåññå â êðèòè÷åñêîé òî÷êå p áóäåì íàçûâàòü èíäåêñîì (ñòåïåíüþ âûðîæäåíèÿ) ýòîé òî÷êè
è îáîçíà÷àòü ip ( kp ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ :Mn → R è ÷åðåç
∆k ⊂ ∆ � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ , äëÿ êîòîðûõ ñòåïåíü íåâûðîæäåí-
íîñòè ðàâíà k . Ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè ∆ = ∆0 (òî
åñòü âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè íåâûðîæäåíû). Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-
Áîòòà, åñëè ìíîæåñòâî ∆ åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé

1 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñ-
øàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; elena _ gurevich@list.ru.

2 Ñòóäåíò ôàêóëüòåòà ýêîíîìèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñøàÿ øêîëà ýêî-
íîìèêè; eugene2402@mail.ru.

3 Â ðàáîòå [7] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãëàäêîé ïîòîêà f t ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà,
ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåïíî-ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì ýòîãî ïîòîêà. Äëÿ
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâîãî ïîòîêà öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2



16 Å. ß. Ãóðåâè÷, Å. Ä. Êóðåíêîâ

C1, ..., Cl ìíîãîîáðàçèÿ Mn è ãåññèàí â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå p ∈ Ci íåâûðîæäåí â
íàïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Ci , i ∈ {1, ..., l} .

Äëÿ ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå ëåììîé
Ìîðñà-Áîòòà (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü φ : Mn → R � ôóíêöèÿ Ìîðñà-Áîòòà, C �
åå êðèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d è p ∈ C � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Òîãäà
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Up ∈ Mn òî÷êè p è äèôôåîìîðôèçì g : Up → Rd × Rn−d

òàêèå, ÷òî:

1. g(p) = 0 ;

2. g(Up ∩ C) = {(x, y) ∈ Rd × Rn−d| y = 0} ;

3. φ(g−1(x, y)) = φ(C)− y21 − y22 − ...− y2ip + y2ip+1 + ...+ y2n−d ,

ïðè÷åì çíà÷åíèå φ(C) îäíî è òî æå äëÿ âñåõ òî÷åê p ∈ C .

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêèé ïîòîê f t íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-
Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé,
à óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ òðà-
åêòîðèé íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì ïîòîêîì.

Èç ðàáîòû [6] Ñ. Ñìåéëà (Th B) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïî-
òîêà f t íà Mn ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → [0, n] ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. Ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

2. φ(p) = dim W u
p äëÿ ëþáîãî cîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ∈ Ω(f t) .

K. Ìåéåð â ðàáîòå [4] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t íà Mn

ñóùåñòâóåò C∞ -ãëàäêàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ :Mn → [0, n] ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

1. Ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-Áîòòà.

2. Ìíîæåñòâî ∆0 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïîòîêà f t , ìíî-
æåñòâî ∆1 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

3. φ(p) = dim W u
p äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ∈ Ω(f t) .

4. φ(x) = 0(2) äëÿ ëþáîé òî÷êè x , ïðèíàäëåæàùåé óñòîé÷èâîìó (íåóñòîé÷èâîìó)
ïðåäåëüíîìó öèêëó.

Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ, ïîñòðîåííóþ Ìåéåðîì, ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé Ìîðñà-
Áîòòà ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà.

Ïóñòü γ � ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f t ïåðèîäà τγ , x0 ∈ γ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà,
x1 = f t1(x0), x2 = f t2(x0) , 0 < t1 < t2 < τγ . Òî÷êè x0, x1, x2 çàäàþò îðèåíòàöèþ ïðå-
äåëüíîãî öèêëà γ , êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé ïîòîêîì f t .
Ïóñòü γ′ � ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f ′t , íà êîòîðîì îïðåäåëåíà îðèåíòàöèÿ, èíäóöè-
ðîâàííàÿ ïîòîêîì f ′t . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì h : γ → γ′ ÿâëÿåòñÿ ñîõðà-
íÿþùèì îðèåíòàöèþ, åñëè îðèåíòàöèÿ íà ïðåäåëüíîì öèêëå γ′ , îïðåäåëåííàÿ òî÷êàìè
h(x0), h(x1), h(x2) , ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé ïîòîêîì f ′t .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïóñòü f t , f ′t � ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, φ , φ′ �
ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà ïîòîêîâ f t è f ′t ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè
φ , φ′ íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû
H : Mn →Mn è χ : R → R òàêèå, ÷òî:

1. ãîìåîìîðôèçì χ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ;

2. f ′H = χ f ;

3. äëÿ ëþáîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà γ ∈ ∆1 îãðàíè÷åíèå H|γ ãîìåîìîðôèçìà H íà γ
ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâà ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t è f ′t , çàäàííûå
íà îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M2 , áûëè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà φ è φ′ áûëè ñîãëàñî-
âàííî ýêâèâàëåíòíûìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ
â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿) ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàí-
ñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 13-01-12452 îôè-ì2, 15-01-03687 À). Àâòîðû áëàãîäàðÿò
Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

2. Îêðåñòíîñòü çàìêíóòîé òðàåêòîðèè

Ïóñòü f t � ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèè M2 è γ � åãî óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà φ è óòâåðæäåíèÿ 1.1.
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü Nγ(ε) ïðåäåëüíîãî öèêëà γ , èìåþùàÿ
ñòðóêòóðó ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì îòðåçîê (äèô-
ôåîìîðôíàÿ ëèáî êîëüöó S1 × [−ε, ε] , ëèáî ëèñòó Ìåáèóñà) è îñíàùåííàÿ ïàðîé ãëàäêèõ
òðàíñâåðñàëüíûõ ñëîåíèé {Sr}r∈[0,ε] , {Rs}s∈γ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Sr ⊂ φ−1(r) äëÿ ëþáîãî r ∈ [0, ε] ; S0 = γ . Åñëè r > 0 , è Nγ îðèåíòèðóåìà, òî Sr
� ïàðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Åñëè r > 0 è Nγ(ε) íå îðèåíòèðóåìà, òî
Sr � îäíà îêðóæíîñòü.

2. Rs ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïàðû òðàåêòîðèé ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà −gradφ ôóíêöèè
φ , è òî÷êè s ∈ γ , ïðèíàäëåæàùåé çàìûêàíèþ ýòèõ òðàåêòîðèé.

3. äëÿ ëþáîé ïàðû s, r (r ̸= 0) ïåðåñå÷åíèå Sr ∩ Rs òðàíñâåðñàëüíî è ñîñòîèò â òî÷-
íîñòè èç äâóõ òî÷åê, ïðè÷åì â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
Sr ïåðåñåêàåòñÿ ñ Rs ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

Ë å ì ì à 2.1. Ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî s ∈ γ ñëîé Rs ÿâëÿåòñÿ
äóãîé áåç êîíòàêòà äëÿ ïîòîêà f t|

Nγ (ε)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Nγ(ε̃) � îêðåñòíîñòü, îïðåäåëåííàÿ âûøå. Èç òåîðåìû
î òðóáêå òîêà (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 1.1 â êíèãå [5]) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè s ∈ γ
ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Us ⊂ Nγ(ε̃) , ÷òî äóãà Rs ∩Us ÿâëÿåòñÿ äóãîé áåç êîíòàêòà
äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà f t íà Us . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè äóãè γ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
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÷èñëî òî÷åê s1, ..., sk ⊂ γ òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâî {Usi ∩ γ}i∈{1,...,k} îáðàçóåò ïîêðûòèå äóãè

γ . Òîãäà ñóùåñòâóåò ε òàêîå, ÷òî îêðåñòíîñòü Nγ(ε) ⊂
n∪
i=1

Usi .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Äàëåå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îêðåñòíîñòü Nγ(ε) ïðåäåëüíîãî öèêëà óäîâëå-

òâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ ëåììû 2.1. è áóäåì îïóñêàòü ε â îáîçíà÷åíèè ýòîé îêðåñòíîñòè:
Nγ = Nγ(ε) .

Ïîëîæèì Ñγ = {(x, y) ∈ R2| |y| 6 ε} , Π = {(x, y)| 0 6 x < 1, |y| 6 ε} .
Ïóñòü Nγ îðèåíòèðóåìà. Òîãäà îíà ãîìåîìîðôíà êîëüöó S1 × [−ε, ε] è ñóùåñòâóåò

íàêðûòèå p+ : Ñγ → Nγ , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. îãðàíè÷åíèå p+|Π : Π → Nγ îòîáðàæåíèÿ p+ íà ìíîæåñòâî Π ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì;

2. p+(x+ k, y) = p+(x, y) äëÿ ëþáûõ (x, y) ∈ R2 è k ∈ Z ;

3. äëÿ ëþáîãî îòðåçêà Ix ⊂ Π , ïàðàëëåëüíîãî îñè Oy è ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó
x ∈ OX âûïîëíÿåòñÿ p+(Ix) = Rp+(x,0) ;

4. äëÿ ëþáîé ïðÿìîé Ly ⊂ Π , ïàðàëëåëüíîé îñè Ox è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó y ∈ Oy ,
âûïîëíÿåòñÿ p+(Ly ∪ L−y) = Sy .

Ïóñòü Nγ íåîðèåíòèðóåìà. Òîãäà îíà äèôôåîìîðôíà ëèñòó Ìåáèóñà è ñóùåñòâóåò
íàêðûòèå p− : Ñγ → Nγ , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. îãðàíè÷åíèå p−|Π : Π → γ îòîáðàæåíèÿ p− íà ìíîæåñòâî Π ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì;

2. p−(x+ k, y) = p−(x, (−1)ky) äëÿ ëþáûõ (x, y) ∈ R2 è k ∈ Z ;

3. äëÿ ëþáîãî îòðåçêà Ix ⊂ Π , ïàðàëëåëüíîãî îñè Oy è ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó
x ∈ OX âûïîëíÿåòñÿ p−(Ix) = Rp−(x,0) ;

4. äëÿ ëþáîé ïðÿìîé Ly ⊂ Π , ïàðàëëåëüíîé îñè Ox è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó y ∈ Oy
âûïîëíÿåòñÿ p−(Ly ∪ L−y) = Sy .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̃ tδ ïîòîê â Ñγ , íàêðûâàþùèé ïîòîê f t|
Nγ
, δ ∈ {+,−} .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè îáõîäå çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ â íàïðàâ-
ëåíèè âîçðàñòàíèÿ âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå x â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå
Ñγ ðàñòåò. Òîãäà êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f̃ tδ , ëåæàùàÿ âûøå îñè Ox , ÿâëÿåòñÿ ãðà-
ôèêîì óáûâàþùåé ôóíêöèè, à êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f̃ tδ ëåæàùàÿ íèæå îñè Ox ,
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè.

Ë å ì ì à 2.2. Ïóñòü Nγ � îêðåñòíîñòü çàìêíóòîé òðàåêòîðèè, îïðåäåëåííàÿ â
ëåììå 2.1.. È ïóñòü η, θ ∈ ∂Nγ � äâå ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ãðàíèöå ýòîé
îêðåñòíîñòè, ïðè÷åì â ñëó÷àå îðèåíòèðóåìîé Nγ òî÷êè η è θ ïðèíàäëåæàò ðàçíûì
êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ∂Nγ . Òîãäà ñóùåñòâóåò äóãà áåç êîíòàêòà c ∈ Nγ ,
ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè η è θ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóåìûé ñëó÷àé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
η̃, θ̃ òàêèå òî÷êè â Π , ÷òî pδ(η̃) = η , pδ(θ̃) = θ . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
η̃ = (xη, ε) , θ̃ = (xθ,−ε) è η̃ ëåæèò ëåâåå θ̃ (ñì. ðèñ. 1, à)). Ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà
òî÷êà η̃ ëåæèò ïðàâåå òî÷êè θ̃ , áóäóò àíàëîãè÷íûìè.
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Ðèñ. 1: à) ïîñòðîåíèå äóãè áåç êîíòàêòà â ëåììå 2.2.; á) ïîñòðîåíèå ñëîåíèÿ â ëåììå 2.3.

Ïîñòðîèì äóãó n ⊂ Π′ , ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè η̃ è θ̃ , è ÿâëÿþùóþñÿ äóãîé áåç êîíòàêòà
äëÿ ïîòîêà f̃ tδ . Òîãäà äóãà pδ(n) áóäåò èñêîìîé äóãîé c . Äóãó n ïîëó÷èì êàê îáúåäèíåíèå
äâóõ îòåçêîâ ïðÿìûõ n1, n2 . Îòðåçîê n1 ñîåäèíÿåò òî÷êè η̃ è (xη, 0) , îòðåçîê n2 ñîåäè-
íÿåò òî÷êè (xη, 0) è θ̃ . Îòðåçîê n1 ÿâëÿåòñÿ äóãîé áåç êîíòàêòà äëÿ ïîòîêà f̃ tδ â ñèëó
òîãî, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò ïðîîáðàçó íåêîòîðîãî ñëîÿ Rs ñëîåíèÿ {Rs} , îïðåäåëåííîãî
â ëåììå 2.1.. Îòðåçîê n2 áóäåò ÿâëÿòüñÿ äóãîé áåç êîíòàêòà â ñèëó òîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ãðàôèêîì ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé, â òî âðåìÿ êàê âñå òðàåêòîðèè ïîòîêà f̃ tδ ,
ëåæàùèå íèæå îñè Ox , ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé.

Â ñëó÷àå íåîðèåíòèðóåìîé îêðåñòíîñòè Nγ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âñåãäà ìîæíî
âûáðàòü òàêóþ îáëàñòü Π′ = {(x, y) | k 6 x < k+1, |y| 6 ε} , 0 6 k < 1 , ÷òî òî÷êè η̃, θ̃ ∈ Π′

òàêèå, ÷òî pδ(η̃) = η , pδ(θ̃) = θ , ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïðÿìûì y = ±ε . Äàëüíåéøèå
ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïðåäñòàâèì îðèåíòèðóåìóþ îêðåñòíîñòü Nγ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ çàìêíóòûõ êî-
ëåö N1 è N2 , êàæäîå èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíî çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé γ è îäíîé èç êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ∂Nγ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç D1 ⊂ N1 , D2 ⊂ N2 êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè ãðàíèöû ∂Nγ . Çàôèêñèðóåì íà îêðóæíîñòÿõ D1 , D2 îðèåíòàöèþ, ñîãëàñîâàííóþ ñ
îðèåíòàöèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà, èíäóöèðîâàííîé ïîòîêîì f t . À èìåííî, åñëè ïðè îáõîäå
ïðåäåëüíîãî öèêëà γ â íàïðàâëåíèè, çàäàâàåìîé åãî îðèåíòàöèåé, îêðåñòíîñòü Ni îñòàåò-
ñÿ ñïðàâà (ñëåâà), òî ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè Di â íàïðàâëåíèè, çàäàííîì å¼ îðèåíòàöèåé,
îêðåñòíîñòü Ni îñòàåòñÿ ñëåâà (ñïðàâà).

Ë å ì ì à 2.3. Ïóñòü Nγ � îðèåíòèðóåìàÿ îêðåñòíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ çà-
êëþ÷åíèþ ëåììû 2.1.. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìà
Γ: D1 → D2 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñëîåíèå {Ts}s∈γ òàêîå, ÷òî

1. êàæäûé ñëîé Ts ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü Di â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ïðè÷åì Ts ∩
D2 = Γ(Ts ∩D1) ;

2. äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2} è êàæäîãî c ∈ [0, ε] ïåðåñå÷åíèå Ts ∩ Ni ∩ φ−1(c) ñîñòîèò
ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.
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Ðèñ. 2: Ïîñòðîåíèå ñëîåíèÿ â ëåììå 2.4.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì òî÷êó (0, ε) çà a . Íà ïîëóèíòåðâàëå
[(0,−ε); (1,−ε)) íåîáõîäèìî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà b ñ êîîðäèíàòàìè (xb,−ε) òà-
êàÿ, ÷òî p+(a) = Γ(p+(b)) . Ïóñòü òî÷êà a′ èìååò êîîðäèíàòû (1, ε) , à òî÷êà b′ � êîîðäèíà-
òû (xb+1,−ε) . Îáîçíà÷èì çà T ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè a, a′, b′, b Â íàêðûâàþùåì
ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèå Γ èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì Γ̃ : [a, a′] → [b, b′] .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n îòðåçîê, ïðèíàäëåæàùèé òðàïåöèè T , ñîåäèíÿþùèé òî÷êè d ∈
[a, a′] è Γ̃(d) ∈ [b, b′] , ïîëîæèì s̃ = n∩Ox , s = p−(s̃) , Ts = p−(n) . Äóãà Ts óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ 1) ïî ïîñòðîåíèþ. Óñëîâèå 2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íàêðûòèÿ p+ è òîãî ôàêòà,
÷òî îòðåçîê n ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé ïðÿìîé Ly , ïàðàëëåëüíîé îñè Ox , ðîâíî â îäíîé
òî÷êå. Íèêàêèå äâå äóãè Ts, Ts′ , îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì, íå ïåðåñåêàþòñÿ â ñèëó
òîãî, ÷òî Γ̃ ïåðåâîäèò îòðåçîê [a, a′] â îòðåçîê [b, b′] ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 2.4. Ïóñòü Nγ � íåîðèåíòèðóåìàÿ îêðåñòíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ çà-
êëþ÷åíèþ ëåììû 2.1.. Ïóñòü ãîìåîìîðôèçì Γ: ∂Nγ → ∂Nγ íå èìååò íåïîäâèæíûõ
òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëîåíèå {Ts}s∈γ òàêîå, ÷òî:

1. êàæäûé ñëîé Ts ïåðåñåêàåò ∂Nγ ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ ηs è θs = Γ(ηs) ;

2. äëÿ êàæäîãî c ∈ (0, ε] è êàæäîãî s ∈ γ ïåðåñå÷åíèå Ts ∩ φ−1(c) ñîñòîèò ðîâíî èç
äâóõ òî÷åê, à ïåðåñå÷åíèå Ts ∩ φ−1(0) � ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì çà l+1 ⊂ Ñγ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (0, ε)
è (1, ε) , à çà l−1 � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (0,−ε) è (1,−ε) (ñì. ðèñ. 2.). Ïîêàæåì,
÷òî íà îòðåçêå l+1 èìååòñÿ òàêàÿ òî÷êà a , ÷òî íà îòðåçêå l−1 èìååòñÿ òî÷êà b , óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ p−(b) = Γ(p−(a)) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ òî÷åê íåò. Òîãäà äóãà
p−(0, ε)p−(a)p−(1, ε) îêðóæíîñòè ∂Nγ ãîìåîìîðôèçìîì Γ îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ. Ïî òåîðå-
ìå Áðàóýðà îòîáðàæåíèå Γ áóäåò èìåòü íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
ëåììû.

Ïóñòü òî÷êà a èìååò êîîðäèíàòû (xa, ε) , à òî÷êà b � (xb,−ε) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç a′

òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (xa + 1,−ε) , à ÷åðåç b′ � òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (xb + 1, ε) è
÷åðåç T òðàïåöèþ ñ âåðøèíàìè a, b′, a′, b . Îòìåòèì, ÷òî p−(a) = p−(a

′) , p−(b) = p−(b
′) è

p−|T\a′b′ : T \ a′b′ → Nγ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì.
Ïîêàæåì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì Γ ñþðüåêòèâíî ïåðåâîäèò äóãó p−(a)p−(0, ε)p−(b) â äó-

ãó p−(a)p−(1, ε)p−(b) . Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ãîìåîìîðôèçì Γ íå èìååò íåïîäâèæíûõ
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òî÷åê, òî îí íåîáõîäèìî ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòè ∂Nγ , òàê êàê ëþáîé ìåíÿ-
þùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì îêðóæíîñòè èìååò ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî äóãå p−(a)p−(0, ε)p−(b) ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îò p−(a) ê
p−(b) åå îáðàç ïðè ãîìåîìîðôèçìå g îïèøåò äóãó p−(a)p−(1, ε)p−(b) â íàïðàâëåíèè îò
p−(b) ê p−(a) . Òàêèì îáðàçîì, â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèå Γ èíäóöèðóåò
ãîìåîìîðôèçì Γ̃ : ab′ → ba′ îòðåçêà [a, b]′ íà îòðåçîê [b, a′] .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n îòðåçîê, ïðèíàäëåæàùèé òðàïåöèè T , è ñîåäèíÿþùèé òî÷êè d ∈
[a, b′] è Γ̃(d) ∈ [b, a′] , ïîëîæèì s̃ = n∩Ox , s = p−(s̃) , Ts = p−(n) . Äóãà Ts óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ 1) ïî ïîñòðîåíèþ. Óñëîâèå 2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íàêðûòèÿ p− è òîãî ôàêòà,
÷òî îòðåçîê n ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé ïðÿìîé Ly , ïàðàëëåëüíîé îñè Ox , ðîâíî â îäíîé
òî÷êå. Íèêàêèå äâå äóãè Ts, Ts′ , îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì, íå ïåðåñåêàþòñÿ â ñèëó
òîãî, ÷òî Γ̃ ïåðåâîäèò îòðåçîê [a, b′] â îòðåçîê [b, a′] ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1..

Íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü ïîòîêè f t è f ′t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

h : M → M , ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t ñ ñîõðàíåíè-
åì îðèåíòàöèè íà òðàåêòîðèÿõ. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçìû H : M → M è χ : R → R ,
ñîïðÿãàþùèå ýíåðãåòè÷åñêèå ξ - ôóíêöèè φ è φ′ äàííûõ ïîòîêîâ.

Òàê êàê ó ôóíêöèé φ è φ′ çíà÷åíèÿ â ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå x ñîâïàäàþò ñ ðàç-
ìåðíîñòüþ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ dim W u

x , òî ãîìåîìîðôèçì χ ìîæíî ïîëîæèòü
ðàâíûì òîæäåñòâåííîìó.

Ïîëîæèì M1 =M2\∆1 , è M ′
1 =M2\∆′

1 è îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûé ãîìåîìîðôèçì
g1 : M1 → M ′

1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x ∈ M1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, lx � òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x , x′ =
h(x) è l′x′ = h(lx) . Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y ∈ lx ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó y′ ∈ l′x′
òàêóþ, ÷òî φ(y) = φ′(y′) è ïîëîæèì g1(y) = y′ . Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ïðîäîëæèì ïî
íåïðåðûâíîñòè íà ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t .

Ïóñòü N0 (N2 ) � ñîâîêóïíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé óñòîé÷èâûõ
(íåóñòîé÷èâûõ) çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ïîòîêà f t , óäîâëåòâîðÿþùèõ çàêëþ÷åíèþ ëåì-
ìû 2.1.. Òàê êàê ãîìåîìîðôèçì g1 ïåðåâîäèò ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè φ â ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè φ′ , òî íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂Nγ ëþáîé îêðåñò-
íîñòè Nγ ⊂ N0 ∪ N2 ïåðåâîäèòñÿ îòîáðàæåíèåì g1 â ãðàíèöó ∂N ′

γ′ îêðåñòíîñòè N ′
γ′

çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ′ ïîòîêà f ′t , òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåé çàêëþ÷åíèþ ëåììû 2.1..
Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g0 íà ìíîæåñòâå N0 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü γ � óñòîé÷è-
âûé ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f t , à Nγ ⊂ N0 � åãî îêðåñòíîñòü. Íà ãðàíèöå ∂Nγ ïîëîæèì
g0|∂Nγ = g1 . Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g0 íà âíóòðåííîñòè îêðåñòíîñòè Nγ . Âîçìîæíû 2
ñëó÷àÿ.

1) Nγ è N ′
γ′ îðèåíòèðóåìû. Ñëîåíèå {Rs}s∈γ , îïðåäåëåííîå â ëåììå 2.1., óñòàíàâ-

ëèâàåò ãîìåîìîðôèçì Γ: D1 → D2 ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ∂Nγ . Òîãäà
ãîìåîìîðôèçì g1 ◦ Γ ◦ g−1

1 |D′
1
: D′

1 → D′
2 óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïîíåí-

òàìè ñâÿçíîñòè ãðàíèöû îêðåñòíîñòè N ′
γ′ çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ′ . Â ñèëó ëåììû 2.3.

ñóùåñòâóåò ñëîåíèå {T ′
s}s∈γ′ , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ D1 íàéäåòñÿ ñëîé T ′

s′ , ñî-
åäèíÿþùèé ïàðó òî÷åê x′ = g1(x) è y′ = g1(Γ(x)) . Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî
îòîáðàæåíèå g1|∂Nγ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå g∗ ìåæäó ñëîåíè-
ÿìè {Rs} è {T ′

s} è ãîìåîìîðôèçì èç γ â γ′ . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè s ∈ γ ïîëîæèì
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g0(s) = g∗(Rs)∩ γ′ . Òåïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g0 âíóòðè îêðåñòíîñòåé N1, N2 . Êàæ-
äîé òî÷êå p ∈ Rs ∩ int Ni ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó q ∈ T ′

g0(s)
∩ int Ni òàêóþ, ÷òî

φ(p) = φ′(q) è ïîëîæèì g0(p) = q .
2) Nγ è N ′

γ′ íåîðèåíòèðóåìû. Ñëîåíèå {Rs}s∈γ , îïðåäåëåííîå â ëåììå 2.1., çàäàåò ãî-
ìåîìîðôèçì Γ: ∂Nγ → Nγ òàêîé, ÷òî Γ◦Γ = id , è, êðîìå òîãî, Γ íå èìååò íåïîäâèæíûõ
òî÷åê. Òîãäà ãîìåîìîðôèçì g1 ◦Γ◦g−1

1 |∂N ′
γ′
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.4.. Äåéñòâè-

òåëüíî, (g1◦Γ◦g−1
1 )◦(g1◦Γ◦g−1

1 ) = id , è g1◦Γ◦g−1
1 íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òàê êàê â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåïîäâèæíûå òî÷êè èìåëèñü áû ó îòîáðàæåíèÿ Γ . Ïî ëåììå 2.4. ñóùå-
ñòâóåò ñëîåíèå {T ′

s}s∈γ′ îêðåñòíîñòè N ′
γ′ , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ ∂Nγ íàéäåòñÿ

ñëîé T ′
s′ , ñîåäèíÿþùèé ïàðó òî÷åê x′ = g1(x) è y′ = g1(Γ(x)) . Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü îçíà-

÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå g1|∂Nγ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå g∗ ìåæäó
ñëîÿìè Rs è T ′

s . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè s ∈ γ ïîëîæèì g0(s) = g∗(Rs) ∩ γ′ . Òî÷êà
s ∈ γ ( s′ = g0(s) ) äåëèò ñëîé Rs (T ′

s′) íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Rs,1, Rs,2 (T ′
s,1, T

′
s,2 ).

Ïóñòü íóìåðàöèÿ âûáðàíà òàê, ÷òî T ′
s,i ∩ ∂N ′

γ′ = g1(Rs,i ∩ ∂Nγ) , i ∈ {1, 2} . Êàæäîé òî÷êå
p ∈ Rs,i ïîñòàâèì â ñîîòâåñòâèå òî÷êó q ∈ T ′

g0(s),i
òàêóþ, ÷òî φ(p) = φ′(q) , i ∈ {1, 2} , è

ïîëîæèì g0(p) = q .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g2 íà ñîâîêóïíîñòè N2 îêðåñòíîñòåé

íåóñòîé÷èâûõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé. Èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì H îïðåäåëèì ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé

H(x) =

{
g1(x), åñëè x ∈M2 \ (N0 ∪ N2);
gi(x), åñëè x ∈ Ni, i ∈ {0, 2}.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé ãîìåîìîðôèçì g0 : Nγ → N ′
γ′ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ ïðå-

äåëüíûõ öèêëîâ γ, γ′ , èíäóöèðîâàííóþ ïîòîêàìè f t, f ′t ñîîòâåòñòâåííî. Ñëîåíèå {Rs}s∈γ
({T ′

s}s∈γ′) ïîçâîëÿåò çàäàòü îðèåíòàöèþ ãðàíèöû ∂Nγ (∂N ′
γ′) , èíäóöèðîâàííóþ îðèåíòà-

öèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà γ (γ′) êàê â îðèåíòèðóåìîì, òàê è â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå. Åñ-
ëè ïðè îáõîäå γ (γ′) â íàïðàâëåíèè òðàåêòîðèè ïîòîêà ìû ïåðåñåêàåì òî÷êè s1, s2, s3 ∈ γ
(s′1, s

′
2, s

′
3 ∈ γ′) â ïîðÿäêå s1, s2, s3 (s′1, s

′
2, s

′
3) , òî íà ãðàíèöå ââåäåì òàêóþ îðèåíòàöèþ,

ïðè êîòîðîé ñëîè Rs1 , Rs2 , Rs3 (T ′
s′1
, T ′

s′2
, T ′

s′3
) ïåðåñåêàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîðÿäêå

ïðè äâèæåíèè âäîëü ãðàíèöû ∂Nγ (∂N ′
γ′) . Îòìåòèì, ÷òî â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå äàí-

íûé ïîäõîä ýêâèâàëåíòåí îïðåäåëåíèþ, äàííîìó ðàíåå (ñòð. 19).
Îòîáðàæåíèå h ïåðåâîäèò îêðåñòíîñòü Nγ ïðåäåëüíîãî öèêëà γ â îêðåñòíîñòü ïðå-

äåëüíîãî öèêëà γ′ ñ ãðàíèöåé h(∂Nγ)) òàêèì îáðàçîì, ÷òî γ ïåðåõîäèò â γ′ ñ ñî-
õðàíåíèåì îðèåíòàöèè. Íà ãðàíèöå ∂Nγ ðàññìîòðèì îðèåíòàöèþ, èíäóöèðîâàííóþ îðè-
åíòàöèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà γ . Îòîáðàæåíèå h|∂Nγ èíäóöèðóåò îðèåíòàöèþ ãðàíèöû
h(∂Nγ) , ñîãëàñîâàííóþ ñ îðèåíòàöèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà γ′ . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
H̃ : h(∂Nγ) → ∂N ′

γ′ , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè l ïîòîêà f ′t c êðèâîé

h(∂Nγ) â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè l ñ êðèâîé ∂N ′
γ′ . Îòîáðàæåíèå H̃ èíäóöèðóåò

îðèåíòàöèþ ãðàíèöû ∂N ′
γ′ , ñîãëàñîâàííóþ ñ îðèåíòàöèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà γ′ . Çàìåòèì,

÷òî H|∂Nγ = H̃ ◦ h∂Nγ . Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå H∂Nγ èíäóöèðóåò îðèåíòàöèþ ãðà-
íèöû ∂N ′

γ′ , ñîãëàñîâàííóþ ñ îðèåíòàöèåé γ′ . Òàêèì îáðàçîì, H ïåðåâîäèò çàìêíóòóþ
òðàåêòîðèþ γ â çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ γ′ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.

Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû H : M2 → M2 è χ : R → R èç îïðåäåëåíèÿ ñîãëà-

ñîâàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ ξ -ôóíêöèé. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì h : M2 →
M2 , ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòà-
öèè íà òðàåêòîðèÿõ.

Ïîëîæèì M1 = M2 \ ∆1 , è M ′
1 = M2 \ ∆′

1 è îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûé ãîìåîìîð-
ôèçì g1 : M1 → M ′

1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì g1|φ−1(1) ≡ H . Ïóñòü x ∈ φ−1(1)�

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2



Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà- . . . 23

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, lx � òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f t , ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x , x′ = H(x) è l′x′ � òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f ′t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó x′ . Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y ∈ lx òî÷êó y′ ∈ l′x′ òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå φ(y) = φ′(y′) è ïîëîæèì g1(x) = y . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g1
íà ñåïàðàòðèñàõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåäëîâîãî ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ σ ∈ φ−1(1) � ïîëîæèì σ′ = H(σ) = g1(σ) . Ïóñòü Uσ � îêðåñòíîñòü òî÷êè σ ,
íå ñîäåðæàùàÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé ïîòîêà f t , îòëè÷íûõ îò σ .
Âûáåðåì òàêîå ε > 0 , ÷òî ïåðåñå÷åíèå Uσ ∩ φ−1(1 + ε) íå ïóñòî è ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç
äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Òîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåò ñâÿçíîñòè ïåðåñåêàåòñÿ ðîâíî
ñ îäíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé ñåäëà σ , ïðè÷åì â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëèì îêðåñòíîñòü U ′

σ′ òî÷êè σ′ è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íåå ëèíèþ óðîâíÿ φ′−1(1 + ε) .
Òàê êàê êàæäàÿ èç òî÷åê Uσ ∩φ−1(1+ ε) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé ëèøü äëÿ îäíîé êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè ëèíèè óðîâíÿ, òî îòîáðàæåíèå g1 åäèíñòâåííûì îáðàçîì äîîïðåäåëÿåòñÿ
â ýòîé òî÷êå äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùåãî, êðîìå òîãî, âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê
ïîòîêà f t è ìíîæåñòâîì âñåõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê ïîòîêà f ′t . Ýòî
ïîçâîëÿåò äîîïðåäåëèòü ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâî âñåõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïà-
ðàòðèñ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå g0 íà ìíîæåñòâå âñåõ óñòîé÷èâûõ
ñåïàðàòðèñ è ïðîäîëæèì ïî íåïðåðûâíîñòè ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâî âñåõ
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t .

Ïóñòü N0 (N2 ) � ñîâîêóïíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé óñòîé÷èâûõ
(íåóñòîé÷èâûõ) çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ïîòîêà f t , óäîâëåòâîðÿþùèõ çàêëþ÷åíèþ ëåì-
ìû 2.1.. Òàê êàê ãîìåîìîðôèçì g1 ïåðåâîäèò ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè φ â ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè φ′ , òî íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂Nγ ëþáîé îêðåñò-
íîñòè Nγ ⊂ N0 ∪ N2 ïåðåâîäèòñÿ îòîáðàæåíèåì g1 â ãðàíèöó ∂N ′

γ′ îêðåñòíîñòè N ′
γ′

çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ′ ïîòîêà f ′t , óäîâëåòâîðÿþùåé çàêëþ÷åíèþ ëåììû 2.1..
Òåïåðü äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà h äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ãîìåîìîð-

ôèçìû g0 : N0 → N′
0 , g2 : N2 → N′

2 , ñîâïàäàþùèå íà ãðàíèöàõ ∂N0, ∂N2 ñ ãîìåîìîðôèç-
ìîì g1 . Òîãäà h áóäåò îïðåäåëÿòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

h(x) =

{
g1(x), åñëè x ∈M2 \ (N0 ∪ N2);
gi(x), åñëè x ∈ Ni, i ∈ {0, 2}.

Îïèøåì ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà g0 (ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà g2 àíàëîãè÷íî).
Ïóñòü γ � óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f t , à Nγ ⊂ N0 � åãî îêðåñòíîñòü.

Ïîëîæèì g0|∂Nγ ≡ g1 . Âûáåðåì â îêðåñòíîñòè Nγ ïðîèçâîëüíûé ñëîé Rs , îïðåäåëåííûé
â ëåììå 2.1., ÿâëÿþùèéñÿ äëÿ ïîòîêà f t äóãîé áåç êîíòàêòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç η ∈ ∂Nγ

è θ ∈ ∂Nγ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Rs ∩ ∂Nγ . Åñëè Nγ îðèåíòèðóåìà, òî áóäåì ÷èòàòü, ÷òî
η ∈ D1 , θ ∈ D2 , è îáîçíà÷èì ÷åðåç D′

1, D
′
2 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè êðàÿ ∂N ′

γ′ òàêèå,
÷òî g1(η) ∈ D′

1, g1(θ) ∈ D′
2 . Â ñèëó ëåììû 2.2. ñóùåñòâóåò äóãà áåç êîíòàêòà C ′ äëÿ

ïîòîêà f ′t , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè g1(θ) è g1(η) . Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àè îðèåíòèðóåìîé
è íåîðèåíòèðóåìîé îêðåñòíîñòè Nγ ïî îòäåëüíîñòè.

1) Nγ , N ′
γ′ îðèåíòèðóåìû. Îïèøåì ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà g0 â êîëüöå N1 (ïî-

ñòðîåíèÿ â êîëüöå N2 àíàëîãè÷íû).
Ïîëîæèì c = Rs ∩ N1 , x0 = η , x∞ = c ∩ γ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç lx0 òðàåêòîðèþ ïîòîêà

f t , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x0 è ÷åðåç x0, x1, x2 . . . òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ lx0∩c , ïðîíóìåðî-
âàííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ â ýòèõ òî÷êàõ. Ïîëîæèì c′ = C ′ ∩N ′

1 ,
x′0 = g1(x0) , x′∞ = c′ ∩ γ′ , îáîçíà÷èì ÷åðåç l′x′0

òðàåêòîðèþ ïîòîêà f ′t , ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó x′0 , è ÷åðåç x′1, x

′
2 . . . òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ l′x′0

∩ c′ , ïðîíóìåðîâàííûå â ïîðÿä-
êå óáûâàíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ′ â ýòèõ òî÷êàõ. Íàêîíåö, ïîëîæèì g0(xi) = x′i , ãäå
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i ∈ Z+ = N ∪ {0} , è g0(x∞) = x′∞ .
Çàäàäèì òåïåðü ãîìåìîìîðôèçì g0 íà ó÷àñòêå c1 äóãè c , îãðàíè÷åííîì òî÷êàìè x0

è x1 . Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ c1 ïåðå-
ñåêàåò ãðàíèöó ∂Nγ ðîâíî â îäíîé òî÷êå z . Ïîëîæèì z′ = g0(z) = g1(z) . ×åðåç òî÷êó z′

ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f ′t , ïåðåñåêàþùàÿ ó÷àñòîê c′1 äóãè c′ , îãðàíè÷åííûé òî÷-
êàìè x′0 è x′1 , ðîâíî â îäíîé òî÷êå y

′ . Ïîëîæèì g0(y) = y′ .
Îòîáðàæåíèå g0|c1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êàõ x0 è x1 . Äåéñòâèòåëüíî, ãîìåî-

ìîðôèçì g1 (à ñëåäîâàòåëüíî, è ãîìåìîðôèçì g0 ) ïåðåâîäèò D1 â D′
1 ñ ñîõðàíåíèåì

îðèåíòàöèè, ñîãëàñîâàííîé ñ îðèåíòàöèÿìè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ γ, γ′ , èíäóöèðîâàííûõ
ïîòîêàìè f t, f ′t ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó g0|int c1 ïåðåâîäèò òî÷êó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì
â íåé ôóíêöèè φ â òî÷êó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì â íåé ôóíêöèè φ′ .

Îïðåäåëèì òåïåðü ãîìåîìîðôèçì g0 íà âñåé äóãå c . Äëÿ ýòîãî ââåäåì íà äóãàõ c
è c′ îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ τ : c → c è τ ′ : c′ → c′ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ c ïîëîæèì τ(x) = fλx (x) ∈ c , ãäå λ > 0 � òàêîå ÷èñëî, ÷òî äëÿ
ëþáîãî λ̃ , óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó 0 < λ̃ < λ , âåðíî, ÷òî f λ̃(x) /∈ c . Îòîáðàæåíèå
τ ′ îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà y ∈ c ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå y =
τ ky (y1) , ãäå y1 ∈ c1 \ x1 . Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà äóãè c′ . Òîãäà ïîñòàâèì
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y ∈ c â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó y′ ∈ c′ òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
y′ = g0(y) = g0(τ

k
y (y1)) = τ ′ky(h(y1)) , ãäå y1 ∈ c1 \ x1 .

Òåïåðü îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g0 âíóòðè N1 . Â N1 ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, îòëè÷íàÿ
îò çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ , ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãîé c íà ñ÷åòíîå ÷èñ-
ëî ó÷àñòêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà òî÷åê x ∈ c è τ(x) ∈ c îãðàíè÷èâà-
þò ó÷àñòîê íåêîòîðîé òðàåêòîðèè lx ïîòîêà f t . Îáîçíà÷èì ýòîò ó÷àñòîê òðàåêòîðèè çà
lx(x, τ(x)) (ñì. ðèñ. 3). Òî÷íî òàêæå ïàðà òî÷åê x′ = (h(x)) ∈ c′ è τ(x′) = h(τ(x)) ∈ c′

îãðàíè÷èâàþò ó÷àñòîê l′x′(x
′, τ(x′)) òðàåêòîðèè l′x′ ïîòîêà f ′t . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tx (T ′

x′ )
âðåìÿ äâèæåíèÿ îò òî÷êè x äî τ(x) (îò òî÷êè x′ äî òî÷êè τ ′(x′) ) ïî òðàåêòîðèè lx
( l′x′) è ÷åðåç tx,y ( t′x′,y′ ) � âðåìÿ äâèæåíèÿ îò òî÷êè x, (x′) äî òî÷êè y ∈ lx(x, τ(x))
( y′ ∈ l′x′(x

′, τ ′(x′)) ). Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y ∈ lx(x, τ(x)) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷-
êó y′ ∈ l′x′(x

′, τ(x′)) òàêóþ, ÷òî tx,y/Tx = t′x′,y′/T
′
x′ è ïîëîæèì g0(y) = y′ . Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g0 íà ïðåäåëüíîì öèêëå γ . Òàê êàê ôóíêöèè Tx, tx,y ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè, òî ïîñòðîåíííîå îòîáðàæåíèå g0 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g0 íà ó÷àñòêàõ òðàåêòîðèé, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ãðàíèöó
D1 . Ïóñòü z ∈ D1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãðàíèöû îáëàñòè N1 , lz � òðàåêòîðèÿ ïîòîêà
f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó z , è y = lz ∩ c1 . Ó÷àñòîê òðàåêòîðèè lz ìåæäó òî÷êàìè z, y
îáîçíà÷èì ÷åðåç lz(z, y) . Ïîëîæèì z′ = g0(z) , y′ = g0(y) è îáîçíà÷èì ÷åðåç l′z′(z

′, y′) ó÷à-
ñòîê òðàåêòîðèè l′z′ ïîòîêà f

′t , çàêëþ÷åííûé ìåæäó òî÷êàìè z′ è y′ (ñì. ðèñ. 3). Òåïåðü
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g0 : lz(z, y) → lz′(z

′, y′) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå g0 äëÿ äóã lx(x, τ(x)) , l′x′(x

′, τ ′(x′)) .
Çàìåòèì ÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè z ê òî÷êå x0 âäîëü ãðàíèöû D1 â íàïðàâëåíèè,

çàäàâàåìîì îðèåíòàöèåé, äëèíà äóãè lz(z, y) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
âåðíî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ ïîòîêà f ′t . Òàê êàê ãîìåîìîðôèçì g0|D1 : D1 → D′

1

ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ, òî ïðîäîëæåíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ âíóòðü êîëüöà
N1 , îïðåäåëåííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

2) Nγ è N ′
γ′ íåîðèåíòèðóåìû.

Ïîëîæèì c = Rs , x∞ = c ∩ γ , x0 = η è y0 = θ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç lx0 è ly0 òðàåê-
òîðèè ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè x0 è y0 ñîîòâåòñòâåííî, è ÷åðåç x0, x1, x2 . . .
( y0, y1, y2 . . . ) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ lx0∩c ( ly0∩c ), ïðîíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà-
÷åíèé ôóíêöèè φ â ýòèõ òî÷êàõ. Ïîëîæèì x′0 = g1(x0) , y′0 = g1(y0) , c′ = C ′ , x′∞ = c′ ∩ γ′
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l′x′0 , l

′
y′0
òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè x′0 , y

′
0 ñîîòâåò-
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Ðèñ. 3: Ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ g0 : Nγ → Nγ â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå

ñòâåííî, è ÷åðåç x′0, x
′
1, x

′
2 . . . ( y

′
0, y

′
1, y

′
2 . . . ) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ l′x′0

∩ c′ ( l′y′0 ∩ c
′ ), ïðîíóìå-

ðîâàííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè φ′ â ýòèõ òî÷êàõ. Ïîëîæèì g0(xi) = x′i ,
g0(yi) = y′i , ãäå i =∈ Z+ .

Ðèñ. 4: Ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ g0 : Nγ → Nγ â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå

Çàäàäèì òåïåðü g0 íà ó÷àñòêàõ äóãè cx è cy , ïåðâûé èç êîòîðûõ îãðàíè÷åí òî÷êàìè
x0 , y1 , à âòîðîé � òî÷êàìè y0 , x1 (ñì. ðèñ. 3.). Àíàëîãè÷íûå ó÷àñòêè äóãè c′ îáîçíà÷èì
÷åðåç c′x è c′y . Òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó u ∈ cx ∪ cy
ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ∂Nγ ëèñòà Ìåáèóñà Nγ ðîâíî â îäíîé òî÷êå z . Ïîëîæèì z′ = g0(z) =
g1(z) . ×åðåç òî÷êó z′ ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f ′t , ïåðåñåêàþùàÿ îäèí èç ó÷àñòêîâ
c′x, c

′
y äóãè c′ ðîâíî â îäíîé òî÷êå u′ . Ïîëîæèì g0|cx∪xy(u) = u′ .
Îòîáðàæåíèå g0|cx∪xy ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ïåðåâîäèò òî÷êó

ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì â íåé ôóíêöèè φ â òî÷êó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì â íåé ôóíêöèè φ′ ,
ïðè÷åì cx ïåðåéäåò â c′x , à cy â c′y .

Äàëüíåéøåå îïðåäåëåíèå ãîìåîìîðôèçìà g0 : Nγ → Nγ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1).
Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
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Morse-Smale �ows on surfaces
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Abstract.We introduce the de�nition of consistent equivalence of energy Morse-Bott functions for
Morse-Smale �ows on surfaces and state that consistent equivalence of that functions is necessary
and su�cient condition for such �ows.
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