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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íåñóùèõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ïî-
òîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò ðîâíî èç òðåõ ñîñòîÿíèé
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Ïóñòü f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè
Mn , n ≥ 2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R çàäàí ãîìåîìîðôèçì ft :M

n →Mn òàê,
÷òî f0 = id åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è ft1+t2 = ft1 ◦ ft2 äëÿ ëþáûõ t1 , t2 ∈ R .
Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x ∈Mn íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè
U(x) = U è ÷èñëà T > 0 íàéäåòñÿ t0 ≥ T òàêîå, ÷òî U(x) ∩ ft0(U) ̸= ∅ . Ìíîæåñòâî
íåáëóæäàþùèõ òî÷åê îáðàçóåò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç NW (f t) . Èçâåñòíî, ÷òî NW (f t) ñîñòîèò èç öåëûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ïîòîêà [1], [2].

Â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòî-
ðûå íå äîïóñêàþò ãëàäêîé ñòðóêòóðû (ñì., íàïðèìåð [3]), òàêèå ïðîáëåìû, êàê èññëåäîâà-
íèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ
äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ ïîòîêîâ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íî è
äëÿ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ íà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò íåïðåðûâíûå ïîòîêè, ó êîòîðûõ íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà àíàëîãè÷íû íåáëóæ-
äàþùèì ìíîæåñòâàì ãëàäêèõ ïîòîêîâ ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïîñêîëüêó ïîñëåä-
íèå îáëàäàþò îïðåäåëåííûì òèïîì óñòîé÷èâîñòè [4]. Ïðîñòåéøèìè ïîòîêàìè ñ òàêèìè
íåáëóæäàþùèìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ââåäåííûå Ñìåéëîì [5]
(ñì. òàêæå [4], [6] ñ èñòîðè÷åñêèìè êîììåíòàðèÿìè). Áóäåì íàçûâàòü f t (íåïðåðûâíûì)
ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïðè÷åì α - è ω -ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ëþáîé òðàåê-
òîðèè ëåæàò â NW (f t) .

2) Â îêðåñòíîñòè êàæäîé òðàåêòîðèè èç NW (f t) ïîòîê ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòåí ïîòîêó ëèáî ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, ëèáî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè l ⊂ NW (f t)
îïðåäåëÿþòñÿ (è ñóùåñòâóþò) óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s(l) , W u(l) ñî-
îòâåòñòâåííî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè:

W s(l) = {x ∈Mn | ft(x) → l}, W u(l) = {x ∈Mn | f−t(x) → l}, t→ ∞.

3) Äëÿ ëþáûõ òðàåêòîðèé l1 , l2 ⊂ NW (f t) ìíîãîîáðàçèÿ W s(l1) , W u(l2) òîïîëîãè-
÷åñêè òðàíñâåðñàëüíû (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè èç W s(l1) ∩W u(l2)
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ïåðåñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèé W s(l1) , W u(l2) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî òðàíñâåðñàëüíîìó ïå-
ðåñå÷åíèþ ãèïåðïëîñêîñòåé â n -ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ).

Èç íåðàâåíñòâ Ìîðñà, êîòîðûå ñïðàâåäëèâû äëÿ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà,
âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè èìååò õîòÿ áû îäíó
ïðèòÿãèâàþùóþ è õîòÿ áû îäíó îòòàëêèâàþùóþ òðàåêòîðèè [5]. Èç ñâÿçíîñòè íåñóùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ Mn (íèæå ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü ýòî ìíîãîîáðàçèå ñâÿçíûì, åñëè íå îãî-
âîðåíî ïðîòèâíîå) âûòåêàåò, ÷òî åñëè ïîòîê èìååò ðîâíî îäèí óñòîé÷èâûé è ðîâíî îäèí
íåóñòîé÷èâûé óçëû, òî Mn ÿâëÿåòñÿ n -ìåðíîé ñôåðîé è ïîòîê òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåí-
òåí ñòàíäàðòíîìó ïîòîêó òèïà "ñåâåð-þã".

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò ðîâíî èç òðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Ìû èçó÷àåì
òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íåñóùèõ ìíîãîîáðàçèé.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äâóìåðíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå M2 äîïóñêàåò ïîòîê
Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç òðåõ òî÷åê, òî M2 ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ, è ëþáûå äâà ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè
òî÷êàìè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîòèâè-
ðóåò ââåäåíèå ñïåöèàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü Mn � òîïîëîãè÷åñêîå çàìêíóòîå
n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, n ≥ 2 . Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííàÿ â Mn k -ìåðíàÿ
ñôåðà Sk , 1 ≤ k ≤ n− 1 , íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
z ∈ Sk ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(z) = U ⊂Mn è ãîìåîìîðôèçì φz : U → Rn òàêèå, ÷òî
φz(S

k ∩ U) = Rk ⊂ Rn . Ìíîãîîáðàçèå Mn íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûì, åñëè

1. n ∈ {2, 4, 8, 16} ;

2. Mn åñòü äèçúþíêòèâíîå îáúåäèíåíèå4 n
2
-ìåðíîé ñôåðû S

n
2 , ëîêàëüíî ïëîñêî âëî-

æåííîé â Mn , è îòêðûòîãî n -ìåðíîãî øàðà Bn ,

Mn = S
n
2 ∪Bn, S

n
2 ∩Bn = ∅.

Ñôåðà S
n
2 èç âûøåïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùåé äëÿ äàííîãî

ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû îòíîñèòñÿ ê
îïèñàíèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç òðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì
òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mn , n ≥ 2 . Òîãäà Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûì
ìíîãîîáðàçèåì. Ïðè ýòîì, M2 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ M2 = P2 (íåîðèåí-
òèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ ðîäà åäèíèöà ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé π1(M

2) = Z2 ), à ïðè
n ≥ 4

π1(M
n) = · · · = πn

2
−1(M

n) = 0, è ñëåäîâàòåëüíî, Mn îðèåíòèðóåìîå.

Áîëåå òîãî, íà êàæäîì ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé
ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç òðåõ ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ.

Îòìåòèì ðåçóëüòàòû, èìåþùèå îòíîøåíèå ê ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå. Â 1962 ãîäó
Èëëñ è Êóèïåð [7] îïèñàëè çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ (â òîïîëîãè÷åñêîé, êóñî÷íî ëèíåéíîé
è ãëàäêîé êàòåãîðèÿõ), äîïóñêàþùèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè Ìîðñà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè

4 Îáúåäèíåíèå íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíûì, åñëè îáúåäèíÿåìûå ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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òî÷êàìè. Îíè äîêàçàëè, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèå òàêèå ôóíêöèè Ìîðñà ÿâëÿþòñÿ
ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûìè (â [7] íå èñïîëüçîâàëîñü ïîíÿòèå ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ, è ìû èíòåðïðåòèðóåì ðåçóëüòàò ðàáîòû [7] â ââåäåííûõ íàìè òåðìèíàõ). Îäíàêî,
â òîïîëîãè÷åñêîé êàòåãîðèè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. íå ñâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê
îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ðàáîòû [7], ïîñêîëüêó íåÿñíî ìîæíî ëè íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-
Ñìåéëà ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ôóíêöèè Ìîðñà.
Êðîìå ýòîãî, äëÿ ïîòîêîâ äàæå â ãëàäêîé êàòåãîðèè èìååòñÿ àïðèîðíàÿ âîçìîæíîñòü äè-
êîãî âëîæåíèÿ çàìûêàíèé ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîýòîìó íåÿñíî
ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå â âèäå ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííîé ñôåðû è
øàðà). Âîçìîæíîñòü äèêîãî âëîæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê áûëà îòêðûòà Ïèêñòîíîì [8] äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
òðåõìåðíîé ñôåðû. Ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè âîçìîæíîñòü äèêîãî âëîæå-
íèÿ áûëà òàêæå íåçàâèñèìî îòêðûòà Áîíàòòè è Ãðèíåñîì [9]. Äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 2, 3 çàìûêàíèÿ ñåïàðàòðèñ âñåãäà ëîêàëüíî ïëîñêî âëî-
æåíû [10]. ×òî êàñàåòñÿ ðàçìåðíîñòè n ≥ 4 íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî â [11], [12] àâòîðû
ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 4 ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå Mn è ãðàäèåíò-
íûé ïîëÿðíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà f t íà Mn òàêèå, ÷òî f t íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
ïåðåñå÷åíèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî f t ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, è çà-
ìûêàíèå îäíîé èç ñåïàðàòðèñ ïîòîêà f t ÿâëÿåòñÿ äèêî âëîæåííîé ñôåðîé êîðàçìåðíîñòè
äâà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàì ïîíàäîáèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå äâóõ ëåìì. Ïîýòîìó ìû
ñôîðìóëèðóåì åãî äëÿ ññûëîê â âèäå ïðåäëîæåíèÿ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü çàìêíóòîå n -ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå Mn , n ≥ 2 , ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíûì îáúåäèíåíèåì ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííîé
â Mn k -ìåðíîé ñôåðû Sk , 1 ≤ k ≤ n−1 , è îòêðûòîãî n -ìåðíîãî øàðà Bn , è ïóñòü Sk

îáëàäàåò îòêðûòîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ T (Sk) òàêîé, ÷òî åå ãðàíèöà ∂T (Sk) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïëîñêî âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè îäèí, ïðè÷åì îêðåñòíîñòü
T (Sk) åñòü ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ π : T (Sk) → Sk íàä áàçîé
Sk è ñëîåì, ÿâëÿþùèìñÿ îòêðûòûì (n − k) -äèñêîì Dn−k . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïëîñêî
âëîæåííàÿ â Mn (n − 1) -ìåðíàÿ ñôåðà Σn−1

T ⊂ T (Sk) òàêàÿ, ÷òî 1) Sk ∩ Σn−1
T = ∅ ; 2)

ñôåðà Σn−1
T îãðàíè÷èâàåò â Mn n -ìåðíûé øàð bn , ñîäåðæàùèé ∂T (Sk) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Σn−1 � ïëîñêî âëîæåííàÿ â Mn (n − 1) -ìåðíàÿ
ñôåðà, îêðóæàþùàÿ n -øàð bn0 ñ òî÷êîé x0 âíóòðè è òðàíñâåðñàëüíàÿ (â òîïîëîãè÷åñêîì
ñìûñëå) òðàåêòîðèÿì ïîòîêà f t

0 . Èç ñâîéñòâ ýòîãî ïîòîêà è ðàâåíñòâà M
n = Sk∪Bn âûòå-

êàåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ñäâèãà fT
0 íà âðåìÿ T ñôåðû Σn−1 âäîëü òðàåêòîðèé

ïîòîêà f t
0 ìíîæåñòâî Σn−1

T = fT
0 (Σ

n−1) ÿâëÿåòñÿ (n− 1) -ìåðíîé ñôåðîé, ïðèíàäëåæàùåé
T (Sk) . Èç íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà f t

0 âûòåêàåò, ÷òî Σn−1
T ïëîñêî âëîæåíà â Mn . Ãðàíèöà

∂T (Sk) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì îòêðûòîãî øàðà Bn . Ïîñêîëüêó ïðè óâå-
ëè÷åíèè âðåìåíè òðàåêòîðèè ïîòîêà f t

0 ñòðåìÿòñÿ ê âèðòóàëüíîé ãðàíèöå øàðà Bn , òî
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî T ìíîæåñòâî ∂T (Sk) îêàæåòñÿ âíóòðè øàðà bn = fT

0 (b
n
0 ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1. ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå, èìåþùåå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ áûòü ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûì).

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü çàìêíóòîå n -ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Mn ,
n ≥ 2 , ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíûì îáúåäèíåíèåì ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííîé â Mn k -
ìåðíîé ñôåðû Sk , 1 ≤ k ≤ n − 1 , è îòêðûòîãî n -ìåðíîãî øàðà Bn . Òîãäà Mn åñòü
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ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå, òî åñòü k = n
2
, è Sk = S

n
2 ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé

ñôåðîé äëÿ Mn (ïðè ýòîì, M2 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ). Áîëåå òîãî, ãðàíèöà
òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ñôåðû S

n
2 ãîìåîìîðôíà (n− 1) -ìåðíîé ñôåðå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì Mn = Sk ∪Bn , Sk ∩Bn = ∅ , 1 ≤ k ≤ n− 1 , n ≥ 2 .
Ïîñêîëüêó äëÿ n = 2 îáðàçóþùàÿ îêðóæíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ M2 íå ìîæåò ðàçáèâàòü
M2 , òî åå òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíà ëèñòó Ìåáèóñà. Ïîýòîìó M2 ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ, M2 = P2 .

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü n ≥ 3 . Èç ïëîñêîé âëîæèìîñòè Sk ⊂ Mn âûòåêàåò,
÷òî Sk îáëàäàåò îòêðûòîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ T (Sk) òàêîé, ÷òî åå ãðàíèöà ∂T (Sk)
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêî âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè îäèí, ïðè÷åì îêðåñòíîñòü
T (Sk) åñòü ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ π : T (Sk) → Sk íàä áàçîé
Sk è ñëîåì, ÿâëÿþùèìñÿ îòêðûòûì (n − k) -äèñêîì Dn−k [13]. Óäîáíî ñ÷èòàòü Dn−k

åäèíè÷íûì äèñêîì òàê, ÷òî ãðàíèöà êàæäîãî ñëîÿ ∂Dn−k
x = Sn−k−1

x , ãäå x ∈ Sk , Dn−k
x =

π−1(x) , ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ∂T (Sk) òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè T (Sk) .
Ïîñòðîèì íà Bn è clos T (Sk) = T (Sk) ∪ ∂T (Sk) , âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçàííûå äðóã ñ

äðóãîì ïîòîêè f t
0 è f t

1 ñîîòâåòñòâåííî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ Bn , íå ïðè-
íàäëåæàùóþ clos T (Sk) . Òàê êàê Bn � øàð, òî íà Bn ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ïîòîê f t

0

òàêîé, ÷òî x0 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì óçëîì, à âñå îñòàëüíûå òðàåêòîðèè ïîêèäàþò ëþáóþ
êîìïàêòíóþ ÷àñòü øàðà Bn è ïîòîì â íåå íå âîçâðàùàþòñÿ (òðàåêòîðèè ïðè óâåëè÷åíèè
âðåìåíè ñòðåìÿòñÿ ê âèðòóàëüíîé ãðàíèöå øàðà Bn ). Çà îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòîêà
f t
1 âîçüìåì ïîòîê íà çàìêíóòîì äèñêå clos Dn−k , ó êîòîðîãî öåíòð ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì
óçëîì, ãðàíèöà ñîñòîèò èç òî÷åê ïîêîÿ, à îñòàëüíûå îäíîìåðíûå òðàåêòîðèè ïî ðàäèóñàì
äâèæóòñÿ îò ãðàíèöû ê öåíòðó. Ïîñêîëüêó T (Sk) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàñ-
ñëîåíèåì ñî ñëîåì Dn−k è öåíòð äèñêà Dn−k îòîæäåñòâëÿåòñÿ â ýòîì ðàññëîåíèè ñ Sk ,
òî íà clos T (Sk) ñóùåñòâóåò ïîòîê f t

1 òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâà ∂T (Sk) , Sk ñîñòîÿò èç òî÷åê
ïîêîÿ, à îñòàëüíûå (îäíîìåðíûå) òðàåêòîðèè äâèæóòñÿ îò ∂T (Sk) ê Sk ïðè óâåëè÷åíèè
âðåìåíè.

Ïåðåñå÷åíèå T (Sk) ∩ fT
0 (b

n
0 ) åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîäåðæèò

∂T (Sk) . Ïîñêîëüêó ∂T (Sk) ñóòü ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè îäèí, òî ó ∂T (Sk) â
ìíîæåñòâå clos

(
T (Sk) ∩ fT

0 (b
n
0 )
)
åñòü ïîëóîêðåñòíîñòü U ⊂

(
T (Sk) ∪ ∂T (Sk)

)
∩ fT

0 (b
n
0 )

ãîìåîìîðôíàÿ (0; 1]×∂T (Sk) . Âîçüìåì îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî int U ⊂ U ãîìåîìîðôíîå
(0; 1)× ∂T (Sk) . Èç ñâîéñòâ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

πi(int U) = πi
(
(0; 1)× ∂T (Sk)

)
= πi

(
∂T (Sk)

)
, i = 0, . . . , n− 2. (1.1)

Ìíîæåñòâî A0 = Bn \ clos fT
0 (b

n
0 ) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì n -ìåðíûì êîëüöîì, ãîìåî-

ìîðôíûì (0; 1) × Sn−1 . Ïîýòîìó åãî ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû ðàâíû πi(A0) = 0 äëÿ âñåõ
i = 0, . . . , n − 2 . Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâèòåëü γ : Si → int U ãðóïïû πi(int U) , ãäå Si �
i -ìåðíàÿ (êàíîíè÷åñêàÿ) ñôåðà. Òàê êàê γ(Si) ∩ ∂T (Sk) = ∅ , òî ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî
áîëüøîé ñäâèã fR

1 âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêà f t
1 òàêîé, ÷òî fR

1 (γ(Si)) ⊂ A0 . Îòñþäà è
(1.1) ñëåäóåò, ÷òî πi(∂T (S

k)) = 0 äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n − 2 . Èç ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû
Ïóàíêàðå âûòåêàåò, ÷òî ∂T (Sk) ãîìåîìîðôíà (n − 1) -ìåðíîé ñôåðå [14], [15], [16], [17],
[18]. Îòñþäà ñëåäóåò íåòðèâèàëüíîñòü ðàññëîåíèÿ π : T (Sk) → Sk . Áîëåå òîãî, ëîêàëü-
íî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå π : T (Sk) → Sk èíäóöèðóåò ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîå-
íèå ∂T (Sk) → Sk , òî åñòü ðàññëîåíèå (n − 1) -ìåðíîé ñôåðû Sn−1 ñ áàçîé Sk è ñëîåì
Sn−k−1 = ∂Dn−k . Èçâåñòíî [19] (ñì. òàêæå [20]), ÷òî èìåþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå òàêèå
ðàññëîåíèÿ

S3 → S2, ñëîé S1; S7 → S4, ñëîé S3; S15 → S8, ñëîé S7.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòèì ðàññëîåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ïàðû (n, k) : (4, 2) ,
(8, 4) , (16, 8) . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãîìåîìîðôíîñòè ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûõ
ìíîãîîáðàçèé.

Ë å ì ì à 1.2. Ïóñòü Mn
1 , M

n
2 � ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûå ìíîãîîáðàçèÿ, è S1 , S2 �

èõ îáðàçóþùèå ñôåðû ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà åñëè S1 , S2 ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíî âëî-
æåíû, òî Mn

1 , M
n
2 ãîìåîìîðôíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî Oi = Mn
i \ Si ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó n -

øàðó, i = 1, 2 . Ïî óñëîâèþ ëåììû, äëÿ íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé U(S1) , U(S2) ñôåð S1 ,
S2 ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ0 : U(S1) → U(S2) , φ0(S1) = S2 . Ïåðåéäÿ,
åñëè íåîáõîäèìî, ê ìåíüøåé îêðåñòíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü îêðåñòíîñòü U(S1) òðóá÷àòîé.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1., ñóùåñòâóåò (n− 1) -ñôåðà Sn−1 ⊂ U(S1) , Sn−1 ∩ S1 = ∅ , ïëîñêî
âëîæåííàÿ â Mn

1 . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ :Mn
1 →Mn

2 , ñîâïàäàþùèé
ñ φ0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñôåðû S1 .

Òàê êàê Mn
1 = S1 ∪ O1 , òî Sn−1 ⊂ O1 , ïîñêîëüêó Sn−1 ∩ S1 = ∅ . Òàê êàê ñôåðà

Sn−1 ïëîñêî âëîæåíà, è O1 ãîìåîìîðôíî n -øàðó, òî Sn−1 îãðàíè÷èâàåò â O1 n -øàð
τn1 , τ

n
1 ∩ S1 = ∅ . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1., ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂U(S1)

òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè U(S1) ëåæèò â øàðå τn1 .
Ïîñêîëüêó Sn−1 ⊂ U(S1) è ∂U(S1) ⊂ τn1 , òî Mn

1 = U(S1) ∪ τn1 . Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî
Mn

1 \ τn1 ïðèíàäëåæèò U(S1) . Èç òîãî, ÷òî φ0 � ãîìåîìîðôèçì âûòåêàåò, ÷òî (n − 1) -
ñôåðà φ0(S

n−1) ïëîñêî âëîæåíà â Mn
2 , è φ0(S

n−1)∩S2 = ∅ , òàê êàê φ0(S1) = S2 . Ïîýòîìó
φ0(S

n−1) îãðàíè÷èâàåò â Mn
2 n -øàð τn2 , òàêîé, ÷òî τn2 ∩ S2 = ∅ (çäåñü ìû ó÷èòûâàåì

ðàâåíñòâî Mn
2 = S2∪O2 ). Äàëåå, èç òîãî, ÷òî Sn−1 îãðàíè÷èâàåò â O1 n -øàð τn1 âûòåêàåò,

÷òî îãðàíè÷åíèå φ0|Sn−1 : Sn−1 → ϕ0(S
n−1) ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà

τn1 → τn2 , êîòîðûé îáðàçóåò ñîâìåñòíî ñ φ0|Mn
1 \τn1 òðåáóåìûé ãîìåîìîðôèçì φ : Mn

1 →
Mn

2 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.. Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà f t íåîáõîäèìî èìååò óñòîé÷è-
âûé ñòîê ω è íåóñòîé÷èâûé èñòî÷íèê α . Èç ñâÿçíîñòè íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn âû-
òåêàåò, ÷òî òðåòüå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì σ ñ k -ìåðíûì ( 1 ≤ k ≤ n− 1 )
óñòîé÷èâûì W s(σ) è (n− k) -ìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì W u(σ) . Ìíîæåñòâî
Sepτ (σ) = W τ (σ)\{σ} íàçûâàåòñÿ ñåïàðàòðèñîé ( τ ëèáî s , ëèáî u ). Åñëè Sepτ (σ) íå ïå-
ðåñåêàåòñÿ ñ ñåïàðàòðèñàìè äðóãèõ ñåäåë, òî Sepτ (σ) ïðèíàäëåæèò íåóñòîé÷èâîìó (åñëè
τ = s ) èëè óñòîé÷èâîìó (åñëè τ = u ) ìíîãîîáðàçèþ íåêîòîðîãî ñòîêà (ñîîòâåòñòâåí-
íî, èñòî÷íèêà), ñêàæåì N . Òîãäà òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ñåïàðàòðèñû Sepτ (σ) ðàâíî
W τ (σ)∪{N} , è ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â Mn ñôåðîé ( k -ñôåðîé èëè (n−k) -
ñôåðîé ñîîòâåòñòâåííî) [21], [22], [23]. Ïîñêîëüêó ñåïàðàòðèñû îäíîãî ñåäëà ó ïîòîêà f t

Ìîðñà-Ñìåéëà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû
Sepu(σ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé k -ñôåðîé W u(σ) ∪ {ω} = Sω , à òîïîëîãè-
÷åñêîå çàìûêàíèå óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû Seps(σ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé
(n − k) -ñôåðîé W s(σ) ∪ {α} = Sα . Èíîãäà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ñåïàðà-
òðèñå ñåäëà ïîòîêà f t ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñåïàðàòðèñó ÷åðåç Sepτ (σ, f t) . Íàì íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ñôåð Sω , Sα ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåíà. Ïîñêîëüêó äëÿ
ðàçìåðíîñòè n = 4 îáîçíà÷åíèÿ è êîíñòðóêöèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, òî ìû ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå â âèäå
ïðåäëîæåíèÿ. Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàíû ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.2. Õîòÿ áû îäíà èç ñôåð Sω , Sα ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæå-
íà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà
âûòåêàåò, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäåë ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííûìè
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè. Ïîýòîìó åäèíñòâåííîé òî÷êîé äèêîãî âëîæåíèÿ ñôåðû Sω (ñîîòâ.
ñôåðû Sα ) ìîæåò áûòü òîëüêî òî÷êà ω (ñîîòâ. α ).

Äëÿ n = 2 ñôåðû Sω , Sα ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè
âëîæåííàÿ îêðóæíîñòü ïëîñêî âëîæåíà [24], [25].

Èç ðàáîòû [26] âûòåêàåò, ÷òî íà òðåõìåðíûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íå ñóùåñòâóþò
ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (íà ñàìîì äåëå â [26] äîêàçàí
áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, íî íàì äîñòàòî÷íî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ).

Ïðè n ≥ 5 îäíà èç ñôåð Sω èëè Sα , ñêàæåì Sω , èìååò êîðàçìåðíîñòü íå ìåíåå òðåõ.
Òîãäà èç [27] ñëåäóåò, ÷òî Sω ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåíà.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n = 4 . Åñëè îäíà èç ñôåð Sω , Sα òðåõìåðíàÿ, òî èçâåñò-
íî, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü äèêî âëîæåííîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå [28] (ñì. òàêæå [27], [29]).
Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáå ñôåðû Sω , Sα äâóìåðíûå (äëÿ ñôåð êîðàçìåðíîñòè
äâà èìååòñÿ àïðèîðíàÿ âîçìîæíîñòü áûòü äèêî âëîæåííîé ðîâíî â îäíîé òî÷êå, ñì. [30]).

Ñïåðâà ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R4 ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , x4) , âåê-
òîðíîå ïîëå V⃗s , êîòîðîå çàäàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ1 = −x1, ẋ2 = −x2, ẋ3 = x3, ẋ4 = x4. (1.2)

ßñíî, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò O = (0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì ïîëÿ V⃗s ñ 2 -ìåðíîé
óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé W s(O) è 2 -ìåðíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé W u(O) , ãäå
W s(O) = {(x1, . . . , x4) |x3 = 0, x4 = 0} ⊂ R4 , W u(O) = {(x1, . . . , x4) |x1 = 0, x2 = 0} ⊂ R4 .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ F (x1, . . . , x4) =

∑2
i=1 x

2
i

∑4
j=3 x

2
j ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñè-

ñòåìû (1.2) (ñì. äåòàëè â [11]). Èç âèäà F ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü F = 1 ÿâëÿåòñÿ
3 -ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå ðàçáèâàåò R4 íà äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà

{x⃗ = (x1, . . . , x4) |F (x⃗) < 1} def
= U0, {x⃗ = (x1, . . . , x4) |F (x⃗) > 1} def

= U∞.

Îáúåäèíåíèå W s(O) ∪W u(O) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì F = 0 . Ïîñêîëüêó O ∈ W s(O) ∪
W u(O) , òî O ∈ U0 . Òàêèì îáðàçîì, U0 - èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü ñåäëà O , êîòîðóþ
ìû áóäåì íàçûâàòü ñïåöèàëüíîé. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà

P1 = {(x1, . . . , x4) | x21 + x22 ≤ 1, x23 + x24 = 1}, P2 = {(x1, . . . , x4) | x21 + x22 = 1, x23 + x24 ≤ 1}

ÿâëÿþòñÿ ïîëíîòîðèÿìè ñ îáùåé ãðàíèöåé ∂P1 = ∂P2 = P1 ∩ P2 , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äâóìåðíûé òîð.

Îêðóæèì ñòîê ω è èñòî÷íèê α ïîòîêà f t ÷åòûðåõìåðíûìè øàðàìè B1 , B2 ñîîòâåò-
ñòâåííî òàêèìè, ÷òî èõ ãðàíèöû ∂B1 = S3

1 , ∂B2 = S3
2 òðàíñâåðñàëüíû ïîòîêó, à ñåäëî σ

ïðèíàäëåæèò M4 \ (B1 ∪ B2) . Òîãäà ñåïàðàòðèñû Sepu(σ) , Seps(σ) ïåðåñåêàþò S3
1 , S

3
2

ïî çàìêíóòûì ïðîñòûì êðèâûì C1 , C2 ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ïîòîê èíäóöèðóåò
îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå

ξ :
(
S3
2 \ C2

)
→
(
S3
1 \ C1

)
,

è íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî 3-ñôåðà S3
1 ïîëó÷àåòñÿ èç 3-ñôåðû S3

2 â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîé-
êè S3

2 ïî óçëó C2 ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå èíäóöèðóåò ξ íà ãðàíèöå òðóá÷àòîé
îêðåñòíîñòè óçëà C2 .
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Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ C1 , C2 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì óçëîì ñîîòâåòñòâåííî
â S3

1 è S3
2 . Ýòè êðèâûå íà èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ W s(σ) , W u(σ) îãðàíè÷èâàþò

çàìêíóòûå äâóìåðíûå äèñêè D1 , D2 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ñôåðû S3
1 , S

3
2 òðàíñâåð-

ñàëüíû âåêòîðíîìó ïîëþ, òî ñåäëî σ ëåæèò âíóòðè êàæäîãî äèñêà D1 , D2 . Èç òîãî, ÷òî â
ïîòîêàõ Ìîðñà-Ñìåéëà îòñóòñòâóþò ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñëåäóåò, ÷òî D1 , D2 ïåðåñåêàþòñÿ
ðîâíî â îäíîé òî÷êå σ = D1 ∩D2 .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ
C1 îáðàçóåò íåòðèâèàëüíûé óçåë â S3

1 (ñëó÷àé, êîãäà C2 îáðàçóåò íåòðèâèàëüíûé óçåë
â S3

2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ñîãëàñíî ðàñøèðåííîé âåðñèè òåîðåìû Ãðîáìàíà-
Õàðòìàíà, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà D1 ∪D2 , â êîòîðîé ïîòîê òîïîëîãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòåí ëèíåéíîìó ïîòîêó, îïðåäåëÿåìîìó ëèíåéíîé ÷àñòüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ
V⃗ â òî÷êå σ . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.15 [31], ëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé òèï ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó ïîëå V⃗ â U òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî âåêòîðíîìó ïîëþ V⃗s ,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2). Â ÷àñòíîñòè, U ãî-
ìåîìîðôíà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷àñòè ñïåöèàëüíîé îêðåñòíîñòè U0 , ñîäåðæàùåé ñåäëî
O . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U ãîìåîìîðôíà îêðåñòíîñòè W0 ⊂ U0 .
Èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ξ - ãîìåîìîð-
ôèçì. Òàêèì îáðàçîì, C1 è C2 - äâà óçëà ñ ãîìåîìîðôíûìè äîïîëíåíèÿìè. Â ñèëó [32],
íåòðèâèàëüíîñòü óçëà C1 âëå÷åò íåòðèâèàëüíîñòü óçëà C2 .

Ðàññìîòðèì ïîëíîòîðèé P1 ⊂ U ∩ S3
1 , ÿâëÿþùèéñÿ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ êðèâîé

C1 â S3
1 . Ïîñêîëüêó C1 - ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò. Èç ýêâè-

âàëåíòíîñòè ïîëÿ V⃗ â îêðåñòíîñòè U ñ ïîëåì V⃗s âûòåêàåò, ÷òî ξ(P1 − C1) ñîâìåñòíî
ñ C2 îáðàçóþò òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç P2 ) êðèâîé C2 . Óìåíüøèâ,
åñëè íåîáõîäèìî, ïîëíîòîðèè P1 è P2 , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P1 , P2 ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå
îêðåñòíîñòè U . Ïîñêîëüêó U ãîìåîìîðôíà îêðåñòíîñòè W0 ⊂ U0 , òî ãðàíèöû ïîëíîòî-
ðèé P1 , P2 ñîåäèíåíû îòðåçêàìè òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗ , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå
ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 ïåðåâîäèò ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ P1 â ïàðàëëåëü ïîëíîòîðèÿ P2 , à
ïàðàëëåëü P1 - â ìåðèäèàí P2 .

Ïîêàæåì, ÷òî ñôåðà S3
2 ãîìåîìîðôíà ìíîãîîáðàçèþ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïå-

ðåñòðîéêè ñôåðû S3
1 âäîëü óçëà C1 . Äåéñòâèòåëüíî, óäàëèì èç S3

1 ïîëíîòîðèé P1 è
âêëåèì âìåñòî íåãî ïîëíîòîðèé P2 ñ ïîìîùüþ ãîìåîìîðôèçìà ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 . Ïî-
ñêîëüêó ïðèêëåèâàþùèé ãîìåîìîðôèçì ξ|∂P1 ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ãîìåîìîðôèçìà
ξ|S3

1 \ P1 : S
3
1 \ P1 → S3

2 \ P2 , òî îòîáðàæåíèå ξ∗ : (S3
1 \ P1) ∪ξ P2 → S3

2 , êîòîðîå ñîâïàäàåò
ñ ξ íà S3

1 \ P1 è ñóòü òîæäåñòâåííîå íà P2 , ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì ãîìåî-
ìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà S3

2 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîéêè ñôåðû S3
1

âäîëü óçëà C1 ñ ïîìîùüþ íåòðèâèàëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 . Òàê êàê
C1 - íåòðèâèàëüíûé óçåë, òî â ðåçóëüòàòå òàêîé ïåðåñòðîéêè âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî-
îáðàçèå, îòëè÷íîå îò 3-ñôåðû [32] (ñì. òàêæå [33]). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
ïðåäëîæåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òàêèì îáðàçîì, Mn ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíûì îáúåäèíåíèåì ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåí-
íîé â Mn k -ìåðíîé ñôåðû Sk = Sω , 1 ≤ k ≤ n−1 , è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(α)
èñòî÷íèêà α , êîòîðîå ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó n -ìåðíîìó øàðó Bn . Îòñþäà è ëåììû
1.1. ñëåäóåò, ÷òî Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Èç òîãî, ÷òî Mn åñòü äèçúþíêòèâíîå îáúåäèíåíèå ñôåðû S
n
2 è n -ìåðíîãî øàðà Bn

âûòåêàþò ðàâåíñòâà π1(M
n) = · · · = πn

2
−1(M

n) = 0 ïðè n ≥ 4 . Èç π1(M
n) = 0 ñëåäóåò

îðèåíòèðóåìîñòü Mn .
Ïóñòü Mn � ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå ñ îáðàçóþùåé ñôåðîé S

n
2 . Îïðåäåëèì
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íà S
n
2 ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà f̃ t ðîâíî ñ îäíèì ñòîêîì ω è ðîâíî îäíèì èñòî÷íèêîì σ̃ .

Ïîñêîëüêó, â ñèëó ëåììû 1.1., ãðàíèöà ∂T (S
n
2 ) òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè T (S

n
2 ) ñôåðû S

n
2

åñòü (n−1) -ìåðíàÿ ñôåðà, òî f̃ t ìîæíî ïðîäîëæèòü íà T (S
n
2 ) òàê, ÷òîáû S

n
2 ñòàëà ïðè-

òÿãèâàþùèì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ñ ñåäëîì σ̃ è ïðèòÿãèâàþùåé îáëàñòüþ T (S
n
2 ) ,

à ∂T (S
n
2 ) áûëà òðàíñâåðñàëüíà ïîòîêó f̃ t . Òàê êàê äîïîëíåíèå ê T (S

n
2 ) ãîìåîìîðôíî

îòêðûòîìó øàðó, òî íåòðóäíî ïðîäîëæèòü f̃ t íà Mn ñ èñòî÷íèêîì α âíóòðè äàííîãî
îòêðûòîãî øàðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà íà Mn ñ
òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ: ñòîêîì ω , ñåäëîì σ̃ è èñòî÷íèêîì α .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêó, à òàêæå ó÷àñòíèêîâ
ñåìèíàðà "Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìèêà" â Íàöèîíàëüíîì èññëåäîâàòåëüñêîì óíèâåðñèòåòå
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿ çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíòû
13-01-12452 îôè-ì, 15-01-03687, 13-01-00589, è ÐÍÔ, ãðàíò 14-41-00044, çà ôèíàíñîâóþ
ïîääåðæêó. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ
ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿).
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Abstract. In the paper, one studies a topological structure of supported manifold for Morse-Smale
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