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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûäåëÿåòñÿ êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïî-
âåðõíîñòÿõ, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè ãðóáûõ ñè-
ñòåì íà îêðóæíîñòè, ïîëó÷åííîé À.Ã. Ìàéåðîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-
ôèçì, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü, ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå, ëîêàëüíî ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn ñâÿçíîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ðàç-
ìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæå-
ñòâî Ωf êîíå÷íî, ñîñòîèò òîëüêî èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, è äëÿ ëþáûõ
ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q ∈ Ωf èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s

p ,
W u

q ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-
Ñìåéëà f íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩W u
q ̸= ∅ ñëåäóåò, ÷òî

ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà W u
p ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà W u

q . Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ýòî
óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s

p , W
u
q ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïîòîê f t : M2 → M2 íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíî-

æåñòâî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, è èíâàðèàíò-
íûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Èç
ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì f :M2 →M2 ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîpïîçèöèþ ñäâèãà íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèé íåêî-
òîðîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà f t è ïåðèîäè÷åñêîãî äèôôåîìîðèçìà íà M2 .

Çàäà÷à î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïî-
âåðõíîñòÿõ (è ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì â ÷àñòíîñòè) âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì
À.À.Àíäðîíîâà, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å.À. Ëåîíòîâè÷ è À.Ã. Ìàéåðà, ãäå áûë ïîëó÷åí ïîëíûé
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò � ñõåìà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû � äëÿ ïîòîêîâ íà ñôåðå S2 ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé (ñì. ðàáîòû [1], [12]). Ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé â ýòèõ
ðàáîòàõ, áûë îáîáùåí Ì. Ïåéøîòî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðåçóëüòàò ïî òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ([17]). Îäíàêî, â
åãî ðàáîòå áûëà äîïóùåíà íåòî÷íîñòü, êîòîðóþ çàìåòèëè À.À. Îøåìêîâ è Â.Â. Øàðêî. Â
èõ ðàáîòå [16] ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ (âêëþ÷àÿ ðåøåíèå çàäà÷è ðåàëèçàöèè) íà ÿçûêå òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ. Åùå îäèí
ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîñòîèò

1 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñ-
øàÿ øêîëà ýêîíîìèêè, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; egurevich@hse.ru

2 Ìàãèñòðàíòêà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kapkaevasvetlana@yandex.ru
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â ïðèâëå÷åíèè àïïàðàòà ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ê.Ìåéåð ïîëó÷èë ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ
êëàññèôèêàöèþ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðè ïîìîùè ñàìîèíäåêñèðóþ-
ùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè (ãëîáàëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà). Îäíàêî,
ïðè ïðîâåäåíèè äîêàçàòåëüñòâà â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, èñïîëüçîâàë ðåçóëü-
òàò Ïåéøîòî, êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, áûë âåðåí òîëüêî äëÿ áëèçêèõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàò
Ê.Ìåéåðà óòî÷íÿåòñÿ â ðàáîòå [9].

Â öèêëå ðàáîò [2]� [8] Â.Ç. Ãðèíåñîì è À.Í. Áåçäåíåæíûõ ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
îðáèò íà ïîâåðõíîñòÿõ. Â ðàáîòå [11] èäåè Îøåìêîâà è Øàðêî áûëè ïðèìåíåíû äëÿ òî-
ïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ åùå îäèí ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû òîïîëîãè-
÷åñêîé êëàññèôèêàöèè íåêîòîðîãî ñîäåðæàòåëüíîãî êëàññà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì,
ïîçâîëÿþùèé ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷ è ñâåñòè ïðîáëåìó ê òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè-
ôèêàöèè ñèñòåì íà ìíîîáðàçèÿõ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ïðåäñòàâèì îêðóæíîñòü S1 êàê ïîäìíîæåñòâî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè: S1 = {z ∈
C| z = eix, x ∈ R} , à òîð T2 è áóòûëêó Êëåéíà K2 êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ S1 × R ïî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå äèôôåîìîðôèçìîâ Γ = {γn, n ∈ Z} ñ îáðà-
çóþùåé γ(z, t) = (τ(z), t − 1), z ∈ S1, t ∈ R , ãäå τ : S1 → S1 � òîæäåñòâåííûé äèôôåî-
ìîðôèçì â ñëó÷àå òîðà è èíâîëþöèÿ τ(eix) = e−ix â ñëó÷àå áóòûëêè Êëåéíà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç pτ : S1 × R →M2 åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.

Ïóñòü M2 ∈ {T2,K2} , è Φ̃ : S1 ×R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé Φ̃(z, t) =
(φ1(z), φ̃2(t)) , ãäå äèôôåîìîðôèçìû φ1 : S1 → S1, φ̃2 : R → R óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1. φ1τ = τφ1 ;

2. ëèáî φ̃2(t+ 1) = φ̃2(t) + 1 , ëèáî φ̃2(t+ 1) = φ̃2(t)− 1 .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà φ̃2(t + 1) = φ̃2(t) + 1 , èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå Φ̃γΦ̃−1 = γ ; à â ñëó÷àå φ̃2(t + 1) = φ̃2(t) − 1 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
Φ̃γΦ̃−1 = γ−1 . Ýòî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü äèôôåîìîðôèçì Φ : M2 → M2

ôîðìóëîé Φ = pτ Φ̃p
−1
τ , ãäå p−1

τ (y) = {x ∈ S1 ×R| pτ (x) = y} îáîçíà÷àåò ïîëíûé ïðîîáðàç
òî÷êè y ∈M2 . Îòìåòèì, ÷òî íàêðûòèå p0 : {z}×R → S1 , îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé p0(t) =
e2πti , è äèôôåîìîðôèçì φ̃2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äèôôåîìîðôèçì φ2 : S1 → S1 òàêîé,
÷òî φ2p0 = p0φ̃2 . Äèôôåîìîðôèçì Φ áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
äèôôåîìîðôèçìîâ φ1, φ2 è îáîçíà÷àòü Φ = (φ1, φ2) .

Â ðàçäåëå 2.3. ìû ââîäèì êëàññ G(M2) ìîäåëüíûõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè äâóõ ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ íà îêðóæíîñòè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïðîèçâîëü-
íûõ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Φ = (φ1, φ2),Φ

′ = (φ′
1, φ

′
2) , çàäàííûõ íà îäíîì è òîì

æå ìíîãîîáðàçèè M2 ∈ {T2,K2} , îïðåäåëÿåòñÿ êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèç-
ìîâ φ1, φ2, φ

′
1, φ

′
2 .

Ò å î ð å ì à 1.1.

1. Ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû Φ = (φ1, φ2),Φ
′ = (φ′

1, φ
′
2) íà òîðå òîïîëîãè÷åñêè ñî-

ïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî φ1 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′
1 è
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φ2 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′
2 , ëèáî φ1 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′

2 è φ2

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′
1 .

2. Ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû Φ = (φ1, φ2),Φ
′ = (φ′

1, φ
′
2) íà áóòûëêå Êëåéíà òîïî-

ëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ1 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ
φ′
1 è φ2 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′

2 .

Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà îêðóæ-
íîñòè áûëà ïîëó÷åíà À.Ã. Ìàåéðîì â ðàáîòå [13] (èç ýòîé ðàáîòû òàêæå ñëåäóåò, ÷òî êëàññ
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññîì äèôôåî-
ìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà). Äëÿ ñâÿçíîñòè èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì åãî ðåçóëüòàòû â ðàç-
äåëe 2..

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.1. íå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Òàê, èç ðàáîòû [15] ß. Íèëüñåíà, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè Φ = (φ1, φ2) , Φ′ = (φ′

1, φ
′
2) � äâà ïåðèîäè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿ íà

òîðå ñ îäèíàêîâûì ïåðèîäîì3, òî ýòè äèôôåîìîðôèçìû òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû äàæå
â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè φi, φ

′
i ( i = 1, 2 ) íå

ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè (íàïðèìåð, èìåþò ðàçíûå ïåðèîäû).
Ïóñòü G(M2) � êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà äâóìåðíîì çàìêíó-

òîì ìíîãîîáðàçèè M2 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈ G(M2) ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê Ω1
f

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Σ1,Σ2

òàêèõ, ÷òî:

1) ìíîæåñòâà Af = cl W u
Σ1
, Rf = cl W s

Σ2
ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè;

2) (Ω0
f ∪ Ω2

f ) ⊂ Af ∪Rf ;

3) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, σ2 ∈ Σ1 ∪ Σ2 , ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé è
òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà Af (ðåïåëëåðà Rf ) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
cl (W s

σ1
) ∩ cl (W s

σ2
) = ∅ ( cl (W u

σ1
) ∩ cl (W u

σ2
) = ∅ ).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü f ∈ G(M2) . Òîãäà M2 äèôôåîìîðôíî ëèáî òîðó T2 ,
ëèáî áóòûëêå Êëåéíà K2 è íàéäåòñÿ ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì Φ = (φ1, φ2) , òîïîëî-
ãè÷åñêè ñîïðÿæåííûé ñ f .

Íåîïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 1.2. ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ
ïîòîêîâ. Ïóñòü F(M2) � êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ f t íà ïîâåðõíîñòè M2 òà-
êèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f t ∈ F(M2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1,2 è 3. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëåíèþ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, îïðåäåëèì ìîäåëüíûå ïîòîêè íà òîðå è áóòûëêå
Êëåéíà, ÿâëÿþùèåñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóáûõ ïîòîêîâ íà îêðóæíîñòè
ñîîòâåòñòâåííî.

Ò å î ð å ì à 1.3.

• Ïóñòü f t ∈ F(M2) . Òîãäà M2 ∈ {T2,K2} è íàéäåòñÿ ìîäåëüíûé ïîòîê íà M2 ,
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ïîòîêó f t .

3 Îòîáðàæåíèå f : M2 → M2 íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïåðèîäà m > 0 , åñëè fm(x) = x äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ M2 è ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà y ∈ M2 òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî y, f(y), ..., fm−1(y)
ñîñòîèò èç ïîïàðíî-ðàçëè÷íûõ òî÷åê.
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• Ìîäåëüíûå ïîòîêè Φt = (φt
1, φ

t
2),Φ

′t = (φ′
1
t, φ′

2
t) íà òîðå òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà-

ëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî φ1
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

1
t è

φ2
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

2
t , ëèáî φ1

t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′
2
t è

φ2
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

1
t .

• Ìîäåëüíûå ïîòîêè Φt = (φt
1, φ

t
2),Φ

′t = (φ′
1
t, φ′

2
t) íà áóòûëêå Êëåéíà òîïîëîãè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ1
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

1
t

è φ2
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

2
t .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿) ïðè
÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ (13-01-12452 îôè-ì2, 15-01-03687 À è
15-31-50394 ìîë_íð). Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêó çà âíèìàíèå ê
ðàáîòå.

2. Ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû, ÿâëÿþùèåñÿ ëîêàëüíî ïðÿìû-
ìè ïðîèçâåäåíèÿìè íà òîðå è áóòûëêå Êëåéíà

2.1. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ À.Ã. Ìàéåðà äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå íàïîìèíàþòñÿ ðåçóëüòàòû À.Ã. Ìàéåðà (ñì. [13]) ïî òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ
÷åðåç MS(S1) è ðàçîáúåì MS(S1) íà äâà ïîäêëàññà MS+(S1) è MS−(S1) , ñîñòîÿùèõ èç
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ è ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1.

1. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà φ ∈MS(S1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωφ ñîñòî-
èò èç ÷åòíîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

2. Åñëè φ ∈ MS+(S1) , òî âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä, åñëè
φ ∈MS−(S1) , òî â òî÷íîñòè äâå åãî íåáëóæàþùèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè, à
îñòàëüíûå èìåþò ïåðèîä 2.

Ïóñòü φ ∈MS+(S1) , 2n � ÷èñëî åãî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, k � ïåðèîä. Çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó p0 è çàíóìåðóåì îñòàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè â
ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ çà òî÷êîé p0 âäîëü îáõîäà îêðóæíîñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Åñëè
k > 1 , òî îáîçíà÷èì ÷åðåç l ∈ {1, . . . , k − 1} òàêîå öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ k , ÷òî
φ(p0) = p2nl . Åñëè k = 1 , òî ïîëîæèì l = 0 4. Çàìåòèì, ÷òî l íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè
p0 .

Ïóñòü φ ∈MS−(S1) , 2q � ÷èñëî åãî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2.

4 À.Ã. Ìàéåð âìåñòî ÷èñëà l èñïîëüçîâàë ÷èñëî r1 , êîòîðîå îí íàçûâàë ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì, òàêîå ÷òî
l · r1 ≡ 1(mod k) .
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1. Äâà äèôôåîìîðôèçìà φ;φ′ ∈ MS+(S1) ñ ïàðàìåòðàìè (n, k, l); (n′, k′, l′) ñîîòâåòñ-
âåííî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = n′, k = k′ è
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

• l = l′ ( ïðè ýòîì åñëè l ̸= 0 , òî ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ñîõðÿíÿåò
îðèåíòàöèþ ) ,

• l = k′ − l′ ( ïðè ýòîì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ìåíÿåò îðèåíòàöèþ ) .

2. Äâà äèôôåîìîðôèçìà φ;φ′ ∈ MS−(S1) ñ ïàðàìåòðàìè q; q′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = q′ .

2.2. Ìîäåëüíûå ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèô-
ôåîìîðôèçìîâ èç MS(S1)

Íàïîìíèì, ÷òî âî ââåäåíèè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå îáúåêòû: S1 = {z ∈ C| z = eix, x ∈
R} è p0 : R → S1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé p0(x) = e2πxi . Îïðå-
äåëèì äèôôåîìîðôèçì χ : S1 → S1 ôîðìóëîé χ(eix) = e−ix .

Äëÿ m ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç η̃m : R → R äèôôåîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ñäâèãîì íà
åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà ẋ = sin(2πmx) . Äëÿ k = 1 ïîëîæèì l = 0 , äëÿ k > 1 ïóñòü
l ∈ {1, ..., k−1} � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ k . Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçìû
θ̃k,l, ϕ̃n,k,l : R → R ôîðìóëàìè θ̃k,l(x) = x − l

k
, ϕ̃n,k,l = θ̃k,lη̃n·k . Òàê êàê äëÿ ëþáûõ n, k, l

äèôôåîìîðôèçì ϕ̃n,k,l óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ̃n,k,l(x + 1) = ϕ̃n,k,l(x) + 1 , òî ôîðìóëà
ϕn,k,l(z) = π(ϕ̃n,k,l(π

−1(z))) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçì ϕn,k,l : S1 → S1 , ðåàëèçóþùèé êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, îïðåäåëÿåìûé
òðîéêîé (n, k, l) .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæ-
íîñòè, ðåàëèçóþùåãî êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, îïðåäåëÿåìûé ÷èñëîì q ∈ N ,
ïîëîæèì ϕq(z) = ϕq,1,0(χ(z)) è îòìåòèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì ϕ̃q(x) = ϕ̃q,1,0(−x) ÿâëÿåòñÿ
íàêðûâàþùèì äëÿ ϕq(z) .

2.3. Îïðåäåëåíèå ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G(M2)

Íàïîìíèì, ÷òî âî ââåäåíèè òîð T2 è áóòûëêà Êëåéíà K2 îïðåäåëåíû êàê ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ S1 × R ïî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå äèôôåîìîðôèçìîâ
Γ = {γn, n ∈ Z} ñ îáðàçóþùåé γ(z, t) = (τ(z), t − 1), z ∈ S1, t ∈ R , τ : S1 → S1 �
òîæäåñòâåííûé äèôôåîìîðôèçì â ñëó÷àå òîðà è èíâîëþöèÿ τ(eix) = χ(eix) = e−ix â
ñëó÷àå áóòûëêè Êëåéíà, è ÷åðåç pτ : S1 × R →M2 îáîçíà÷åíà åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ φ1, φ2 ∈ MS(S1) è îïðå-
äåëèì ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì Φ ∈ G(T2) êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Φ = (φ1, φ2) .

Îïðåäåëèì ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì Φ ∈ G(K2) , ÿâëÿþùèéñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì Φ = (φ1, φ2) . Â êà÷åñòâå äèôôåîìîðôèçìà φ2 âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé
ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì èç ìíîæåñòâà MS(S1) , à â êà÷åñòâå äèôôåîìîðôèçìà φ1

âûáåðåì ëèáî äèôôåîìîðôèçì ϕq (ãäå q ∈ N � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî), ëèáî äèôôåî-
ìîðôèçì ϕn,1,0 , ëèáî äèôôåîìîðôèçì ϕn,2,1 (ãäå n ∈ N � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî). Òàêîé
âûáîð äèôôåîìîðôèçìà φ2 èñ÷åðïûâàåò âñå ìîäåëüíûå äèôôåîìîôèçìû èç ìíîæåñòâà
MS(S1) , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå φ2χ = χφ2 .
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2.4. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà
G(M2)

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 1.1..
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Φ = (φ1, φ2),Φ

′ = (φ′
1, φ

′
2) � ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû èç

êëàññà G(K2) , Φ̃ : S1×R → S1×R , Φ̃′ : S1×R → S1×R � íàêðûâàþùèå äèôôåìîðôèçìû
èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, è, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, φ1 = ϕq, φ2 =
ϕn,k,l , φ′

1 = ϕq′ , φ
′
2 = ϕn′,k′,l′ (ðàññóæäåíèÿ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ àíàëîãè÷íû).

Ïîëîæèì B̃1 = {S1 × { ν
2nk

}, ν ∈ Z} , B̃2 = {{eiπ
µ
q } × {R}, µ ∈ {0, ..., 2q − 1}} . Îòìåòèì,

÷òî pτ (B̃1 ∪ B̃2) =
∪

p,q∈Ω1
Φ

(cl W s
p ∪ cl W u

q ) , ïðè ýòîì ìíîæåñòâî B1 = pτ (B̃1) ñîñòîèò èç 2nk

äâóñòîðîííèõ êðèâûõ, à ìíîæåñòâî B2 = pτ (B̃2) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ îäíîñòîðîí-
íèõ êðèâûõ è (q − 1) îäíîñòîðîííèõ êðèâûõ. Ïóñòü B2 ∈ B2 � îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ.
Âûáåðåì íà B2 îðèåíòàöèþ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è çàíóìåðóåì êðèâûå B0

1 , ..., B
2nk−1
1 èç

ìíîæåñòâà B1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè îáõîäå êðèâîé B2 â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè îò
òî÷êè B0

1 ∩B2 ê òî÷êå B2nk−1
1 ∩B2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ âîçðàñòàëà, ïðîáåãàÿ âñå

çíà÷åíèÿ îò 0 äî 2nk − 1 . Îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà Φ íà ìíîæåñòâî B1 èíäóöè-
ðóåò ïîäñòàíîâêó P1 íà ìíîæåñòâå {0, 1, ..., 2nk−1} ïåðèîäà k , ïðè÷åì ëèáî P1(0) = 2nl
ëèáî P1(0) = 2n(k − l) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̃′
1, B̃′

2 , B̃′
1, B̃′

2 , P
′
1 àíàëîãè÷íûå îáúåêòû äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Φ′ .

Ïóñòü Φ,Φ′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : K2 → K2

òàêîé, ÷òî hΦ = Φ′h . Òîãäà h(Bi) = B′
i , i ∈ {1, 2} è ãîìåîìîðôèçì h|B1 ñîïðÿãàåò

ïîäñòàíîâêè P1, P
′
1 . Òîãäà q = q′, n = n′ , k = k′ è ëèáî l = l′ , ëèáî l = k′ − l′ , ÷òî, â

ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.2., îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû φi, φ
′
i òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû,

i ∈ {1, 2} .
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé Φ,Φ′ ∈ G(T2) . Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ ââåäåì ìíîæå-

ñòâà Bi,B′
i , i ∈ {1, 2} , êîòîðûå, â ýòîì ñëó÷àå, ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóñòîðîííèõ

êðèâûõ. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : T2 → T2 òàêîé, ÷òî hΦ = Φ′h .
Âîçìîæíû äâå ñèòóöèè: ëèáî h(Bi) = B′

i , i ∈ {1, 2} , ëèáî h(B1) = B′
2 , à h(B2) = B′

1 .
Â êàæäîé ñèòóàöèè ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Φ,Φ′ ∈ G(K2) è äèôôåîìîðôèçì φi òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì φ′

i ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà hi , i ∈ {1, 2} . Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ãîìåîìîðôèçì h̃2 : R → R òàêîé, ÷òî h̃2χ = χh̃2 è h̃2φ̃2 = φ̃′

2h̃2 . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî äèôôåîìîðôèçì Φ̃ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì Φ̃′ ïîñðåäñòâîì
ãîìåîìîðôèçìà h̃ = (h1, h̃2) è äèôôåîìîðôèçì Φ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåî-
ìîðôèçìîì Φ′ ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h = pτ h̃p

−1
τ . Ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå òîðà

àíàëîãè÷íû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû èç
êëàññà G(M 2)

Â ýòîì ðàçäåëå â ëåììå 3.2. äîêàçûâàåòñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 1.2..

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü P1 , P2 � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà òàêèå, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû h1 : S1 × [0, 1] → P1 è h2 : S1 × [0, 1] → P2 . Òîãäà

a) åñëè P1 ∩ P2 = h1(S1 × {1}) = h2(S1 × {0}) , òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H :
S1 × [0, 1] → P1 ∪ P2 ;
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b) åñëè P1 ∩ P2 = h1(S1 × {0, 1}) = h2(S1 × {0, 1}) , òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå H : S1 × [0, 1] → P1 ∪P2 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ H|S1×(0,1) , H|S1×{0} è H|S1×{1}
ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñëó÷àå a) îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì h1,2 : S1 → S1 ôîðìóëîé
h−1
2 (h1(q, 1)) = (h1,2(q), 0) äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ S1 è ãîìåîìîðôèçì H1,2 : S1 × [0, 1] →

S1 × [0, 1] ôîðìóëîé H1,2(q, t) = (h1,2(q), t) . Ïîëîæèì H2 = h2H1,2 : S1 × [0, 1] → P2 . Òîãäà
èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì H : S1 × [0, 1] → P1 ∪ P2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

H(q, t) =

{
h1(q, 2t), t ∈ [0, 1

2
]

H2(q, 2t− 1), t ∈ [1
2
, 1].

Â ñëó÷àå b) íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h1(S1 × {1}) = h2(S1 × {0}) .
Òîãäà îòîáðàæåíèå H , ïîñòðîåííîå â ïóíêòå a) áóäåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì íà ìíîæåñòâå
S1 × [0, 1) è H(S1 × {0}) = H(S1 × {1}) . Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå H ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì è åãî îãðàíè÷åíèÿ H|S1×(0,1) , H|S1×{0} è H|S1×{1} ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.2. Ïóñòü f ∈ G(M2) , òîãäà M2 äèôôåîìîðôíî ëèáî òîðó, ëèáî áó-
òûëêå Êëåéíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M2)
çàìûêàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè V ìíîæåñòâà Vf =M2\(Af∪Rf ) ãîìåîìîðôíî
S1 × [0, 1] .

Òàê êàê V � ñâÿçíî è ïðèíàäëåæèò óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ àòòðàêòîðà Af

(íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ ðåïåëëåðà Rf ), òî V ñîäåðæèò â ñâîåì çàìûêàíèè ðîâ-
íî ïî îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå A,R ìíîæåñòâ Af ,Rf . Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ìíîæåñòâà V,A,R èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà f (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïåðåéäåì ê ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÷åðåç UA çàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A â V , äëÿ êîòîðîé
ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì hA : UA → S1 × [0, 1] òàêîé, ÷òî hA|A = S1 × {0} . Ïîëîæèì
SA = h−1

A (S1 × {1}) è îáîçíà÷èì ÷åðåç UR ⊂ V , hR : UR → S1 × [0, 1] è SR àíàëîãè÷íûå
îáúåêòû äëÿ ìíîæåñòâà R .

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî ν∗ , òàêîå ÷òî S∗
A = f−ν∗(SA) ⊂ UR . Äåé-

ñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ SA ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî ν(t) è îêðåñòíîñòü
Ut ⊂ SA òàêèå, ÷òî ÷òî f−ν(Ut) ⊂ UR äëÿ âñåõ ν ≥ ν(t) . Ñîâîêóïíîñòü {Ut}t∈SA

îáðàçóåò
ïîêðûòèå îêðóæíîñòè SA . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè SA , ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî òî-
÷åê t1, ..., tm òàêèõ, ÷òî èõ îêðåñòíîñòè Ut1 , ...Utm ⊂ {Ut}t∈SA

îáðàçóþò êîíå÷íîå ïîêðûòèå
îêðóæíîñòè SA . Â êà÷åñòâå ν∗ âûáåðåì ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë ν(t1), ..., ν(tm) .

Ïîêàæåì, ÷òî R è SR ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
UR\S∗

A . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà S
∗
A ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ UR

è íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî νD ≥ ν∗ òàêîå, ÷òî f νD(D ∪ f−ν∗(UA)) ⊂ UA . Îêðóæíîñòü
S = f νD(S∗

A) = f νD−ν∗(SA) ãîìîëîãè÷íà îêðóæíîñòè A â VA , òàê êàê S ∪ A ÿâëÿåòñÿ
ãðàíèöåé êîëüöà f νD−ν∗(UA) ⊂ UA . C äðóãîé ñòîðîíû, S îãðàíè÷èâàåò äèñê f νD(D) ⊂ UA ,
ñëåäîâàòåëüíî, S ãîìîëîãè÷íà íóëþ â VA . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî
S∗
A äåëèò R è SR â UR . Òàê êàê UR ïî óñëîâèþ ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

S1 × [0, 1] , òî çàìûêàíèå îáëàñòè â UR , îãðàíè÷åííîé çàìêíóòûìè êðèâûìè R è S∗
A

òàêæå ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S1×[0, 1] . Ìíîæåñòâî f−ν∗(UA) ãîìåîìîðôíî
ìíîæåñòâó UA , ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîðôíî S1 × [0, 1] . Â ñèëó ëåììû 3.1. çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà V ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S1 × [0, 1] .
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Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Af∪Rf . Â ñèëó ëåììû3.1.
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Ef : S1 × [0, 1] → M2 \ B òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
Ef |S1×(0,1) : S1 × (0, 1) → M2 \ B , Ef |S1×{0} : S1 × {0} → B , Ef |S1×{1} : S1 × {1} → B
ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ef,0 : S1 → B (Ef,1 : S1 → B) ãîìåî-
ìîðôèçì òàêîé, ÷òî Ef (z, 0) = Ef,0(z) (Ef (z, 1) = Ef,1(z)) äëÿ ëþáîãî z ∈ S1 . Ïîëî-
æèì τ = E−1

f,0Ef,1 : S1 → S1. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ìíîãîîáðàçèå M2 äèôôåîìîðôíî
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ S1 × [0, 1]/∼ ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè
(z, 1) ∼ (τ(z), 0) , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, äèôôåîìîðôíî ëèáî òîðó T2 (â ñëó÷àå, êîãäà
τ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîì), ëèáî áóòûëêîé Êëåéíà (åñëè τ
ÿâëÿåòñÿ ìåíÿþùèì îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîì).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà
G(M2)

4.1. Îñíàùåííûé ãðàô äèôôåîìîôèçìà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàò ðàáîòû [8], èç êîòîðîãî ñëåäóåò,
÷òî äâà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìà íà ïîâåðõíîòè òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæå-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçîìîðôíû èõ ðàçëè÷àþùèå ãðàôû, àíàëîãè÷íûå ãðàôó
Ïåéøîòî. Íèæå äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèâîäèòñÿ òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà
ðåçóëüòàòà.

Ïóñòü f : M2 → M2 � ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì. Ïîñòàâèì åìó â ñîîò-
âåòñòâèå îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Γf , ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî èçîìîðôíî ìíîæåñòâó
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Ωf , ìíîæåñòâî ðåáåð èçîìîðôíî ìíîæåñòâó âñåõ ñåïàðàòðèñ ñåäëî-
âûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, è êàæäîå ðåáðî îðèåíòèðîâàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé
ñåïàðàòðèñû (îò èñòî÷íèêà ê ñåäëó èëè îò ñåäëà ê ñòîêó). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηf èçîìîð-
ôèçì èç ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è ñåïàðàòðèñ äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâî
íà ìíîæåñòâî âåðøèí è ðåáåð ãðàôà Γf .

Äèôôåîìîðôèçì f èíäóöèðóåò íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà Γf ïîäñòàíîâêó, êîòîðóþ
îáîçíà÷èì ÷åðåç Pf .

Ïóñòü Lω � ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ â ñâîåì çàìûêàíèè ñòîêîâóþ ïåðèî-
äè÷åñêóþ òî÷êó ω ∈ Ωf è nω � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Lω . Âûáåðåì äèñê dω ⊂ W s

ω , òàêîé,
÷òî ω ⊂ int dω , à ãðàíèöà cω äèñêà dω ïåðåñåêàåò êàæäóþ ñåïàðàòðèñó èç ìíîæåñòâà
Lω â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Çàíóìåðóåì ñåïàðàòðèñû lω,1, ..., lω,nω èç ìíîæåñòâà Lω òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ïðè îáõîäå äóãè cω îò òî÷êè lω,1∩cω ê òî÷êå lω,nω ∩cω íîìåðà ñåïàðàòðèñ
âîçðàñòàëè, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàÿ âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî nω , à äèñê dω îñòàâàëñÿ
ñëåâà.

Çàíóìåðóåì ìíîæåñòâî ðåáåð Eω = ηf (Lω) , èíöèäåíòíûõ âåðøèíå ηfω â ñîîòâåòñòâèè
ñ âûáðàííîé íóìåðàöèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåïàðàòðèñ.

Ãðàô Γf , â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà ηf (ω), ω ∈ Ω0
f , îñíàùåíà íóìåðàöèåé èíöèäåíò-

íûõ åé ðåáåð, ñîãëàñîâàííîé ñ íóìåðàöèåé ñåïàðàòðèñ, íàçûâàåòñÿ îñíàùåííûì ãðàôîì
äèôôåîìîðôèçìà f .

Îñíàùåííûå ãðàôû Γf ,Γf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò èçî-
ìîðôèçì ξ : Γf → Γf ′ òàêîé, ÷òî:

1. ξ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ ðåáåð;
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2. ξPf = P ′
fξ ;

3. äëÿ êàæäîé âåðøèíû w , ñîîòâåòñâóþùåé ñòîêîâîé òî÷êå, ïîäcòàíîâêà, êîòîðóþ èí-
äóöèðóåò èçîìîðôèçì ξ íà ìíîæåñòâå {1, ..., Nω} , ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ öèêëè÷åñêîé
ïîäñòàíîâêè.

Â ñèëó [8] (ñì. òàêæå [10], òåîðåìà 3.2.1) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.1. Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ : M2 →
M2 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îñíàùåííûå ãðàôû Γf ,Γf ′

èçîìîðôíû.

4.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4.1. äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M2) íàéäåòñÿ ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì Φ : M2 →
M2 , îñíàùåííûé ãðàô ΓΦ êîòîðîãî èçîìîðôåí ãðàôó Γf .

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëüíûå äèôôåîìîôèçìû ðåàëèçóþò âñåâîçìîæíûå êëàññû (îòíîñè-
òåëüíî èçîìîðôèçìà, îïðåäåëåííîãî âûøå) îñíàùåííûõ ãðàôîâ è ïîäñòàíîâîê íà èõ ìíî-
æåñòâå âåðøèí, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ãðàô ñâÿçåí; íå èìååò êðàòíûõ ðåáåð è öèêëîâ (ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè);

2. êàæäàÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà ðîâíî ÷åòûðåì ðåáðàì;

3. ìíîæåñòâî âåðøèí ðàçáèâàåòñÿ íà òðè èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè ïîä-
ìíîæåñòâà: ñòîêîâûå (äëÿ êàæäîé ñòîêîâîé âåðøèíû w âñå èíäèäåíòíûå åé ðåáðà
îðèåíòèðîâàíû ê ω ), èñòî÷íèêîâûå (äëÿ êàæäîé èñòî÷íèêîâîé âåðøèíû a âñå èíöè-
äåíòíûå åé ðåáðà îðèåíòèðîâàíû îò a ) è ñåäëîâûå (äëÿ êàæäîé ñåäëîâîé âåðøèíû
s ðîâíî äâà ðåáðà îðèåíòèðîâàíû ê s è äâà � îò s );

4. ÷èñëî ñòîêîâûõ âåðøèí ðàâíî ÷èñëó èñòî÷íèêîâûõ âåðøèí;

5. ÷èñëî ñåäëîâûõ âåðøèí ðàâíî ñóììå ÷èñåë ñòîêîâûõ è èñòî÷íèêîâûõ âåðøèí.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M2) îñíàùåííûé ãðàô Γf è ïîäñòàíîâêà
Pf îáëàäàþò ñâîéñòâàìè 1-5. Äåéñòâèòåëüíî, ñâîéñòâà 1, 3 è 5 ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ
ãðàôà Γf è ôîðìóëû Ëåôøåöà. Èç óñëîâèé 1-2, îïðåäåëÿþùèõ êëàññ G(M2) , ñëåäóåò,
÷òî ÷èñëî ñòîêîâûõ |Ω0

f | è ÷èñëî ñåäëîâûõ òî÷åê |Σ1| , ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Af ,
îäèíàêîâî. Àíàëîãè÷íî, ðàâíû ÷èñëî |Ω2

f | èñòî÷íèêîâûõ è ÷èñëî |Σ2| ñåäëîâûõ òî÷åê,
ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Rf . Èç óñëîâèÿ 3 îïðåäåëåíèÿ êëàññà G(M2) ñëåäóåò, ÷òî
|Σ1| ≤ |Ω2

f | , |Σ2| ≤ |Ω0
f | . Íî èç ôîðìóëû Ëåôøåöà ñëåäóåò, ÷òî |Σ1| + |Σ2| = |Ω2

f | + |Ω0
f | ,

òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà |Σ1| = |Ω2
f | , |Σ2| = |Ω0

f | , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàôà Γf

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2,4.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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On topological classi�cation of gradient-like systems on
surfaces, that are locally direct product
c⃝ E.Ya. Gurevich5, S. H. Kapkaeva6

Abstract. We introduce a class of gradient-like dynamical systems for which the problem of
topological classi�cation is reduced to topological classi�cation of structurally stable systems on
the circle obtained by A. Mayer.

Key Words: Morse-Smale gradient-like di�eomorphism topological conjugacy, mapping torus,
locally direct product.
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