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Êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â

èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäàõ

c⃝ Ñ. Í. Íàãîðíûõ1

Àííîòàöèÿ. Â ðàçâèòèå òåîðèè èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ [1] ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè) â âèäå äåëüòà-ôóíêöèè â òî÷êå áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà, êðè-
òè÷åñêèå ïàðàìåòðû è ñâÿçü ñ òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, óðàâíåíèå Ôîêêåðà-
Ïëàíêà, óðàâíåíèå Ôåðõþëüñòà

Èçâåñòíà ðàáîòà[1], â êîòîðîé îäèí êðèòè÷åñêèé ïàðàìåòð λ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
(ÏÂ) â èíäóöèðîâàííûõ øóìîì σ2

2
ïåðåõîäàõ (ÈØÏ) íàéäåí èç óñëîâèÿ P ′

S(x) = 0 â âèäå

λ = σ2

2
, ãäå PS(x) - ñòàöèîíàðíàÿ ÏÂ, èëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (ÓÔÏ).

Äðóãîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ = 0 íàéäåíî èç ñìåíû ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
èíòåãðàëîâ â êëàññèôèêàöèè Ãèõìàíà-Ñêîðîõîäà ïðè λ < 0 è λ > 0 äëÿ ÏÂ òàêæå
ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ÓÔÏ. Ýòî çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå áèôóðêàöèè λ = 0, x = 0
óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà:

ẋ = λx+ x2 (1.1)

ãäå: x -ïëîòíîñòü, íàïðèìåð.
Îäíàêî ðåøåíèå ÓÔÏ â x = 0 íå ñóùåñòâóåò. Â [1] ÏÂ, èëè ðåøåíèå ÓÔÏ â x = 0

ïðèíÿòî â âèäå äåëüòà-ôóíêöèè δ(x) .Â äàííîé ðàáîòå èùåì óñëîâèÿ, â òîì ÷èñëå êðèòè-
÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ÏÂ, òî åñòü ðåøåíèå ÓÔÏ â òî÷êå x = 0 ìîæåò
áûòü âçÿòî â âèäå δ(x) .

Ïóñòü èçâåñòíî PS(x) ïî Ñòðàòàíîâè÷ó:

PS(x) = Nx
2λ
σ2−1 exp(

−2x

σ2
), (1.2)

ãäå: N = ( 2
σ2 )

2λ
σ2 /Ã(2λ

σ2 ),Ã(
2λ
σ2 ) -ãàììà-ôóíêöèÿ.

Ïðåäñòàâèì (1.2) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ aϵ(x)ϕ(x) ñîãëàñíî [2]:

aϵ(x) = xϵ−1ϵχ(x) (1.3)

ϕ(x) =
( ϵ
λ
)ϵ

Ã(ϵ+ 1)
exp(− ϵ

λ
x), (1.4)

ãäå ïàðàìåòð ÏÂ ϵ = 2λ
σ2 , χ(x) -ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà,Ã(ϵ + 1) = ϵÃ(ϵ) - ãàììà ôóíêöèÿ.

Ïðîáíîé íàçîâåì áåñêîíå÷íîãëàäêóþ ôèíèòíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) .
Íàéäåì ïðåäåë ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà âèäà:

Tϵ[ϕ(x)] =

∫
aϵ(x)ϕ(x)dx (1.5)

ïðè ϵ→ 0 èëè âèäà:

Tϵ[ϕ(x)] = ϵ

∫ M

0

xϵ−1ϕ(x)dx (1.6)

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; algoritm@sandy.ru
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Âåðõíèé ïðåäåë M îáóñëîâëåí ôèíèòíîñòüþ ϕ(x) . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè ϕ(x) (1.4) ìîæíî íàéòè â òî÷êå vx ∈ (0, x)

ϕ(x) = ϕ(0) + xϕ′(vx) (1.7)

è ïåðåïèñàòü (1.6):

Tϵ[ϕ(x)] = ϕ(0)ϵ

∫ M

0

xϵ−1dx+ ϵ

∫ M

0

xϵϕ′(vx)dx (1.8)

Ïåðâûé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè ϵ → 0 . Âòîðîé èíòåãðàë â ñèëó |ϕ′(x)| <
N,N <∞ ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Èìååì:

lim
ϵ→0

Tϵ[ϕ(x)] = ϕ(0) (1.9)

Âûðàæåíèå (1.9) îçíà÷àåò, ÷òî aϵ(x) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê δ(x) ïðè ϵ→ 0 . Â ñèëó (1.7) èç
(1.5) èìååì:

PS(x) = δ(x) (1.10)

Òàêèì îáðàçîì íåîáõîäèìî (1.10), ÷òîáû PS(x) (1.2) áûëî àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì
ÓÔÏ â òî÷êå x = 0, λ = 0 (1.1).

Ïóñòü èçâåñòíî ðåøåíèå ÓÔÏ â âèäå:

P (x, t) = δ(x− b(t)) (1.11)

Òîãäà äîñòàòî÷íî çàäàòü óðàâíåíèå áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì (1.1):

db(t)

dt
= v(b(t), t) + v1(b(t), t) (1.12)

Äèôôåðåíöèðóÿ (1.10) ïî âðåìåíè t , ïîëó÷àåì:

∂p(x, t)

∂t
= −ḃ(t) ∂

∂x
δ(x− b(t)) (1.13)

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè îò x âíîñèì ḃ(t) ïîä çíàê ∂
∂x
. Ñ ó÷åòîì âûêàëûâàþùåãî ñâîéñòâà

δ(x) ìíîæèòåëü ḃ(t) ñòàíîâèòñÿ çàâèñèìûì îò x , ÷òî äàåò ÓÔÏ [1]:

∂p

∂t
= −∂I

∂x
, I = P (x, t)[(v(x(t), t) + v1(x(t), t)], (1.14)

ãäå v = f(x, t) - ÿâëåíèÿ ïåðåíîñà èëè ðîæäåíèÿ è ñìåðòè òèïà (1.1)

v1 =
σ2

2

1

p(x, t)

∂(p(x, t)ξ2(x, t))

∂x
, (1.15)

ãäå ξ2(x, t) - êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.
Ñôîðìóëèðóåì (1.1-1.15) â âèäå òåîðåìû Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà: äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è

ïåðåñå÷åíèÿ ïî x ðåøåíèÿ PS(x) ÓÔÏ ïî Ñòðàòàíîâè÷ó â òî÷êå x = 0 ñî ñòàöèîíàðíûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà â òî÷êå áèôóðêàöèè x = 0, λ = 0 íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû îíî èìåëî âèä δ(x) èëè δ(x − b(t)) â ñòàöèîíàðíîì èëè íåñòàöèîíàðíîì
ñëó÷àå ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Ïðè ∂p
∂t

= 0, I = 0 â òî÷êå x0 ̸= 0 PS(x) = δ(x− x0) .
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.3. Ïðè ∂p
∂t

= 0 è (1.14) òèïà Ñòðàòàíîâè÷à [1] íàîáîðîò èìå-
åì (1.12), íàïðèìåð, âèäà

ẋ = (λ− σ2

2
)x− x2(1 +

σ2

2

∂ lnP

∂x
|x=x0) (1.16)

ñ òî÷êîé áèôóðêàöèè λ = σ2

2
, x = 0 . Ýòà òî÷êà àíàëîãè÷íà òî÷êå áèôóðêàöèè ÏÂ

P ′
S(x) = 0 ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà λ = σ2

2
.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.4. Ïðè λ → 0 è σ2

2
→ ∞ âåðîÿòíîñòíàÿ íåñîâìåñòíîñòü

âëå÷åò: λ = λ0 + σξ̄ , ãäå λ0 - ïàðàìåòð, ξ̄ - áåëûé øóì. Äëÿ òðåõ ÏÂ (1.10), (1.2)
ëîêàëèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîé âåðîÿòíîñòè âîçíèêàåò ïðè λ0 → 0 , òî åñòü â îêðåñòíîñòè
òî÷êè áèôóðêàöèè (1.1) èëè (1.16), ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåìîé Êèôåðà [3].

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.5. Ïðè ∂p(x,t)
∂t

= 0, I(p(x, t), x(t), t) = 0 (1.14) ïîëó÷àåòñÿ PS(x)
âèäà (1.2).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.6. Ïðè ðàñøèðåíèè PS(x, t) äî PS(x, p̄, t) , â ñòàöèîíàðíîì ñëó-
÷àå ñëåäóåò òåîðåìà Ëèóâèëëÿ, ãäå p̄ - èìïóëüñ èç ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè.
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Critical Parameters of Probability Density in

Noise-Induced Transitions.

c⃝ S. N. Nagornykh2

Abstract. Under development of the noise-induced transitions theory all necessary and su�cient
conditions of Fokker-Plank equations solutions are considered as delta-function in bifurcation point
of Verhulst equation in connection of Liouville theorem. The critical parameters of probability
density are estimated.
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