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Àííîòàöèÿ. Ìåòîäàìè òåîðèè âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé èññëåäîâàíà çà-
äà÷à î âîçìóùåíèè n -êðàòíîé ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè áèôóðêàöèè
Ïóàíêàðå-Àíäðîíîâà-Õîïôà ïðè íàëè÷èè îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà, âîçìóùåíèå êðèòè÷åñêîé ïàðû ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé.

1. Ââåäåíèå

Â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E1 , E2 â îáîçíà÷åíèÿõ è òåðìèíîëîãèè [1, 2] çàäà÷à î âåòâ-
ëåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà ñ íåîáðàòèìûì îïåðà-
òîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

A
dx

dt
= B(λ)x−R(x, λ), R(0, λ) ≡ 0, B(λ) = B0 + εB1 + ε2B2 + . . . , ε = λ− λ0, (1.1)

ãäå A è B0 = B(λ0) - ïëîòíî çàäàííûå ëèíåéíûå ôðåäãîëüìîâû îïåðàòîðû, N(A) =
span{ϕj}m1 , N∗(A) = span{ψj}m1 ; N(B0) = span{ϕ̂k}n1 , N∗(B0) = span{ψ̂k}n1 - èõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâà íóëåé è äåôåêòíûõ ôóíêöèîíàëîâ, {σl}m1 , ⟨ϕj, σl⟩ = δjl , {ζl}m1 , ⟨ζl, ψj⟩ = δlj ;

{σ̂s}n1 , ⟨ϕ̂k, σ̂s⟩ = δks , {ζ̂s}n1 , ⟨ζ̂s, ψ̂k⟩ = δsk - ñîîòâåòñòâóþùèå áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû,
∥R(x, λ0+ε)∥ = o(∥x∥) . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû A è B0 íå èìåþò îáùèõ íóëü-
ýëåìåíòîâ, à òàêæå óñëîâèÿ: 1◦ DB⊂DA è A ïîä÷èíåí B0 , ò. å. ∥Ax∥ 6 ∥B0x∥ + ∥x∥ íà
DB0 èëè DA⊂DB0 è B0 ïîä÷èíåí A , ò. å. ∥B0x∥ 6 ∥Ax∥ + ∥x∥ íà DA , ÷òî ïîçâîëÿåò
ñâåñòè îáñóæäåíèå ê îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðàì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. ×èñëî λ0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè (óñèëåí-
íîé áèôóðêàöèè) Àíäðîíîâà-Õîïôà óðàâíåíèÿ (1.1), åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
Oε(λ0) , òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk ⊂ Oε(λ0) , λk → λ0 (ëþáîãî
λ ∈Oε(λ0) ) óðàâíåíèå (1.1) èìååò 2π

α+µk
-ïåðèîäè÷åñêîå ( 2π

α+µ(ε)
-ïåðèîäè÷åñêîå) ìàëîå ïî

íîðìå E1 ðåøåíèå x = xk(t) ( x = xλ(t) ), ïðè÷åì Mk = max
t

∥xk(t)∥ → 0 ïðè k → ∞
(Mλ = max

t
∥xλ(t)∥→0 ïðè λ→ λ0 ).

Çäåñü èññëåäóåòñÿ âåòâëåíèå ÷èñòî ìíèìûõ A -ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B0 è
îòâå÷àþùèõ èì ïåðèîäè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ (ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé) ëèíåà-
ðèçîâàííûõ çàäà÷ I è II ñîîòâåòñòâåííî ïðè âîçìóùåíèè B(ε) îïåðàòîðà B0

(I) : A
dx

dt
= (B0 +B(ε))x è (II) : A

dx

dt
= (B0 +B(ε))x− h(t)

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê; andrej_kjashkin@list.ru.

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû "Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà" , Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò, ã. Óëüÿíîâñê; loginov@ulstu.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê; korspa@yandex.ru.
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â ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ [1],[3-5] :
1◦ . ×èñëî α ÿâëÿåòñÿ A -ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà B(α) , ò. å.

B(α)Uk =

(
B0 αA

−αA B0

)(
u1k
u2k

)
= 0 , B∗(α)Vk =

(
B∗

0 −αA∗
0

αA∗
0 B0

)(
v1k
v2k

)
= 0 , k = 1, n ,

ñ 2n -ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íóëü-ýëåìåíòîâ

N (B(α)) = span

{
Φ

(1)
1k =

(
u1k
u2k

)
, Φ

(1)
2k =

(
u2k
−u1k

)
, k = 1, n

}
, (1.2)

N (B∗(α)) = span

{
Ψ

(1)
1k =

(
−v2k
v1k

)
, Ψ

(1)
2k =

(
v1k
v2k

)
, k = 1, n

}
. (1.3)

Ïðè ýòîì ÷èñëà ±kα , k = 0, 1, 2, . . . íå ÿâëÿþòñÿ A -ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðè÷-
íîãî îïåðàòîðà B(α) ̸≡ 0 .

2◦ . A -æîðäàíîâû öåïî÷êè ýëåìåíòîâ Φ
(1)
ik , Ψ

(1)
ik , i=1, 2 , k=1, n , îïåðàòîð-ôóíêöèé

B(α + µ) ≡ B(α) − µA =

(
B0 αA

−αA B0

)
− µ

(
0 −A
A 0

)
è B∗(α + µ) ≡ B∗(α) −

−µA∗ =

(
B∗

0 −αA∗

αA∗ B∗
0

)
− µ

(
0 A∗

−A∗ 0

)
, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè B(α)Φ

(s)
jk = AΦ

(s−1)
jk ,

B∗(α)Ψ
(s)
jk = A∗Ψ

(s−1)
jk , èìåþò êîíå÷íûå äëèíû pk , ò. å. îáðàçóþò ïîëíûé êàíîíè÷åñêèé

îáîáùåííûé æîðäàíîâ (A -æîðäàíîâ) íàáîð (ÎÆÍ) [1]. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè â ñè-
ëó ðàçðåøèìîñòè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

⟨AΦ
(s)
ik ,Ψ

(1)
jl ⟩ = δijδklδspk , ⟨Φ(1)

ik ,A∗Ψ
(s)
jl ⟩ = δijδklδspl ,

s = 1, pk(pl), i, j = 1, 2, k, l = 1, n,
(1.4)

èëè, ýêâèâàëåíòíî, â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

⟨Au(s)1k , v
(1)
2l ⟩ = ⟨Au(s)2k , v

(1)
1l ⟩, s = 1, pk, ⟨Au(s)1k , v

(1)
1l ⟩+ ⟨Au(s)2k , v

(1)
2l ⟩ = δklδspk ,

⟨u(1)1k , A
∗v

(s)
2l ⟩ = ⟨u(1)2k , A

∗v
(s)
1l ⟩, s = 1, pl, ⟨u(1)1k , A

∗v
(s)
1l ⟩+ ⟨u(1)2k , A

∗v
(s)
2l ⟩ = δklδspl ,

k, l = 1, n.

(1.5)

Ñîãëàñíî [3-10], [12-14] â ñèëó ëåììû î áèîðòîãîíàëüíîñòè îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ
öåïî÷åê (ÎÆÖ) è ëèíåéíîñòè îïåðàòîð-ôóíêöèé B(α)−µA è B∗(α)−µA∗ ýòîò íàáîð
âñåãäà ìîæåò áûòü âûáðàí òðèêàíîíè÷åñêèì, òî åñòü

⟨Φ(s)
ik ,Γ

(σ)
jl ⟩ = δijδklδsσ, Γ

(σ)
jl = A∗Ψ

(pl+1−σ)
jl ; ⟨Z(s)

ik ,Ψ
(σ)
jl ⟩ = δijδklδsσ,

Z
(s)
ik = AΦ

(pk+1−s)
ik , j = 1, 2, s(σ) = 1, pk(pl), k, l = 1, n.

(1.6)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

⟨u(s)1k , A
∗v

(pl+1−σ)
1l ⟩+ ⟨u(s)2k , A

∗v
(pl+1−σ)
2l ⟩ = δklδsσ ∼ ⟨Au(pk+1−s)

1k , v
(σ)
1l ⟩+ ⟨Au(pk+1−s)

2k , v
(σ)
2l ⟩ = δklδsσ;

⟨u(s)1k , A
∗v

(pl+1−σ)
2l ⟩ = ⟨u(s)2k , A

∗v
(pl+1−σ)
1l ⟩ ∼ ⟨Au(pk+1−s)

1k , v
(σ)
2l ⟩ = ⟨Au(pk+1−s)

2k , v
(σ)
1l ⟩.

(1.7)
Ñëåäóÿ [11], â ýòîé ðàáîòå äàëåå èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ (I) è (II) íà îñíîâå êðàòêî

ïðåäñòàâëåííîãî àïïàðàòà îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Ïðèìåíåíèå íîðì ïîä÷èíåííîñòè îïåðàòîðîâ A è B0 ïîç-
âîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ
áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1).
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2. Âåòâëåíèå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ A -ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïå-
ðàòîðà B0

Âûïîëíèì êîìïëåêñèôèêàöèþ óðàâíåíèÿ (I), ðàññìàòðèâàÿ åãî â ïðîñòðàíñòâàõ Ek =
= Ek u iEk , k = 1, 2 , ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàòîð B(ε) â ñèëó åãî ëèíåéíîñòè òàêæå
äîïóñêàåò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðàñøèðåíèå íà ýòè ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ýëåìåíòû uk =
= u1k + i u2k , ūk è vk = v1k + i v2k , v̄k ÿâëÿþòñÿ A -ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè îïåðàòîðà
B0 , ò. å. ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ñëåäóþùèõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

B0uk = iαAuk, B0ūk = −iαAūk, B∗
0vk = −iαA∗vk, B∗

0 v̄k = iαA∗v̄k, k = 1, n. (2.1)

Èì îòâå÷àþò A- è A∗-æîðäàíîâû íàáîðû (A- è A∗ -ÆÍ ≡
ÎÆÍ ), {u(j)k } , {ū(j)k } è {v(j)k } , {v̄(j)k } , â êîòîðûõ îáîáùåííûå

æîðäàíîâû öåïî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (B0 − iαA)u
(j)
k =

=Au
(j−1)
k , (B0+iαA)ū

(j)
k = −Aū(j−1)

k ; (B∗
0+iαA

∗)v
(j)
k = −A∗v

(j−1)
k , (B∗

0−iαA∗)v̄
(j)
k = A∗v̄

(j−1)
k ,

j = 2, pk , k = 1, n è ñîîòâåòñòâåííî (1.6) è (1.7) ìîãóò áûòü âûáðàíû óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèÿì áèîðòîãîíàëüíîñòè

⟨u(j)k , ϑ(l)
s ⟩ = δjlδks, ⟨z(j)k , v(l)s ⟩ = δksδjl, z

(k)
j = Au

(pk+1−j)
k , ϑ(l)

s = A∗v(ps+1−l)
s . (2.2)

Âûïîëíåíèåì ïîäñòàíîâêè À.Ïóàíêàðå t = τ
α+µ

, x(t) = y(τ) , ãäå µ = µ(ε) - ïîäëåæà-
ùàÿ îïðåäåëåíèþ ìàëàÿ äîáàâêà ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé, çàäà÷à I ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ
2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

B0y = µC y +B(ε)y, B0y = (B0y)(τ) ≡ B0y(τ)− αA
dy

dτ
, C y = (C y)(τ) ≡ A

dy

dτ
. (2.3)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåìûé ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîð (B0y)(τ) è îñòàëüíûå îïåðàòîðû îòîá-
ðàæàþò ïðîñòðàíñòâî Y 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé τ
ñî çíà÷åíèÿìè â E1 = E1u i E1 â ïðîñòðàíñòâî Z 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé τ ñî çíà÷å-
íèÿìè â E2 = E2u i E2 . Äóàëüíîñòü ìåæäó Y è Y∗ (Z è Z∗ ) îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîãî
âèäà ôóíêöèîíàëàìè

⟨⟨y, f⟩⟩ = 1

2π

∫ 2π

0

⟨y(τ), f(τ)⟩dτ, y ∈ Y , f ∈ Y∗ (y ∈ Z, f ∈ Z∗).

Ïîäïðîñòðàíñòâà N (B0) , N (B∗
0) íóëåé îïåðàòîðîâ B0 è B∗

0 2n -ìåðíû

N (B0)=span{φ(1)
k =φ

(1)
k (τ)=uke

iτ , φ̄
(1)
k }nk=1, N (B∗

0)=span{ψ
(1)
k =ψ

(1)
k (τ)=vke

iτ , ψ̄
(1)
k }nk=1,

áèîðòîãîíàëüíûå èì ýëåìåíòû âûáèðàþòñÿ êàê A∗- è A-îáðàçû ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ

ÎÆÖ A∗ψ
(pk)
k = A∗v

(pk)
k eiτ = γ

(1)
k è A∗φ

(pj)
j = A∗u

(pj)
j eiτ = z

(1)
k . Îòâå÷àþùèå áàçèñíûì

ýëåìåíòàì ïîäïðîñòðàíñòâ N (B0) è N (B∗
0) ÎÆÖ èìåþò âèä φ

(j)
k = u

(j)
k eiτ , ψ

(j)
k = v

(j)
k eiτ

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè áèîðòîãîíàëüíîñòè

⟨⟨φ(j)
k , γ

(l)
s ⟩⟩ = δksδjl, ⟨⟨z(j)k , ψ

(l)
s ⟩⟩ = δksδjl,

γ
(l)
s = θ

(l)
s eiτ = A∗v

(ps+1−l)
s eiτ , z

(j)
k = z

(j)
k eiτ = Aφ

(pk+1−j)
k eiτ .

(2.4)
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Ë å ì ì à 2.1. [6,8-10] Ñîîòíîøåíèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè (2.4) îïðåäåëÿþò ïðîåê-
òîðû

P =
n∑
k=1

pk∑
j=1

⟨⟨·, γ(j)k ⟩⟩φ(j)
k = ⟨⟨·, γ⟩⟩ϕ, P̄ = ⟨⟨·, γ̄⟩⟩ψ̄,

P = P+P̄ : E1 → E2K
1 = K(B, A) = span{φ, φ̄},

Q =
n∑
k=1

pk∑
j=1

⟨⟨·, ψ(j)
k ⟩⟩z(j)k = ⟨⟨·, ψ⟩⟩z, Q̄ = ⟨⟨·, ψ̄⟩⟩z̄,

Q = Q+Q̄ : E2 → E2,2K = span{z(j)k , z̄
(j)
k },

ãäå φ = (φ
(1)
1 , . . . , φ

(p1)
1 , . . . φ

(1)
n , . . . , φ

(pn)
n ) , âåêòîðû γ , ψ è z îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî,

ïîðîæäàþùèå ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ E1 è E2 â ïðÿìûå ñóììû E1 = E2K
1 u E∞−2K

1 ,

E2 = E2,2K u E2,∞−2K , K =
n∑
s=1

ps - êîðíåâîå ÷èñëî.

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ ñïëåòåíèÿ

B0P = QB0, B0P̄ = Q̄B0 íà D(B), AP = QA, AP̄ = Q̄A íà D(A),
B0φ = ABz, B0φ̄ = ABz̄, Aφ = AAz, A∗ψ = AAγ, Aφ̄ = AAz̄, A∗ψ̄ = AAγ̄,

ãäå AB è AA - êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû AB = (B1, . . . , Bn) è AA = (A1, . . . , An)

ñ pk × pk -êëåòêàìè Bk =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 1
...

...
. . .

...
0 1 . . . 0

 , Ak =


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
...

...
. . .

...
...

1 0 . . . 0 0

 .

Îïåðàòîðû A è B0 , äåéñòâóþò â èíâàðèàíòíûõ ïàðàõ ïîäïðîñòðàíñòâ E2K
1 , E2,2K è

E∞−2K
1 , E2,∞−2K ; B0 :DB0∩E∞−2K

1 → E2,∞−2K , A :E2K
1 → E2,2K ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

Ââîäÿ ðåãóëÿðèçàòîð Øìèäòà B̃0 = B0 +
n∑
k=1

⟨⟨·, γ(1)k ⟩⟩z(1)k +
n∑
k=1

⟨⟨·, γ̄(1)k ⟩⟩z̄(1)k , çàïèøåì

óðàâíåíèå (2.3) â âèäå ñèñòåìû

B̃0y = µC y+B(ε)y+
n∑
k=1

(ξk1z
(1)
k +ξ̄k1z̄

(1)
k ), ξsσ = ⟨⟨y, γ(σ)s ⟩⟩, ξ̄sσ = ⟨⟨y, γ̄(σ)s ⟩⟩, σ = 1, ps, s = 1, n.

(2.5)
Ïîëàãàÿ y = w + v , v = ξ · φ+ ξ̄ · φ̄ ∈ E2k

1 , íàõîäèì

B̃0w +
n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξkjB̃0φ
(j)
k + ξ̄kjB̃0φ̄

(j)
k )− µCw −B(ε)w =

= µ
n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξkjCφ
(j)
k + ξ̄kjC φ̄

(j)
k ) +

n∑
k=1

pk∑
j=1

[ξkjB(ε)φ
(j)
k + ξ̄kjB(ε)φ̄

(j)
k ].

Îáðàùàÿ îïåðàòîð B̃0 , B̃−1
0 =Γ0 [1], ïîëó÷èì

w − µΓ0Cw − Γ0B(ε)w = −
n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ) + µΓ0C

n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k )+

+Γ0B(ε)
n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ).

Îòñþäà ñëåäóåò

w =

[
I − µΓ0C − Γ0B(ε)

]−1{
−

n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ

(j)
k ) + µΓ0C

n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k )+

+Γ0B(ε)
n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k )

}
.
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Äàëåå [I − µΓ0C − Γ0B(ε)]−1 = [I − (I − µΓ0C )−1Γ0B(ε)]−1(I − µΓ0C )−1 =
= (I − µΓ0C )−1[I − Γ0B(ε)(I − µΓ0C )−1]−1 è

(I − µΓ0C )−1

{
−

n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ) + µΓ0C

n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k )

}
=

=
n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ) + µΓ0C (I − µΓ0C )−1

n∑
k=1

(ξk1φ
(1)
k + ξ̄k1φ̄

(1)
k ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

w = −
n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ) + µΓ0C (I − µΓ0C )−1

n∑
k=1

(ξk1φ
(1)
k + ξ̄k1φ̄

(1)
k )+

+(I − µΓ0C )−1Γ0B(ε)[I − (I − µΓ0C )−1Γ0B(ε)]−1
n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ).

(2.6)

Òåïåðü ïîäñòàíîâêà y = w + ξ · φ + ξ̄ · φ̄ ñ îïðåäåëåííûì ïî ôîðìóëå (2.6) w âî
âòîðûå ðàâåíñòâà ñèñòåìû (2.5) â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.4) ïðè óñëîâèè ïðèíàäëåæíîñòè
ïðèñîåäèíåííûõ (êîðíåâûõ) ýëåìåíòîâ ïðÿìîìó äîïîëíåíèþ E1,∞−2K ê ïîäïðîñòðàíñòâó
ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ E2n

1 è ó÷åòå ôîðìóë (2.7)

Γ0Cφ
(1)
k = iΓ0B̃0φ

(2)
k = iφ

(2)
k , (Γ0C )2φ

(1)
k = (Γ0C )φ

(2)
k = i2φ

(3)
k , . . .

(Γ0C )sφ
(1)
k = isφ

(s+1)
k ïðè s < pk, (Γ0C )pkφ

(1)
k = ipkφ

(pk+1)
k = ipkφ

(1)
k ,

(Γ0C )sφ
(1)
k = isφ

(s−
[

s
pk

]
pk)

k ïðè s > pk, ψ
(1)
k = Γ∗

0γ
(1)
k , ψ

(s)
k = Γ∗

0γ
(pk+1−s)
k ,

(2.7)

äàåò óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ â êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå (â êîíñòðóêöèè Ý.Øìèäòà) äëÿ
îïðåäåëåíèÿ µ = µ(ε) â âèäå îïðåäåëèòåëÿ det[t(µ, ε)] îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé ê íåé.

tk1(µ, ε) ≡ − (iµ)pk

1−(iµ)pk
ξk1−

−⟨⟨(I − µΓ0C )−1Γ0B(ε) [I − (I − µΓ0C )−1Γ0B(ε)]
−1

n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ), ψ

(1)
k ⟩⟩ = 0,

tkσ(µ, ε) ≡ ξkσ − (iµ)σ−1

1−(iµ)pk
ξk1−

−⟨⟨(I − µΓ0C )−1Γ0B(ε) [I − (I − µΓ0C )−1Γ0B(ε)]
−1

n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ), ψ

(pk+1−σ)
k ⟩⟩ = 0,

k = 1, n, σ = 1, pk.
(2.8)

3. Ðåäóêöèÿ ê âîçìóùåííîé ìàòðè÷íîé çàäà÷å I

Â ï. 2 íàìè áûë âûáðàí áîëåå ñëîæíûé ïîäõîä ðåøåíèÿ çàäà÷è I äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïðÿ-
ìûõ ñâÿçåé ñ áèôóðêàöèåé Ïóàíêàðå-Àíäðîíîâà-Õîïôà. Áåçóñëîâíî, áîëåå ïðîñòûì âàðè-
àíòîì èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è I ÿâëÿåòñÿ åå ðåäóêöèÿ ê âîçìóùåííîé ìàòðè÷íîé çàäà÷å íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ(
B0 +B(ε) (α+ µ)A
−(α + µ)A B0 +B(ε)

)
U =

[(
B0 +B(ε) αA

−αA B0 +B(ε)

)
− µ

(
0 −A
A 0

)]
U = 0, µ = µ(ε).

(3.1)
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Ñëåäóåò âûÿñíèòü êàê èçìåíèòñÿ A =

(
0 −A
A 0

)
-ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå α îïåðàòîðà

B =

(
B0 αA

−αA B0

)
ïðè âîçìóùåíèè B(ε) îïåðàòîðà B0 . Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ

çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ[
B(α) +

(
B(ε) 0
0 B(ε)

)
− µ

(
0 −A
A 0

)]
U = 0, B = B(α) =

(
B0 0
0 B0

)
− αA,

B(ε) =

(
B1 0
0 B1

)
ε+

(
B2 0
0 B2

)
ε2 + . . . ,

òî åñòü

B(α)U = [−B(ε)U + µA]U = 0 èëè BU = −B(ε)U + µAU, U =

(
u1
u2

)
. (3.2)

Ñîãëàñíî [3-5] îáîáùåííûé æîðäàíîâ íàáîð ëèíåéíîé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó µ
îïåðàòîð-ôóíêöèè B − µA âñåãäà ìîæåò áûòü âûáðàí òðèêàíîíè÷åñêèì, òî åñòü äëÿ
íåãî ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (1.6) èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (1.7). Ââîäÿ ðåãóëÿðèçàòîð

Øìèäòà B̃ = B+
2∑
j=1

n∑
k=1

⟨·,Γ(1)
jk ⟩Z

(1)
jk , Γ = B̃−1 , è, ïîëàãàÿ

U =W + V, V = ξ1Φ1 + ξ2Φ2, ξ1 = (ξ1i1, ξ
2
i1, . . . ξ

p1
i1 , . . . , ξ

1
in, ξ

2
in, . . . ξ

pn
in );

Φ1 = (Φ1
i1,Φ

2
i1, . . .Φ

p1
i1 , . . . , Φ

1
in,Φ

2
in, . . .Φ

pn
in ), i = 1, 2,

(âåêòîðû Γi , Ψi , Zi , i = 1, 2 , îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî), çàïèøåì (3.2) â âèäå ñèñòåìû

B̃W +
n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξj1kB̃Φ
(j)
1k + ξj2kB̃Φ

(j)
2k )− µAW − µA

n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξj1kB̃Φ
(j)
1k + ξj2kB̃Φ

(j)
2k )+

+B(ε)

(
W +

n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξj1kB̃Φ
(j)
1k + ξj2kB̃Φ

(j)
2k )

)
=

n∑
k=1

(ξj1kZ
(j)
1k + ξj2kZ

(j)
2k ),

ξj1k = ⟨U, Γ(j)
1k ⟩ = ⟨W, Γ(j)

1k ⟩+
n∑
k=1

pk∑
j=1

⟨(ξj1kΦ
(j)
1k + ξj2kΦ

(j)
2k ), Γ

j
ik⟩, i = 1, 2.

(3.3)

Îáðàùàÿ â ïåðâîì óðàâíåíèè îïåðàòîð B̃ , ïîëó÷àåì

W = [I − µΓA+ ΓB(ε)]−1

{
−

n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξj1kΦ
(j)
1k + ξj2kΦ

(j)
2k ) + µΓA

n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξj1kΦ
(j)
1k + ξj2kΦ

(j)
2k )−

−ΓB(ε)
n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξj1kΦ
(j)
1k + ξj2kΦ

(j)
2k )

}
.

Òàê êàê [I − µΓA+ ΓB(ε)]−1 = [I − (I − µΓA)−1ΓB(ε)]−1(I − µΓA)−1 è

(I − µΓA)−1

{
−

n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξj1kΦ
(j)
1k + ξj2kΦ

(j)
2k ) + µΓA

n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξj1kΦ
(j)
1k + ξj2kΦ

(j)
2k )

}
=

n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξj1kΦ
(j)
1k +

ξj2kΦ
(j)
2k ) + µΓA(I − µΓA)−1

n∑
k=1

(ξ11kΦ
(1)
1k + ξ12kΦ

(1)
2k ) , ñëåäîâàòåëüíî

W = −
n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξj1kΦ
(j)
1k + ξj2kΦ

(j)
2k ) + µΓA(I − µΓA)−1

n∑
k=1

(ξ11kΦ
(1)
1k + ξ12kΦ

(1)
2k )−

−(I − µΓA)−1ΓB(ε)[I − (I − µΓA)−1ΓB(ε)]−1
n∑
k=1

pk∑
j=1

(ξj1kΦ
(j)
1k + ξj2kΦ

(j)
2k ).

(3.4)
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Ïîäñòàíîâêà îïðåäåëåííîãî ïî ôîðìóëå (3.4) W âî âòîðûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3) ïðè
ó÷åòå ôîðìóë

ΓAΦ
(1)
1k = ΓB̃Φ

(2)
1k = Φ

(2)
1k , (ΓA)2Φ

(1)
1k = Φ

(3)
1k , . . . , (ΓA)sΦ

(1)
1k = Φ

(s+1)
1k ïðè s < pk,

(ΓA)pkΦ
(1)
1k = Φ

(pk+1)
1k = Φ

(1)
1k ,

ΓAΦ
(1)
2k = ΓB̃Φ

(2)
2k = Φ

(2)
2k , (ΓA)2Φ

(1)
2k = Φ

(3)
2k , . . . , (ΓA)sΦ

(1)
2k = Φ

(s+1)
2k ïðè s < pk,

(ΓA)pkΦ
(1)
2k = Φ

(pk+1)
2k = Φ

(1)
2k ,

(ΓA)sΦ
(1)
ik = Φ

(s−
[

s
pk

]
pk)

ik ïðè s > pk, i = 1, 2,

êàê è ðàíåå, äàåò îäíîðîäíóþ ñèñòåìó 2K -ïîðÿäêà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
ðàâåíñòâî îïðåäåëèòåëÿ êîòîðîé íóëþ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðàçâåòâëåíèÿ â êîðíåâîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî µ = µ(ε) .

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. 1◦ . Â ïðåäûäóùåé íàøåé ðàáîòå [11] ìû íàçâàëè ÓÐÊ èìåí-
íî îäíîðîäíóþ ñèñòåìó, à íå åå îïðåäåëèòåëü.
2◦ . Âîçíèêàþùàÿ çäåñü ñèñòåìà çàïèñàíà â âåêòîðíîé ôîðìå â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
3◦ . Çàäà÷à II ñëóæèò ïðåäìåòîì íàøåé áóäóùåé ðàáîòû.
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Comments to the problem on branching of periodical

solutions at Andronov-Hopf bifurcation in di�erential

equations with degenerated operator before the derivative

c⃝ A. A. Kyashkin4, B. V. Loginov5, P. A. Shamanaev6

Abstract. By the methods of branching theory of solutions to nonlinear equations it is investigated
the perturbation problem for n -multiple pair of pure imaginary eigenvalues at the presence of
generalized Jordan chains at Poincar�e-Andronov-Hopf bifurcation.
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