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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíê-
öèè äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ çàìêíóòûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò äâóìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà, ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð, ýíåðãåòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóáûå äèôôåîìîðôèçìû f , çàäàííûå íà òðåõ-
ìåðíîì ãëàäêîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè M . Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåé-
ëà [3] íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) äèôôåîìîðôèçìà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ
NW (f) = Ω1 ∪ · · · ∪ Ωm , íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ ñî-
äåðæèò âñþäó ïëîòíóþ îðáèòó. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ω íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè
îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòîé. Åñëè dim Ω = 2 , òî, ñîãëàñíî [6], Ω ÿâëÿåò-
ñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì, ëèáî ðåïåëëåðîì4. Ñðåäè äâóìåðíûõ àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ) Ω
äèôôåîìîðôèçìà f :M →M âûäåëÿþò ðàñòÿãèâàþùèåñÿ (ñæèìàþùèåñÿ)5.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f : M → M ,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò äâóìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð Ω .

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà f � ýòî ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ, óáûâàþùàÿ âäîëü áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé, ïîñòîÿííàÿ íà áàçèñíûõ ìíî-
æåñòâàõ è ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåáëóæäàþùèõ
òî÷åê MW (f) .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-
ìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà âíå íåòðèâèàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 12-01-00672, 13-01-12452-îôè-ì).

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
vgrines@yandex.ru

2 Ñòóäåíòêà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; mknoskova@yandex.ru
3 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è òåõíîëîãèé ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
4 Êîìïàêòíîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f ,

åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =
∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü

UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
5 Àòòðàêòîð Ω íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ, åñëè ðàçìåðíîñòü Ω ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåóñòîé-

÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé åãî òî÷êè. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ñæèìàþ-

ùèìñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1
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2. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçëîæèì íåîáõîäèìóþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1. èíôîð-
ìàöèþ î äâóìåðíîì ðàñòÿãèâàþùåìñÿ àòòðàêòîðå Ω äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñëåäóÿ
èñòî÷íèêàì [7], [2], [8], [4].

Èç îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà Ω ñëåäóåò, ÷òî

dim Es
Ω = dim Es

x = 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Ω .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: (x, y)s � îòêðûòàÿ äóãà íà îäíîìåðíîì óñòîé÷èâîì
ìíîãîîáðàçèè W s(z) ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè x, y ∈ W s(z) , ãäå z ∈ Ω . Àíàëîãè÷íóþ çà-
ìêíóòóþ äóãó îáîçíà÷èì ÷åðåç [x, y]s .

Òî÷êà x ∈ Ω íàçûâàåòñÿ s -ãðàíè÷íîé, åñëè îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
W s

x \ x íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Ω .
Ñîãëàñíî [7] ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê êîíå÷íîå è âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè ïåðèîäè÷å-

ñêèå. Êðîìå òîãî, â ñèëó [7], [2], [8] âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè àòòðàêòîðà Ω ðàçáèâàþòñÿ íà
àññîöèèðîâàííûå ïàðû (p, q) òî÷åê îäèíàêîâîãî ïåðèîäà òàê, ÷òî 2 -ñâÿçêà W u(p)∪W u(q)
ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé èçíóòðè ãðàíèöåé6 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ Ω .

Äëÿ êàæäîé ïàðû àññîöèèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïîñòðîèì èç äóã
îäíîìåðíûõ óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñâÿçûâàþùèé äâóìåðíûé öèëèíäð è ñîîòâåòñòâó-
þùóþ äâóìåðíóþ ñôåðó.

Ïóñòü Bpq � 2-ñâÿçêà àòòðàêòîðà Ω , ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé
W u(p) è W u(q) àññîöèèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê p è q ñîîòâåòñòâåííî, è m = m(p, q)
� ïåðèîä òî÷åê p, q . Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ W u(p)\p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
y ∈ W u(q) òàêàÿ, ÷òî (x, y)s ∩ Ω = ∅ . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

φpq = φ : (W u(p) \ p) ∪ (W u(q) \ q) → (W u(p) \ p) ∪ (W u(q) \ q) ,

ïîëîæèâ φpg(x) = y è φpg(y) = x . Òîãäà

φpq(W
u(p) \ p) = W u(q) \ q è φpq(W

u(q) \ q) = W u(p) \ p ,

òî åñòü îòîáðàæåíèå φpq ïåðåâîäèò ïðîêîëîòûå íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ 2-ñâÿçêè äðóã
â äðóãà è ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé. Â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè èíâàðèàíò-
íûõ ìíîãîîáðàçèé íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ îòîáðàæåíèå φpq ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì.

Îãðàíè÷åíèå fm|Wu(p) èìååò ðîâíî îäíó ãèïåðáîëè÷åñêóþ îòòàëêèâàþùóþ íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó p , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ãëàäêèé çàìêíóòûé 2-äèñê Dp ⊂ W u(p) òàêîé, ÷òî
p ∈ Dp ⊂ int(fm(Dp)) . Òîãäà ìíîæåñòâî Cpq =

∪
x∈∂Dp

(x, φ(x))s ãîìåîìîðôíî îòêðûòî-

ìó äâóìåðíîìó öèëèíäðó S1 × (0; 1) . Ìíîæåñòâî Cpq íàçûâàþò ñâÿçûâàþùèì öèëèí-
äðîì. Îêðóæíîñòü φpq(∂Dp) îãðàíè÷èâàåò â W u(q) äâóìåðíûé 2-äèñê Dq òàêîé, ÷òî
q ∈ Dq ⊂ int(fm(Dq)) . Ìíîæåñòâî Spq = Dp∪Cpq ∪Dq ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîé ñôåðå, êî-
òîðóþ íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñôåðîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçêå Bpq (ñì. ðèñóíîê
2.1).

6 Ïóñòü G ⊂ M � îòêðûòîå ìíîæåñòâî ñ ãðàíèöåé ∂G ( ∂G = cl(G) \ int(G) ). Ïîäìíîæåñòâî δG ⊂
∂G íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìíîé èçíóòðè ãðàíèöåé îáëàñòè G , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ δG íàéäåòñÿ
îòêðûòàÿ äóãà,ïîëíîñòüþ ëåæàùàÿ â G è òàêàÿ, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åå êîíöåâûõ òî÷åê.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñôåðà

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G îáúåìëþùåå ìíî-
ãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî òðåõìåðíîìó òîðó T3 è ìíîæåñòâî T (f) = NW (f) \ Ω èìååò
ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

1. T (f) ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ 3-øàðîâ Qpg , îãðàíè÷åííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêè-
ìè ñôåðàìè Spq ;

2. äëÿ êàæäîé ñâÿçêè Bpq ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî kpq òàêîå, ÷òî T (f)∩Qpq

ñîñòîèò èç kpq ïåðèîäè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ α1, . . . , αkqp è kqp − 1 ñåäëîâûõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ òî÷åê P1, . . . , Pkqp−1 ;

3. ìíîæåñòâî lpq =
kqp−1∪
i=1

cl W s(Pi) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äóãîé, íà êîòîðîé èñòî÷íèêî-

âûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ÷åðåäóþòñÿ ñ ñåäëîâûìè (ñì. ðèñóíîê 2.2).

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Äóãà lpq
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Çàìåòèì, ÷òî øàð Qpq ïåðåñåêàåò äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà Pj, j ∈
{1, . . . , kqp − 1} â òî÷íîñòè ïî îäíîìó äâóìåðíîìó äèñêó7. Òîãäà âíóòðè øàðà Qpq ñóùå-
ñòâóåò ãëàäêèé 3-øàð Ulpq òàêîé, ÷òî:

1) lpg ⊂ Ulpq ⊂ fm(Ulpq) ;
2) ïåðåñå÷åíèå Ulpq ∩W u(Pj) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîãî äâóìåðíîãî äèñêà äëÿ êàæ-

äîãî j ∈ {1, . . . , kqp − 1} (ñì. ðèñóíîê 2.3).

Ð è ñ ó í î ê 2.3

Îêðåñòíîñòü Ulpq

Ïîëîæèì Kpq = fm(Ulpq) \Ulpq è Lpq = lpq ∪ f(lpq)∪ · · · ∪ fm(lpq) è Upq = Ulpq ∪ f(Ulpq)∪
· · · ∪ fm(Ulpq) . Òîãäà Lpq ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì ñ çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòüþ Upq . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç L,U îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ ðåïåëëåðîâ è èõ çàõâàòûâàþùèõ îêðåñòíîñòåé,
ñîîòâåòñòâåííî, ïî âñåì ñâÿçêàì àòòðàêòîðà Ω . Ïóñòü A,P îáúåäèíåíèå âñåõ èñòî÷íèêîâ
è ñòîêîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà T (f) .

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1] è [4] èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Íà ìíîæåñòâå U ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ìîðñà ψ :
U → [1; 3] òàêàÿ, ÷òî ψ(∂U) = 1, ψ(P) = 2, ψ(A) = 3 , ÿâëÿþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé
ôóíêöèåé äèôôåîìîðôèçìà f |U .

3. Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ

èç êëàññà G

Ðàçîáüåì ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ f ∈ G íà øàãè.
Øàã 1. Äëÿ êàæäîé ñâÿçêè Bpq àòòðàêòîðà Ω ïîëîæèì Kpq = fm(Ulpq) \ Ulpq è

Wpq =
∪
n∈Z

fn(Kpq) . Ïîñêîëüêó òðåõìåðíîå êîëüöî Kpq ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëà-

ñòüþ äèôôåîìîðôèçìà fm|Wpq , òî äèôôåîìîðôèçì fm|Wpq ãëàäêî ñîïðÿæåí ñ ãîìîòåòèåé
g(x, y, z) = (x

2
, y
2
, x
2
) íà R3\(0, 0, 0) ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà hpq : Wpq →

R3 \ (0, 0, 0) , ïåðåâîäÿùåãî êîëüöî Kpq â êîëüöî {(x, y, z) ∈ R3 : 1
4
≤ x2 + y2 + z2 ≤ 1} .

Ôóíêöèÿ φg(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äèôôåîìîðôèçìà
g . Ïîëîæèì φpq = φghpq .

7 Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ äóãà (x, φ(x))s, x ∈ Dp \ p ïåðåñåêàåò Wu(Pj) ðîâíî â îäíîé òî÷êå
äëÿ âñåõ j = 1, . . . , kpq − 1 . Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò ïàðà òî÷åê, â êîòîðûõ Wu(Pj)
ïåðåñåêàåò äóãó (x, φ(x))s . Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé ïðîèçîéäåò êàñàíèå óñòîé÷èâîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ýòîé òî÷êè è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ Wu(Pj) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè
äèôôåîìîðôèçìà f , à èìåííî, ñèëüíîìó óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè.
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Ïîëîæèì K = f(U)\U è W =
∪
n∈Z

fn(K) . Ñäåëàâ àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ êàæäîé

2-ñâÿçêè ìû ïîëó÷èì ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φW äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fW .

Ïîëîæèì φ̃(z) =


φW (z), åñëè z ∈

∪
n≥0

fn(K);

ψ(z), åñëè z ∈ U ;
0, åñëè z ∈ Ω;

Øàã 2. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ φ̃ :M → [0, 3] ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà íà ìíîæå-
ñòâå M \ Ω . Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ̃ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà M .

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó a ∈ Ω è ïîêàæåì, ÷òî lim
zn→a

φ̃(zn) = 0 äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {zn ∈M,n ∈ N} òàêîé, ÷òî lim
n→∞

d(zn, a) = 0 , ãäå d � ìåòðèêà

íà ìíîãîîáðàçèè M . Ïîñêîëüêó φ̃(Ω) = 0 , òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn ∈ M \ Ω} . Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå
÷èñëî kn òàêîå, ÷òî zn ∈ fkn(Kpq) äëÿ íåêîòîðîé ñâÿçêè Bpq . Ïîñêîëüêó lim

n→∞
d(zn, a) = 0 ,

òî kn → ∞ . Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hpq(zn) ∈ R3} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
(0, 0, 0) . Îòêóäà lim

n→∞
φg(hpq(zn)) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, lim

zn→a
φ̃(zn) = 0 .

Øàã 3. Ïîêàæåì, êàê ñãëàäèòü ôóíêöèþ φ̃ íà ìíîæåñòâå Ω , ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ëèíèè
óðîâíÿ.

Ïîëîæèì UΩ = M \ U è η̃ = φ̃|cl UΩ
: cl UΩ → [0, 1] . Íà îòðåçêå [0, 1] çàäàäèì

ôóíêöèþ ν : [0, 1] → [0,∞) ôîðìóëîé ν(s) = inf{e−
1

d(z,w) , z, w ∈ cl UΩ : |η̃(z)− η̃(w)| ≥ s} .
Ïî ïîñòðîåíèþ ν � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî lim

s→+0
ν(s) = +0 . Â ñèëó ëåìì 1 è 3

ðàáîòû [5], ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ q : [0, 1] →
[0, 1] òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ η = qη̃ : cl UΩ → [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim

x→0,y→0

|q(x)−q(y)|
ν(|x−y|) =

0 . Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ η ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà Ω è η(Ω) = 0 .
Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ φ :M → [0, 3] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

φ(z) =

{
η(z), åñëè z ∈ cl UΩ;
ψ(z), åñëè z ∈ U .

Ôóíêöèÿ φ : M → [0, 3] � ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G .
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1. äîêàçàíà.
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Energy function for structurally stable 3-di�eomorphisms

with two-dimensional expanding attractor
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Abstract. In this paper we prove the existence of the energy function for the structurally stable
di�eomorphisms of closed three-dimensional manifolds non-wandering set of which contains two-
dimensional expanding attractor
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