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Î òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè 3-äèôôåîìîðôèçìîâ

ñ îäíîé îðáèòîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ

c⃝ Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà1, Î. Â. Ïî÷èíêà2

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ òð¼õìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, ëå-
æàùèõ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì è îòëè÷àþùèõñÿ îò ïîñëåäíèõ íà-
ëè÷èåì íå áîëåå, ÷åì îäíîé îðáèòû êàñàíèÿ ó ïàðû äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ èçó÷àåìûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñî-
ïðÿæ¼ííîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èõ ñõåì è ìîäóëåé óñòîé÷èâîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îðáèòàì êàñàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ, ìîäóëè
óñòîé÷èâîñòè

Ââåäåíèå

Äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ïðîöåññîâ
ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé. Íà÷àëî èõ èññëåäîâàíèÿ âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîé ðàáîòå À.À.
Àíäðîíîâà è Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [1], â êîòîðîé áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ãðóáîñòè ïîòîêà, çà-
äàííîãî âåêòîðíûì ïîëåì, îïðåäåëåííûì â êîìïàêòíîé ÷àñòè ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé
öèêëîì áåç êîíòàêòà. Â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áëàãîäàðÿ îòêðûòèÿì Ä.Â. Àíî-
ñîâà [2] è Ñ. Ñìåéëà [11] ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî ïîòîêè (êàñêàäû), çàäàííûå íà ìíîãîîáðàçèÿõ
ðàçìåðíîñòè òðè (äâà), ìîãóò îáëàäàòü ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ îðáèò. Ýòî îçíà÷àëî íàëè÷èå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â ïðîöåññàõ, îïèñûâàåìûõ
äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè òàêîãî âèäà. Ïîýòîìó ãðóáûå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå ðåãóëÿð-
íîé äèíàìèêîé, áûëè âûäåëåíû â îòäåëüíûé êëàññ ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà. Ýòè ñèñòåìû
èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, òàê è ñ òî÷êè
çðåíèÿ èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäó èç îäíîãî êëàññà òîïîëî-
ãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ê äðóãîìó. Ïðåæäå âñåãî ê áèôóðêàöèÿì òàêîãî âèäà ïðèâîäèò
íàëè÷èå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè-
÷åñêèõ òî÷åê.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé
ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà ïðèâîäèò ê åãî íåãðóáîñòè. Áîëåå òîãî, ýòî ïðèâîäèò
ê âîçíèêíîâåíèþ íåïðåðûâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ � ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé
ñîïðÿæåííîñòè � è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ñóùåñòâîâàíèþ êîíòèíóóìà íåñîïðÿæåííûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ñ èçîìîðôíûìè ãðàôàìè è îäèíàêîâîé ãåîìåòðèåé ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî
ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïåðâûì, êòî îáðàòèë âíèìàíèå íà ñóùåñòâîâàíèå ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòè, áûë Æ. Ïàëèñ [10]. Îí îáíàðóæèë, ÷òî òàêèìè ìîäóëÿìè îáëàäàþò óæå äâóìåðíûå
äèôôåîìîðôèçìû ñ íåãðóáîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, â òî÷êàõ êîòîðîé èíâàðè-
àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ äâóõ ðàçíûõ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê èìåþò îäíîñòîðîííåå
êàñàíèå. Ñóùåñòâåííûì ïðîäâèæåíèåì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâèëàñü ðàáîòà Â. äè Ìå-
ëó, Ñ. Æ. âàí Ñòðèíà [6], â êîòîðîé áûëè íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
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òîãî, ÷òî äèôôåîìîðôèçì îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ìîäóëåé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, îïèñûâàþùèõ âñå êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè,
ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà.

Â 2010 ã. â ðàáîòå [7] Ò.Ì. Ìèòðÿêîâîé è Î.Â. Ïî÷èíêè áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ñîäåðæàòåëüíîãî êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò óæå
óïîìÿíóòîé ðàáîòû [6] çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè óñëîâèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè
ñèñòåì íå òîëüêî äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ äàííîãî êëàññà, íî è
äëÿ �äàë¼êèõ� ñèñòåì. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [8] îïèñàíà ðåàëèçàöèÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì ñ
ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè êàñàíèÿìè.

Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ èçâåñòíî ëèøü íåñêîëüêî ðåçóëü-
òàòîâ. Â ðàáîòå Ø. Íüþõàóñà, Æ. Ïàëèñà è Ô. Òàêåíñà [9] ïðèâåäåíî è äîêàçàíî íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè äâóõ äèôôåîìîðôèçìîâ n -ìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé, ñîäåðæàùèõ îäíó îðáèòó îäíîñòîðîííåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Â ðàáîòå
Æ. Ïàëèñà è Â. äè Ìåëó [5] ðàññìîòðåíû äèôôåîìîðôèçìû n -ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
îäíîé îðáèòîé îäíîñòîðîííåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ è ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ
äèôôåîìîðôèçìîâ â îêðåñòíîñòè. Â ðàáîòå Å. À. Ãðèíåñà è Î. Â. Ïî÷èíêè [4] äîêàçà-
íî íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ, çàäàííûõ íà
ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 3 è èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êà-
ñàíèÿ äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñî-
ïðÿæ¼ííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé îðáèòîé
êàñàíèÿ äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 12-01-00672, 13-01-12452-îôè-ì).

1. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Ψ äèôôåîìîðôèçìîâ f : M3 → M3 , çàäàí-
íûõ íà ãëàäêîì òð¼õìåðíîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M3 , ñîõðàíÿþùèõ
îðèåíòàöèþ è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ òî÷åê, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíû;

2) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, σ2 ∈ Ωf ïåðåñå÷åíèå W s
σ1

∩W u
σ2

íå ïóñòî òîëüêî
â ñëó÷àå, êîãäà dim W s

σ1
= dim W u

σ2
= 2 , ïðè ýòîì îíî ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì

âñþäó, êðîìå, âîçìîæíî, îäíîé îðáèòû êàñàíèÿ.

Ïóñòü f ∈ Ψ . Äëÿ i ∈ {0, 1, 2, 3} îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi ïîäìíîæåñòâî Ωf , ñîñòîÿùåå èç
òî÷åê p òàêèõ, ÷òî dim W u

p = i . Ïîëîæèì Af =W u
Ω0∪Ω1

, Rf =W s
Ω2∪Ω3

, Vf =M3\(Af∪Rf )

è V̂f = Vf/f . Èç ðåçóëüòàòîâ êíèãè [3] ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Af , Rf , Vf è V̂f ÿâëÿþò-

ñÿ ñâÿçíûìè, V̂f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì çàìêíóòûì 3-ìíîãîîáðàçèåì è åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ

p
f
: Vf → V̂f ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóþùèì ýïèìîðôèçì η

f
: π1(V̂f ) → Z . Ïîëî-

æèì Ŵs
f =

∪
p∈Ω1

Ŵ s
p è Ŵu

f =
∪

p∈Ω2

Ŵ u
i . Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè T̂ ìíîæåñòâ Ŵs

f

è Ŵu
f ÿâëÿåòñÿ η

f
-ñóùåñòâåííûì äâóìåðíûì òîðîì íà ìíîãîîáðàçèè (V̂f , ηf ) , òî åñòü

η
f
(j

T̂ ∗(π1(T̂ ))) ̸= {0} äëÿ âêëþ÷åíèÿ j : T̂ → V̂f . Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè T̂ s ⊂ Ŵu
f è
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T̂ u ⊂ Ŵu
f ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, ëèáî ïåðåñåêàþò-

ñÿ íåòðàíñâåðñàëüíî ñ íàðóøåíèåì óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷íîñòè â
îäíîé òî÷êå.

Ïóñòü σ � ñåäëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jσ : R3 → R3

ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé æîðäàíîâîé ôîðìîé ëèíåéíîé ÷àñòè äèôôåî-
ìîðôèçìà f â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ . Òî÷êà O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé äèôôåî-
ìîðôèçìà Jσ è èìååò Jσ -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü UJσ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. f -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü Uσ ñåäëîâîé òî÷êè σ
íàçîâåì C1 -ëèíåàðèçóþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò C1 -äèôôåîìîðôèçì ψσ : Uσ → UJσ , ñî-

ïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçì f
∣∣∣
Uσ

ñ äèôôåîìîðôèçìîì Jσ

∣∣∣
UJσ

.

Ñîãëàñíî ðàáîòå [4] ó ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ñóùåñòâóåò
ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêîãî êàñàíèÿ, êîòîðûå îáðàçîâàíû â ðåçóëüòàòå êàñàíèÿ äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé. Äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç σs

a è σu
a ñåäëîâûå òî÷êè òàêèå, ÷òî

a ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W s
σs
a
è W u

σu
a
äèôôåîìîðôèçìà

f ∈ Ψ . Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ó σs
a îáÿçàòåëüíî åñòü îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãî-

îáðàçèå, ðàâíî êàê ó σu
a åñòü îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µa

è λa ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîìåðíîìó ñîáñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ äëÿ
Jσs

a
è Jσu

a
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ A îïðåäåëèì ïàðàìåòð Θa , ãäå Θa =
lnµa

lnλa
. Äîêàçàòåëü-

ñòâî ñëåäóþùåãî ôàêòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüÿõ [9] è [4].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ òîïîëîãè÷åñêè ñî-
ïðÿæåíû ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h òàêîãî, ÷òî h(a) = a′ äëÿ òî÷êè a ∈ A ,
h(σs

a) = σs
a′ , h(σ

u
a) = σu

a′ , òî Θa = Θa′ .

Ïîëîæèì Â = p
f
(A) . Äëÿ â ∈ Â âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó a ∈ p−1

f
(â) è ïîëîæèì

Θâ = Θa . Çàìåòèì, ÷òî Θâ íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè â ìíîæåñòâå p−1
f
(â) . Ïîëîæèì

Ĉf = {Θâ, â ∈ Â}.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Íàáîð Sf = (V̂f , ηf
, Ŵs

f , Ŵu
f , Ĉf ) íàçîâåì ñõåìîé äèô-

ôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ Ψ íàçîâåì

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) η
f
([c]) = η

f ′
φ̂∗ ;

2) φ̂(Ŵs
f ) = Ŵs

f ′ è φ̂(Ŵu
f ) = Ŵu

f ′ ;

3) Θâ = Θφ̂(â) äëÿ Θâ ∈ Ĉf .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõåìû Sf è Sf ′ ýêâèâàëåíòíû.
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On topological conjugacy of 3-manifolds di�eomorphisms

with one orbit of heteroclinic tangency

c⃝ T. M. Mitryakova3, O. V. Pochinka4

Abstract. In present paper we consider a class of 3-manifolds' di�eomorphisms lying on the
border of a set of gradient-like systems and di�erent from the last not more than one tangencies'
orbits of two-dimensional separatrices. It is proved that for studying di�eomorphisms necessary and
su�cient condition for topological conjugacy of two di�eomorphisms from this class is a coincidence
of classes of equivalence of their schemes and moduli of stability corresponding tangencies' orbits.
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