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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå íàéäåíû óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, çàäàííûõ íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò èíâàðèàíòíîìó îáúåäèíåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ. Èññëåäîâàíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó äèíàìèêîé òàêèõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ è òîïîëîãèåé îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ ñîäåðæàòåëüíîãî ïîäêëàññà
òàêèõ ñèñòåì ïîëó÷åíà èõ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-
ôèçì, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü, àòòðàêòîð, ðåïåëëåð

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Äèôôåîìîðôèçì f :Mn → Mn íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-
Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèè Mn , åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî2 Ω äèôôåîìîðôèçìà f ãèïåðáîëè÷íî è êî-
íå÷íî (òî åñòü ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ
ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ßêîáè íå ðàâíû åäèíèöå);

2. äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p , q äèôôåîìîðôèçìà f

óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
p è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u

q ëèáî íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ, ëèáî òðàíñâåðñàëüíû â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.

Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâîΩ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f ïðåäñòà-

âèì â âèäå Ω =
n∪

i=0

Ωi , ãäå Ωi � ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåî-

ìîðôèçìà f , èíäåêñ Ìîðñà3 êîòîðûõ ðàâåí i ( i = 0, 1, ..., n ). Ïåðèîäè÷åñêàÿ
òî÷êà, èíäåêñ Ìîðñà êîòîðîé ðàâåí 0 (n ) íàçûâàåòñÿ ñòîêîâîé (èñòî÷íèêî-
âîé), ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà èíäåêñ Ìîðñà êîòîðîé íå ðàâåí íè 0 , íè n íàçû-
âàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè W s
p \ p (W u

p \ p) ñåäëîâîé òî÷êè p íàçûâàþòñÿ
óñòîé÷èâûìè (íåóñòîé÷èâûìè) ñåïàðàòðèñàìè ñåäëà p .

1 Ìàãèñòðàíòêà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kapkaevasvetlana@yandex.ru

2 Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñò-
íîñòü Ux òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî f t(Ux) ∩ Ux = ∅ äëÿ t ∈ N . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà x íàçûâàåòñÿ
íåáëóæäàþùåé. Ìíîæåñòâî âñåõ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùèì

ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Ω .
3 Èíäåêñîì Ìîðñà ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ðàçìåðíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ Wu
p
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Åñëè f � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà è p åãî ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà,
òî ïåðåñå÷åíèå W s

p ∩W u
p ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé òî÷êè p . Åñëè äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p , q ïåðåñå÷åíèå W s
p∩W u

q ̸= ∅ , òî îíî
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì. Ïðè ýòîì åñëè dim W s

p+dim W u
q = n , òî

ìíîæåñòâî W s
p ∩W u

q ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíûì è êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà
íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé, à åñëè dim W s

p + dim W u
q > n , òî êàæäàÿ

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè W s
p ∩ W u

q íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êîìïîíåí-
òîé.

Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè
îí íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê.

Äèôôåîìîðôèçìû f , f ′ : Mn → Mn íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè
ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h :Mn → Mn òàêîé, ÷òî
f ′ = hfh−1 .

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-
Ñìåéëà íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M2 . Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíîñòè ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W s

p ∩ W u
q ÿâëÿåòñÿ ïó-

ñòûì, äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê p, q . Íåáëóæäàþùåå ìíîæå-
ñòâî Ω äèôôåîìîðôèçìà f : M 2 → M 2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âè-
äå: Ω = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2 , ãäå Ω0 , Ω1 , Ω2 � ìíîæåñòâà ñòîêîâûõ, ñåäëîâûõ,
èñòî÷íèêîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî Ω1 ̸= ∅ , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî ñòîêà. Âñå äèôôåîìîðôèç-
ìû �èñòî÷íèê-ñòîê� òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû è äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà
ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â êíèãå [2] (Òåîðåìà 2.2.1).

Â 1973 ãîäó Ì. Ïåéøîòî [7] êëàññèôèöèðîâàë ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà áåç
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷àþùåãî ãðàôà. Â 1985-1987 ãîäàõ
Â. Ç. Ãðèíåñîì è À. Í. Áåçäåíåæíûõ áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ êàñêàäîâ íà îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ
(ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ èìååòñÿ â êíèãå [2]). À. À. Îøåìêîâ è Â.
Â. Øàðêî â ðàáîòå [6] ïðåäëîæèëè ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ïîòîêó
Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé òðåõöâåòíûé ãðàô. Êàê îêàçàëîñü,
ïðîâåðêà èçîìîðôíîñòè òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ ñóùåñòâåííî ïðîùå ïðîâåðêè
èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ Ïåéøîòî.

Â ðàáîòàõ [3], [4] èäåè ñòàòüè [6] áûëè ïðèìåíåíû äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàñ-
ñèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðà-
çèé ïîñðåäñòâîì òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ, îñíàùåííûõ àâòîìîðôèçìàìè, èíäó-
öèðîâàííûìè äèôôåîìîðôèçìàìè íà âåðøèíàõ ãðàôîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûäåëÿåòñÿ êëàññ G ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò èí-
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âàðèàíòíîìó îáúåäèíåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ çà-
ìêíóòûõ êðèâûõ, è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ äèôôåîìîðôèç-
ìîâ ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè ãðóáûõ äèôôåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè, ïî-
ëó÷åííîé À.Ã. Ìàéåðîì [5].

Áîëåå òî÷íî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì
f ïðèíàäëåæèò êëàññó G , åñëè Ω1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ Ω+

1 ∪
Ω−

1 óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1. cl W u

Ω+
1
∪cl W s

Ω−
1
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ

êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè;
2. (Ω0 ∪ Ω2) ⊂ (cl W u

Ω+
1
∪ cl W s

Ω−
1
) .

Ïîëîæèì Af = cl W u
Ω+

1
è Rf = cl W s

Ω−
1
. Cîãëàñíî òåîðåìå 2.2.2 êíèãè [2]

ìíîæåñòâî Af (Rf ) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì
4 (ðåïåëëåðîì5) äèôôåîìîðôèçìà

f .
Èñïîëüçóÿ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ðàáîòû [1], ìîæíî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ ïîâåðõíîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû
èç êëàññà G .

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M 2 äîïóñêàåò äèôôåîìîð-
ôèçì èç êëàññà G . Òîãäà M 2 äèôôåîìîðôíî ëèáî òîðó T2 , ëèáî áóòûëêå
Êëåéíà K2 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G̃ ïîäìíîæåñòâî êëàññà G òàêîå, ÷òî äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà f ∈ G̃ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Af ∪ Rf ñîäåðæàò îäèíàêîâîå
÷èñëî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê;

2) cl (W s
σ1
+
) ∩ cl (W s

σ2
+
) = ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê σ1+, σ

2
+ , ïðè-

íàäëåæàùèõ îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà Af ;
3) cl (W u

σ1
−
) ∩ cl (W u

σ2
−
) = ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê σ1−, σ

2
− , ïðè-

íàäëåæàùèõ îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ðåïåëëåðà Rf .
Â ðàçäåëå 2. ââîäèòñÿ êëàññ Φ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ìíîãîîá-

ðàçèÿõ T2 è K2 , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G̃ òîïîëîãè÷åñêè ñî-
ïðÿæåí íåêîòîðîìó ìîäåëüíîìó èç êëàññà Φ .

4 Ïóñòü f � ãîìåîìîðôèçì êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X . Êîìïàêòíîå f -èíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîì-
ïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =

∩
k≥0

fk(UA)

5 Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
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2. Ïîñòðîåíèå ìîäåëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G íàïîìíèì òîïîëîãè÷å-
ñêóþ êëàññèôèêàöèþ ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà îêðóæ-
íîñòè.

Ïóñòü MS(S1) êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíî-
ñòè, êîòîðûé, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ À.Ã. Ìàéåðà [5], ñîâïàäàåò ñ êëàññîì äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà.

Ðàçîáúåì MS(S1) íà äâà ïîäêëàññà MS+(S1) è MS−(S1) , ñîñòîÿùèõ èç
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ è ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ ñî-
îòâåòñòâåííî. Íèæå ôîðìóëèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû Ìàéåðà î òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1.
1. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà φ ∈ MS+(S1) íåáëóæäàþùåå ìíîæå-

ñòâî Ω(φ) ñîñòîèò èç 2n (n ∈ N ) ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ èìååò ïåðèîä k .

2. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà φ ∈ MS−(S1) íåáëóæäàþùåå ìíîæå-
ñòâî Ω(φ) ñîñòîèò èç 2q ( q ∈ N ) ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, äâå èç êîòîðûõ
íåïîäâèæíû, à îñòàëüíûå èìåþò ïåðèîä 2 .

Ïîëîæèì φ ∈ MS+(S1) . Çàíóìåðóåì ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè íåáëóæäàþ-
ùåãî ìíîæåñòâà Ω(φ) : p0, p1, . . . , p2nk−1, p2nk = p0 íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé
ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p0 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òîãäà φ(p0) = p2nl , ãäå l öåëîå
÷èñëî, òàêîå ÷òî äëÿ k = 1 ïîëîæèì l = 0 , äëÿ k > 1 ïóñòü l ∈ {1, . . . , k−1}
è (k, l) âçàèìíî ïðîñòû6. Çàìåòèì, ÷òî l íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè p0 .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2.
1. Äâà äèôôåîìîðôèçìà φ;φ′ ∈ MS+(S1) ñ ïàðàìåòðàìè n, k, l;n′, k′, l′

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = n′, k = k′ è
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
• l = l′ (ïðè ýòîì, åñëè l ̸= 0 òîãäà ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ñîõðÿ-
íÿåò îðèåíòàöèþ),
• l = k′ − l′ (ïðè ýòîì, ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ìåíÿåò îðèåíòà-
öèþ).

2. Äâà äèôôåîìîðôèçìà φ;φ′ ∈MS−(S1) ñ ïàðàìåòðàìè q; q′ òîïîëîãè-
÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = q′ .

6 Â äåéñòâèòåëüíîñòè, À.Ã. Ìàéåð âìåñòî ÷èñëà l èñïîëüçîâàë ÷èñëî r1 , êîòîðîå îí íàçûâàë ïîðÿäêî-
âûì ÷èñëîì, òàêîå ÷òî l · r1 ≡ 1(mod k)
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Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîñòðîèì ìîäåëè ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè
S1 , ïðåäñòàâëÿÿ å¼ êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî S1 = R/Z ñ åñòåñòâåííîé ïðî-
åêöèåé π : R → S1 .

Äëÿ n, k ∈ N è öåëîãî l , òàêîãî ÷òî äëÿ k = 1 , l = 0 è äëÿ k > 1 ,
l ∈ {1, . . . , k− 1} âçàèìíî ïðîñòî ñ k , ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ
φ+ â MS+(S1) ñ ïàðàìåòðàìè n, k, l . Äëÿ q ∈ N ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî
ïðåäñòàâèòåëÿ φ− â MS−(S1) ñ ïàðàìåòðîì q .

Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:
ψ̃m : R → R � ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà ṙ = sin(2πmr) äëÿ m ∈ N ;
χ̃k,l : R → R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé χ̃k,l(r) = r − l

k ;
χ̃ : R → R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé χ̃(r) = −r ;
φ̃+ = χ̃k,lψ̃n·k : R → R è φ̃− = χ̃ψ̃q : R → R .
Òàêèì îáðàçîì,
φ̃+(r) = ψ̃n·k(r)− l

k è φ̃+(r + ν) = φ̃+(r) + ν ;

φ̃−(r) = −ψ̃q(r) è φ̃−(r + ν) = φ̃−(r)− ν .
Ñëåäîâàòåëüíî ñëåäóþùèå äèôôåîìîðôèçìû êîððåêòíî îïðåäåëåíû:

φσ = πφ̃σπ
−1 : S1 → S1, σ ∈ {+,−} , χ = πχ̃π−1 : S1 → S1 .

Èñïîëüçóÿ φσ1
, φσ2

, σ1, σ2 ∈ {+,−} ïîñòðîèì ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì
φ+
σ1σ2

(φ−
σ1σ2

) íà T2 (K2 ).
Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì φ+

σ1σ2
: T2 → T2 ôîðìóëîé

φ+
σ1σ2

(z1, z2) = (φσ1
(z1), φσ2

(z2)) , ãäå (z1, z2) ∈ T2 = S1 × S1 .
Ïðåäñòàâèì ìíîãîîáðàçèå K2 êàê ïðîñòðàíñòâî îðáèò K2 = (S1 × R)/Γ ,

ãäå Γ = {γk, k ∈ Z} ãðóïïà ñòåïåíåé äèôôåîìîðôèçìà γ : S1 ×R → S1 ×R ,
çàäàííîãî ôîðìóëîé γ(z, r) = (χ(z), r−1) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç p

χ
: S1×R → K2

åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ̃−
σ1σ2

: S1×R → S1×R äèôôåîìîð-
ôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé φ̃−

σ1σ2
(z, r) = (φσ1

(z), φ̃σ2
(r)). Òàê êàê Γ � öèêëè-

÷åñêàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùåé γ(z, r) = (χ(z), r− 1) , òî ëèáî φ̃−
σ1σ2

γ = γφ̃−
σ1σ2

,
ëèáî φ̃−

σ1σ2
γ−1 = γφ̃−

σ1σ2
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì, ïîç-

âîëÿþùèì çàäàòü äèôôåîìîðôèçì φ−
σ1σ2

: K2 → K2 êàê φ−
σ1σ2

= p
χ
φ̃−
σ1σ2

p−1
χ

(ñì., íàïðèìåð, [2]). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî φσ1
χ = χφσ1

, ÷òî ðàâíîñèëüíî òî-
ìó, ÷òî ñóùåñòâóåò m ∈ Z òàêîå, ÷òî φ̃σ1

(−r) + m = −φ̃σ1
(r) äëÿ ëþáîãî

r ∈ R . Åñëè σ1 = − , òî ïîñëåäíåìó ñîîòíîøåíèþ óäîâëåòâîðÿåò m = 0 . Åñ-
ëè æå σ1 = + , òî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 2l = mk , îòêóäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå
0 ≤ l < k è âçàèìíóþ ïðîñòîòó l è k , ïîëó÷àåì ëèáî m = 0, l = 0, k = 1 ,
ëèáî m = 1, l = 1, k = 2 .

Îáîçíà÷èì Φ+
σ1σ2

(Φ−
σ1σ2

) ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ φ+
σ1σ2

(φ−
σ1σ2

). Ïî-
ëîæèì Φ+ = Φ+

++ ∪ Φ+
+− ∪ Φ+

−+ ∪ Φ+
−− (Φ− = Φ−

++ ∪ Φ−
+− ∪ Φ−

−+ ∪ Φ−
−− ) è

Φ = Φ+ ∪ Φ− .
Êàæäûé äèôôåîìîðôèçì φ+

σ1σ2
(φ−

σ1σ2
) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì
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ïàðàìåòðîâ ζ+σ1σ2
( ζ−σ1σ2

) ñëåäóþùèõ òèïîâ:
1. ζ+++ = {n1, k1, l1, n2, k2, l2} ;
2. ζ++− = ζ+−+ = ζ−−+ = {n, k, l, q} ;
3. ζ+−− = ζ−−− = {q1, q2} ;
4. ζ−++ = {n1, k1, n2, k2, l2} , ãäå k1 = 1 èëè k1 = 2 ;
5. ζ−+− = {n, k, q} , ãäå k = 1 èëè k = 2 .
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îáåñïå÷èâàåò àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé òîïîëîãè÷å-

ñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Φ .

Ë å ì ì à 2.1. Äâà äèôôåîìîðôèçìà φ, φ′ ∈ Φ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîðû èõ ïàðàìåòðîâ èìåþò îäèíàêî-
âûé òèï è äëÿ êàæäîãî èç òèïîâ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1. ni = n′i, ki = k′i , li = l′i èëè li = k′i − l′i äëÿ i ∈ {1, 2} ;
2. n = n′, k = k′ , q = q′ , l = l′ èëè l = k′ − l′ ;
3. q1 = q′1 , q2 = q′2 ;
4. ni = n′i, ki = k′i äëÿ i ∈ {1, 2} , l2 = l′2 èëè l2 = k′2 − l′2 ;
5. n = n′, k = k′ , q = q′ .

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó è
ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå Î.Â. Ïî÷èíêó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå
ðóêîïèñè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà
ÐÔÔÈ 13-01-12452-îôè-ì.
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On the topological conjugacy of gradient-like

di�eomorphisms of surfaces with one-dimensional invariant

sets

c⃝ S. H. Kapkaeva7

Abstract. In the paper we found conditions for the topological conjugacy of gradient-like 2-
di�eomorphisms whose nonwandering set belongs to the invariant �nite union of disjoint simple
closed curves. The interrelation between the dynamics of di�eomorphisms and the topology of
the ambient manifold is established. For a meaningful subclass of such systems their topological
classi�cation obtained
Key Words: Morse-Smale gradient-like di�eomorphism topological conjugacy, attractor, repeller
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