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Àííîòàöèÿ. Äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì ñòàáèëèçàöèè ðåøåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìèíè-
ìàëüíîãî ÷èñëà óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (âõîäîâ), ïðè êîòîðûõ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé
ñèñòåìû ìîæíî ñäåëàòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà, ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ìàòðèöà, àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòü, ðàíã ìàòðèöû, ñòàáèëèçàöèÿ, ôàçîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ óïðàâëÿå-
ìóþ ñèñòåìó

Ẋ = AX +BU, (1.1)

ãäå ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó B ðàçìåðà (n × r) (B ∈ Rn×r) ìîæíî âûáðàòü íàäëåæàùèì
îáðàçîì.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà p óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (çàäà÷ó
ïîèñêà ìàòðèöû B ìèíèìàëüíîãî ðàíãà), ïðè êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíûé çàêîí
óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ U = KX , K ∈ Rp×p òàê, ÷òîáû òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû

Ẋ = AX +BKX (1.2)

áûëî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, ò. å. ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A + BK
ëåæàëè â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè [1,2].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íàçîâåì õàðàêòåðèñòèêîé ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè ñè-
ñòåìû (1.1) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî p óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ïðè êîòîðûõ ïóòåì âû-

áîðà ìàòðèöû B ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ U = KX , K ∈ Rp×p òàê, ÷òîáû òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2) áûëî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, ò. å. ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A + BK
ëåæàëè â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü n − k ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ïðè÷åì
çäåñü è äàëåå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñ÷èòàþòñÿ ñòîëüêî ðàç êàêîâà èõ êðàòíîñòü. Çàìåòèì,
÷òî ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ X = SY ñèñòåìó (1.1) ìîæíî
ïðèâåñòè ê âèäó

Ẏ1 = A1Y1 +B1U, A1 ∈ Rk×k, B1 ∈ Rk×r, (1.3)

Ẏ2 = A2Y2 +B2U, A2 ∈ R(n−k)×(n−k), B2 ∈ R(n−k)×r, (1.4)

ãäå âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A2 , ÿâëÿÿñü ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A , ëå-
æàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, à ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A1 ñîâïàäàþò ñ îñòàëüíûìè
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A , ò. å. èìåþò íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè
(Reλi ≥ 0 , (i = 1, k) ) [4].

1 Äîöåíò, ôàêóëüòåò ÏÌ-ÏÓ ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. [3]. Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû
(1.1) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ïðè êîòîðûõ ýòó ñè-
ñòåìó ìîæíî ñäåëàòü ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé, ïóòåì âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû B ïîëíîãî ðàíãà. Èíîãäà, äëÿ êðàòêîñòè, ãîâîðÿò î õàðàêòåðèñòèêå ïîëíîé
óïðàâëÿåìîñòè ìàòðèöû A .

Ò å î ð å ì à 1.1. [3]. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ìàòðèöû A ñîâïà-
äàåò ñ ìàêñèìàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ åå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû öåëèêîì îïèðàåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî åñëè ìàê-
ñèìàëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ðàâíà p , òî âñåãäà
ìîæíî âûáðàòü p ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ B1, . . . , Bp , ÿâëÿþùèõñÿ
ñòîëáöàìè ìàòðèöû B òàê, ÷òî ðàíã ìàòðèöû D = {B,AB,A2B, . . . , An−1B} áûë ðàâåí
n . Åñëè æå ðàíã ìàòðèöû B ìåíüøå p , òî ñèñòåìà (1.1) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿ-
åìîé [3].

Ñïðàâåäëèâû òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.2. Õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1.1) ñîâïà-
äàåò ñ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ìàòðèöû A1 , ò. å. ñ ìàêñèìàëüíîé
ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A íå ïðèíàäëåæàùèõ ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè Reλi ≥ 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ìàòðèöû
A1 ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A
íå ïðèíàäëåæàùèõ ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Reλi ≥ 0 , òàê êàê ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû
(1.1) ê ñèñòåìå (1.3) -(1.4) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S−1AS =

(
A1 0
0 A2

)
,

ãäå ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ñïðàâà èìååò êëåòî÷íûé âèä. Îòñþäà â ÷àñòíîñòè
âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λi , (i =
1, k) ìàòðèöû A íå ïðèíàäëåæàùèõ ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè (Reλi ≥ 0 ) ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îòâå÷àþùèõ òåì æå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λi , (i = 1, k) ìàòðèöû
A1 . Ýòî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ñäåëàííîå âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå (1.3) - (1.4) ìû ìîæåì ïîëîæèòü r = p è ñîãëàñíî òåîðåìå
1.1. [3] âûáðàòü ìàòðèöó B1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñèñòåìà (1.3) áóäåò ïîëíîñòüþ óïðàâëÿ-
åìîé. Òîãäà ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó [5] ñèñòåìà (1.3) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñòàáè-
ëèçèðóåìîé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ U = KX , K ∈ Rp×n îòíîñèòåëüíî
ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, ò. å. âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A1 + B1K áóäóò ëåæàòü â
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ñèñòåìû (1.3) -(1.4) ïðèìåò âèä(
A1 +B1K 0
B2K A2

)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ò. ê.

det(D − λE) = det(A1 +B1K − λE)det(A2 − λE).

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



206

Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà (1.3) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé, òî
ïðè ëþáîì ëèíåéíîì çàêîíå óïðàâëåíèÿ U = KX ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A1 +B1K
íå áóäóò ëåæàòü â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ÷èñëî óïðàâëåíèé â ñèñòåìå
(1.1) ìåíüøå p , òî ñèñòåìó (1.1) íåëüçÿ ñòàáèëèçèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî çàêîíà
óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ U = KX .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàññìîòðèì êâàçèëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

Ẋ = AX +BU + F (t,X, U) (1.5)

ãäå âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà ïðè t ≥ 0 , ∥X∥ ≤ L1 , ∥U∥ ≤ L2 è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì

∥F (t,X, U)∥ ≤ L3(∥X∥+ ∥U∥)1+α, α− const, l1, L2, L3 − const,

∥X∥ =

√√√√ n∑
i=1

x2i .

Ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåäåííûìè â ìîíîãðàôèè [5] íà îñíîâå ââåäåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.3. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ X = 0 ñèñòåìû (1.5) ìîæíî ñäåëàòü
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïóòåì âûáîðà ìàòðèöû B è óïðàâëåíèÿ U , óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óñëîâèþ

∥U∥ ≤ β∥X∥, β − const > 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rangB ≥ p , ãäå p - õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè
ìàòðèöû A .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. ℵ10− 08− 00624 ).
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The task of researches matrix minimum rank

c⃝ S. V. Zubov 2

Abstract. For kvasilinear systems of stabilization is solved task of de�nition minimum number
controlling actions (entrances), by that trivial solution this system one can to make asymptotic
stability.

Key Words: controlling stationary system, own number, matrix, asymptotical stability, left
subplane, rank of matrix, stabilization, faze variable
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