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Àííîòàöèÿ. Îñíîâíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó è êîíñòðóèðîâàíèå ñèñòåì, ïðè êî-
òîðûõ òðàåêòîðèè ñèñòåìû îñòàþòñÿ â çàäàííîì ìíîæåñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàäèóñ-âåêòîð, òðàåêòîðèÿ, óðàâíåíèå, êîîðäèíàòà, îêðóæíîñòü, ôóíê-
öèÿ

Äèññèïàòèâíîñòü èëè îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ñîâîêóïíûõ óðàâíåíèé óïðàâëÿ-
åìûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì òðåáîâàíèåì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê íèì.
Èçó÷åíèå îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû ñîâîêóïíûõ óðàâíåíèé ìîæíî îñóùåñòâëÿòü
íåñêîëüêèìè ïóòÿìè. Ê ïåðâîìó ïóòè îòíîñèòñÿ èñïîëüçîâàíèå âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíî-
âà. Êî âòîðîìó - èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè âìåñòî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû.

Âîïðîñàìè îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè, ñðåäè êîòîðûõ
Éîøèçàâà, Ðåéññèã, Ìàññåðà è äð. [1] Òåîðåìà Ò. Éîøèçàâû äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà

Ẋ = F (t,X) (1.1)

áûëà óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ
V (t,X) òàêàÿ, ÷òî:

1) V (t, x) ≥ W (X) , ãäå W (X) → ∞ ïðè ∥X∥ → ∞ ; Structure minimization of system
observation

2) V (t,X) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé íà ðåøåíèÿõ (1.1).
Äëÿ äîñòàòî÷íî óñëîâèå 2) ìîæåò áûòü çàìåíåíî ñëåäóþùèì: ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

V (t,X) â ñèëó ñèñòåìû (1.1) íåïîëîæèòåëüíà.
Òðåáîâàíèÿ ýòîé òåîðåìû ìîãóò áûòü îñëàáëåíû, à èìåííî.

Ò å î ð å ì à 3.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (1.1) áûëà óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ V (t,X) òàêàÿ, ÷òî:

1) V (t, x) ≥ W (X) , ãäå W (X) → ∞ ïðè ∥X∥ → ∞ ;
2) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V (t,X) â ñèëó ñèñòåìû (1.1) ïîëîæèòåëüíà ëèøü íà êîì-

ïàêòíîì, íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîì ìíîæåñòâå M .

Ïîñêîëüêó îäíîé èç öåëåé êíèãè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñèñòåì ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé,
âàæíûì ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû áóäåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü êâàäðàòè÷íûå
çíàêîïåðåìåííûå ôóíêöèè [2]

V =
∑n

i=1 aix
2
i +

∑n
i=1 bixi,

W =
∑n

i=1 cix
2
i +

∑n
i=1 dixi

(3.2)

îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ai > 0 , ci < 0 (i = 1, . . . , n) . Ïóñòü íà ðåøåíèÿõ
ñèñòåìû
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Ẋ = F (X) (3.3)

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå Ẋ =W [3].

Ò å î ð å ì à 3.4. Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3) îãðàíè÷åíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ

V1 =
n∑
i=1

ai(xi +
bi
2ai

)2 = V +
n∑
i=1

b2i
4ai

,

îòëè÷àþùóþñÿ îò ôóíêöèè V íà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

V̇1 = V̇ .

Ôóíêöèÿ W ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå:

W =
n∑
i=1

ci(xi +
di
2ci

)2 −
n∑
i=1

d2i
2ci

.

Îáîçíà÷èì

W1 =
n∑
i=1

ci(xi +
di
2ci

)2, C = −
n∑
i=1

d2i
4ci

.

Âèäíî, ÷òî W1 ≥ 0 , C ≥ 0 .
Èìååì ïî óñëîâèþ

V̇1 =W1 + C, (3.4)

îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [4].

Ò å î ð å ì à 3.5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3.4. ñèñòåìà (1.1) èìååò
àòðàêòîð.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó 3.4 ñóùåñòâóåò ýëëèïñîèä V1 =
R , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 3.5.. Âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ âíå íåãî,
ïîïàäàþò â åãî âíóòðåííþþ ÷àñòü, ïåðåñåêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ýòîò ýëëèïñîèä âêëþ÷àåò â
ñåáÿ ýëëèïñîèä

W1 = C,

÷òî è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû R .
Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ôîðìû (3.2) õàðàêòåðèçóþò àòòðàêòîð Ëîðåíöà, à òàêæå äàþò

èíñòðóìåíò ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé, èìåþùèõ êîìïàêòíûå ãëîáàëüíî
óñòîé÷èâûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà. Ïîäîáíûå ñèñòåìû è ñîäåðæàò àâòîêîëåáàíèÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-00624).
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The stability on Lagrangh

c⃝ S. V. Zubov2

Abstract. The basis task of mathematical theory automatic regulation is appears establishment
the conditions of stability on Lagrange and construction of systems, by those trajectories of systems
is remains in giving multitude.
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