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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè
(ãëàäêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþ-
ùèì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû) ó ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ íåòðèâèàëüíûìè îäíîìåðíûìè áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè.
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Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóáûå ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìû f , çàäàííûå íà äâóìåðíîì ãëàäêîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M .
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè [10], ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ
òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ Ωf = Λ1∪ · · · ∪Λm , íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæå-
ñòâàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíóþ òðàåêòîðèþ. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî,
îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(M) ìíîæåñòâî ãðóáûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f : M → M , êàæäîå
íåòðèâèàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì.

Ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ãðóáîãî äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
óáûâàþùàÿ âäîëü áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé è ïîñòîÿííàÿ íà áàçèñíûõ ìíîæåñòâàõ. Ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ f , åñëè ìíîæåñòâî å¼
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì Ωf .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-
ìû.

Ò å î ð å ì à 0.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ S(M) ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà âíå íåòðèâèàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.
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1. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà S(M)

Äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ ïî ýòîìó ðàçäåëó ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüå [2] èëè â
ãëàâå 9 êíèãè [3].

Ïóñòü f ∈ S(M) . Íàïîìíèì, ÷òî ïàðà ÷èñåë (a, b) , ãäå a = dim W u
x , b = dim W s

x , x ∈
Λ íàçûâàåòñÿ òèïîì áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ äèôôåîìîðôèçìà f . Ëþáîå íåòðèâèàëü-
íîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà ïîâåðõíîñòè èìååò òèï (1, 1) . Ïðè ýòîì, åñëè
áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ îäíîìåðíî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì, ëèáî ðåïåëëåðîì4,
ðàâíîñèëüíî, ëèáî W u

Λ =
∪
x∈Λ

W u
x = Λ , ëèáî W s

Λ =
∪
x∈Λ

W s
x = Λ .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Λ õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s
p \p (W u

p \p)
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Λ . Òî÷êà p ∈ Λ íàçûâåòñÿ s -ãðàíè÷íîé (u -ãðàíè÷íîé ) òî÷-
êîé àòòðàêòîðà (ðåïåëëåðà) Λ , åñëè îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s

p \p (W u
p \p)

íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Λ , îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓs∅p (ℓu∅p ) òàêóþ êîìïîíåíòó. Ëþáîé àòòðàêòîð (ðå-
ïåëëåð) Λ èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî PΛ s -ãðàíè÷íûõ (u -ãðàíè÷íûõ ) òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ
îòäåëèìûì â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Ðèñ. 1: Îòäåëèìûé àòòðàêòîð

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Îäíîìåðíûé àòòðàêòîð Λ äèôôåîìîðôèçìà f íàçî-
âåì îòäåëèìûì, åñëè:

1) cl (W s
Λ) \ W s

Λ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ΓΛ ñåäëîâûõ è èñòî÷íèêîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê èç òðèâèàëüíûõ áàçèñíûõ
ìíîæåñòâ äèôôåîìîðôèçìà f ;

2) äëÿ ëþáîé s -ãðàíè÷íîé òî÷êè p ∈ PΛ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî cl(ℓs∅p ) \ ℓs∅p = p∪α ,
ãäå α ∈ ΓΛ � èñòî÷íèêîâàÿ òî÷êà;

3) äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ ΓΛ ìíîãîîáðàçèå W s
σ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåóñòîé-

÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè äðóãèõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, à íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðà-
òðèñà ℓuσ ëèáî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ W s

Λ , ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì W s
Λ .

4 Êîìïàêòíîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f ,
åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =

∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü

UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
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Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòäåëèìîãî ðåïåëëåðà.
Íà ðèñóíêå 1 æèðíûì âûäåëåí îäíîìåðíûé êîìïëåêñ cl (W s

Λ) \W s
Λ äëÿ îäíîìåðíîãî

àòòðàêòîðà Λ äèôôåîìîðôèçìà f , çàäàííîãî íà òîðå T2 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî ýòîãî äèôôåîìîðôèçìà ñîñòîèò èç îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî àòòðàêòîðà
Λ , èìåþùåãî äâå s -ãðàíè÷íûå òî÷êè p1, p2 , è êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ñ
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê, óêàçàííûì íà ýòîì ðèñóíêå.

Äëÿ êàæäîãî àòòðàêòîðà Λ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî LΛ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
a) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà LΛ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãëàäêîé çàìêíóòîé

êðèâîé, ÷èñëî êîòîðûõ m
Λ
ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà Λ è

êàæäàÿ ñåïàðàòðèñà ℓs∅p , p ∈ PΛ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò LΛ â òî÷íîñòè â îäíîé òî÷êå;
b) f(LΛ) ∩ LΛ = ∅ è êðèâûå ìíîæåñòâ LΛ è f(LΛ) ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè äâóìåðíûõ

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êîëåö K1, . . . , Km
Λ
, ñîñòîÿùèõ èç áëóæäàþùèõ òî÷åê;

c) ïîâåðõíîñòü UΛ = Λ∪
∪
n≥1

fn(KΛ) , ãäå KΛ =
m

Λ∪
b=1

Kb ÿâëÿåòñÿ çàõâàòûâàþùåé îêpåñò-

íîñòüþ àòòðàêòîðà Λ (ñì. pèñóíîê 2).

Ðèñ. 2: Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè UΛ

2. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êàñêàäîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïî-
âåðõíîñòÿõ

Ñëåäóÿ èäåÿì À. Ì. Ëÿïóíîâà, Ê. Êîíëè ââåë ïîíÿòèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, êàê íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè, óáûâàþùåé âäîëü òðàåêòîðèé âíå öåïíî ðåêêóðåíòíîãî ìíîæåñòâà è
ïîñòîÿííîé íà öåïíûõ êîìïîíåíòàõ. Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ôóíêöèè ó ëþáîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû äîêàçàí Ê. Êîíëè [1] â 1978 ãîäó è íàçâàí ïîçæå ôóíäàìåíòàëüíîé
òåîðåìîé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà φ íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà f , åñëè ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ ñîâïàäàåò ñ öåïíî ðåêóððåíòíûì
ìíîæåñòâîì Rf .
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Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî ïîñòðîåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò Ñ. Ñìåéëó
[9], êîòîðûé â 1961 ãîäó äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ
ôóíêöèåé Ìîðñà ó ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà (ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ
òðàåêòîðèé). Ê. Ìåéåð [5] â 1968 ãîäó îáîùèë ýòîò ðåçóëüòàò è ïîñòðîèë ýíåðãåòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-Áîòòà äëÿ ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà.

Â 1977 ãîäó Ä. Ïèêñòîí [8] óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ. Â ðàáîòå
[6] ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà áûëà ïîñòðîåíà äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé
ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêêóðåíòíûì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü f : M → M ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàí-
íûé íà îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M . Ïóñòü Ωq

f , q ∈ {0, 1, 2} � ïîäìíî-
æåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê r òàêèõ, ÷òî dim W u

r = q . Ïóñòü U0
f (U2

f ) çàõâàòûâàþùàÿ
îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà Ω0

f (ðåïåëëåðà Ω2
f ), êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðîé ÿâ-

ëÿåòñÿ äâóìåðíûì äèñêîì.
Èç êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [6], â ÷àñòíîñòè âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : M → M ñó-
ùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà φ :M → [0, 2] òàêàÿ, ÷òî φ(Ω0

f ) = 0, φ(Ω2
f ) =

2 è ∂U0
f , ∂U

2
f � ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ .

3. Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ f ∈ S(M) (äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû 0.1.)

Ðàçîáüåì ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ f ∈ S(M) íà øàãè.
Øàã 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, . . . , AkA (R1, . . . , RkR) íåòðèâèàëüíûå îäíîìåðíûå àò-

òðàêòîðû (ðåïåëëåðû) äèôôåîìîðôèçìà f . Ïóñòü UA1 , . . . , UAkA
(UR1 , . . . , URkR

) çàõâà-
òûâàþùèå îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ), ïîñòðîåííûå â ðàçäåëå 1. ñ ïîìîùüþ
êîëåö KA1 , . . . , KAkA

(KR1 , . . . , KRkR
) . Ïîëîæèì A = A1 ∪ · · · ∪ AkA , R = R1 ∪ · · · ∪ RkR ,

UA = UA1 ∪· · ·∪UAkA
, UR = UR1 ∪· · ·∪URkR

, KA = KA1 ∪· · ·∪KAkA
, KR = KR1 ∪· · ·∪KRkR

è U = UA ∪ UR . Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå 2-äèñêîâ â ÷èñëå, ðàâ-
íîì ÷èñëó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ∂U . Ïîëîæèì M̌ = M \ U è N = M̌ ∪q D ,
ãäå q : ∂U → ∂D � äèôôåîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π : M̌ ∪ D → N åñòåñòâåííóþ
ïðîåêöèþ.

Øàã 2. Ïî ïîñòðîåíèþ N � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ, äîïóñêàþùàÿ äèôôåî-
ìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà fN : N → N , ñîâïàäàþùèé ñ äèôôåîìîðôèçìîì πfπ−1 íà
ìíîæåñòâå π(U) è èìåþùèé ïî îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êå (ñòîêîâîé èëè èñòî÷íèêîâîé)
íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà π(D) . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1. äëÿ äèô-
ôåîìîðôèçìà fN ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà φN : N → [0, 2] òàêàÿ, ÷òî
φ(Ω0

fN
) = 0, φ(Ω2

fN
) = 2 è π(∂UA), π(∂UR) � ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φN . Îïðå-

äåëèì íà ìíîãîîáðàçèè M̌ ôóíêöèþ φM̌ : M̌ → [0, 2] ôîðìóëîé φM̌ = φNπ . Ïîëîæèì
cA = φM̌(∂UA) è cR = φM̌(∂UR) .

Øàã 3. Ïîëîæèì BA =
∪
z∈Z

fn(KA) . Ïóñòü b êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà BA è

Ab � äîñòèæèìàÿ èçíóòðè ãðàíèöà ìíîæåñòâà b , òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê w ∈ M ,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïóòü c : [0, 1] →M òàêîé, ÷òî c(t) ∈ b äëÿ t ∈ [0, 1) è c(1) = w .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ∈ N ïåðèîä b , òî åñòü fm(b) = b è fµ(b) ̸= b äëÿ íàòóðàëüíûõ
µ < m . Ïóñòü p ∈ Ab � ãðàíè÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà. Ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå äâóìåð-
íûõ êîëåö KA ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ äèôôåîìîðôèçìà f |BA

, òî äèôôåî-
ìîðôèçì fm|b ãëàäêî ñîïðÿæåí ñ ãîìîòåòèåé g(x, y) = (x

2
, y
2
) íà R2 \ (0, 0) ïîñðåäñòâîì
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íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà hb : b → R2 \ (0, 0) , ïåðåâîäÿùåãî êîëüöî KA ∩ b â êîëüöî
{(x, y) ∈ R2 :

φM̌ (∂UA)

4
≤ x2+y2 ≤ cA} . Ôóíêöèÿ φg(x, y) = x2+y2 ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé

ôóíêöèåé äèôôåîìîðôèçìà g . Ïîëîæèì φb = φghb .
Ñäåëàâ àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà BA ìû

ïîëó÷èì íàáîð äèôôåîìîðôèçìîâ hBA
è ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φBA

äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà fBA

.
Ïîëîæèì BR =

∪
z∈Z

fn(KR) . Ïîñòðîèì ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φBR
äëÿ äèôôåî-

ìîðôèçìà fBR
, ïîëîæèâ φBR

(z) = 2 − φBÃ
(z), z ∈ BR , ãäå Ã íåòðèâèàëüíûé ðåïåëëåð

äèôôåîìîðôèçìà f−1 .

Ïîëîæèì φ̃(z) =



φBA
(z), åñëè z ∈

∪
n≥1

fn(KA);

φBR
(z), åñëè z ∈

∪
n≥1

f−n(KR);

φM̌ , åñëè z ∈ M̌ ;
0, åñëè z ∈ A;
2, åñëè z ∈ R.

Øàã 4. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ φ̃ :M → [0, 2] ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà íà ìíîæå-
ñòâå M \ (A ∪R) . Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ̃ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà M .

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó a ∈ A è ïîêàæåì, ÷òî lim
zn→a

φ̃(zn) = 0 äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {zn ∈ UA, n ∈ N} òàêîé, ÷òî lim
n→∞

d(zn, a) = 0 , ãäå d � ìåò-

ðèêà íà ìíîãîîáðàçèè M (äëÿ òî÷åê ðåïåëëåðà äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå). Ïîñêîëüêó
φ̃(A) = 0 , òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn ∈ BA} . Òîãäà
äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî kn òàêîå, ÷òî zn ∈ fkn(KA) . Ïîñêîëüêó
lim
n→∞

d(zn, a) = 0 , òî kn → ∞ . Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hBA
(zn) ∈ R2}

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (0, 0) . Îòêóäà lim
n→∞

φg(hBA
(zn)) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, lim

zn→a
φ̃(zn) = 0 .

Øàã 5. Ïîêàæåì, êàê ñãëàäèòü ôóíêöèþ φ̃ íà ìíîæåñòâå A ∪R , ñîõðàíèâ ïðè ýòîì
ëèíèè óðîâíÿ. Ïðîâåä¼ì ìîäèôèêàöèþ â îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà (â îêðåñòíîñòè ðåïåë-
ëåðà ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íûå).

Ïîëîæèì ψ̃A = φ̃|cl UA
: cl UA → [0, cA] . Íà îòðåçêå [0, cA] çàäàäèì ôóíêöèþ ν :

[0, cA] → [0,∞) ôîðìóëîé ν(s) = inf{e−
1

d(z,w) , z, w ∈ cl UA : |ψ̃(z)− ψ̃(w)| ≥ s} . Ïî ïîñòðî-
åíèþ ν � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî lim

s→+0
ν(s) = +0 . Â ñèëó ëåìì 1 è 3 ðàáîòû [7],

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ q : [0, cA] → [0, cA] òà-
êàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ψA = qψ̃A : cl UA → [0, cq] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim

x→0,y→0

|q(x)−q(y)|
ν(|x−y|) = 0 .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ψA ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà A è dψA(A) = 0 .
Ïîëîæèì ψ̃R = φ̃|cl UR

: cl UR → [cR, 2] è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñãëàäèì ôóíêöèþ ψ̃R ,
ïîëó÷èâ ôóíêöèþ ψR òàêóþ, ÷òî dψR(R) = 0 .

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ φ :M → [0, 2] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

φ(z) =


ψA(z), åñëè z ∈ cl UA;
ψR(z), åñëè z ∈ cl UR;
φM̌ , åñëè z ∈ M̌ .
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Energy function for rough cascades on surfaces with

nontrivial one-dimensional basic sets

c⃝ V. Z. Grines5, T. M. Mitryakova6, O. V. Pochinka7

Abstract. In this paper we prove the existence of the energy function, that is, a smooth Lyapunov
function, whose the set of critical points is the same as the nonwandering set of the system,
for structurally stable orientation preserving di�eomorphisms of surfaces with nontrivial one-
dimensional basic sets.
Key Words: structurally stable system, a non-trivial basic set energy function
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